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摘要:考虑了具有摄动的广义二阶动力学系统的鲁棒特征结构配置问题,提出了一种优化算法. 该算法的目标是
使得特征结构配置的误差最小. 根据广义二阶动力学系统基于状态加微分反馈的参数化特征结构配置结果,给出
了优化指标的完全参数形式. 该算法不包含“返回”过程,允许特征值在一定范围内参与优化,能够给出鲁棒性较
强的控制系统.数值例子说明了算法的有效性.
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Abstract: Robust eigenstructure assignment in descriptor second-order systems is considered; and an optimization
algorithm is given for minimizing the error of the eigenstructure assignment. Based on the parametric eigenstructure
assignment result for descriptor second-order systems, the parametric expression of the optimization index is obtained. The
optimization algorithm does not contain ”going back” procedures, and allows the closed-loop eigenvalues to be optimized
within desired regions. A numerical example demonstrates its validity.
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1 引引引言言言(Introduction)
无论是二阶系统还是二阶系统,特征结构配置都

是广义线性系统理论中的重要课题,受到了很多学
者的关注[1∼7]. 文献[1∼3]研究了广义二阶系统基于
状态反馈的特征结构配置. 文献[4,5]研究了广义二
阶系统基于输出反馈的特征结构配置.文献[6]研究
了广义二阶系统基于比例加微分状态反馈的特征结

构配置.由于系统常常存在不确定性,所以进行鲁棒
特征结构配置非常必要[3,8].

由于可控的广义系统特征结构配置的非唯一性,
因此可以利用额外的自由度来满足其他性能要求.
本文研究的是具有结构摄动的广义二阶系统的鲁

棒特征结构配置问题.基于文献[6]的比例加微分状
态反馈特征结构配置的显式完全参数化解, 在设计
时可以利用系统中的所有自由度,因此能够给出问

题的最优解. 利用文献[6]中的特征结构配置结果和
系统参数摄动下闭环系统特征值,特征向量所满足
方程组的误差, 建立鲁棒特征结构配置指标的显式
参数表达式, 并给出了一种优化算法. 该算法不包
括“返回”过程, 且可以方便地使闭环系统特征值
在一定允许范围内参与优化, 因而在保证闭环系统
性能的前提下可以进一步提高系统的鲁棒性.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem formulation)
考虑下述具有参数扰动的广义二阶系统:

(M+∆M)ẍ+(D + ∆D)ẋ+(K + ∆K)x=

(B + ∆B)u. (1)

其中: x ∈ Rn, u ∈ Rr分别为系统的广义状态向量

和控制向量, M, D, K, B为具有适当维数的已知矩

阵,满足下述假设:
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假假假设设设 1 rankM = rank(M + ∆M) = n0,
0 < n0 < n, rank B = r.

矩阵∆M, ∆D, ∆K, ∆B分别为系统矩阵M, D,

K, B中的不确定性,且具有下述形式:

∆M =
s∑

i=1

Miqi, ∆D =
s∑

i=1

Diqi,

∆K =
s∑

i=1

Kiqi, ∆B =
s∑

i=1

Biqi.
(2)

式中: Mi, Di,Ki, Bi(i = 1, 2, · · · , s)为已知矩阵,
qi(i = 1, 2, · · · , s)为未知但有界的摄动参数, 且满
足

|qi| 6 q̄i, i = 1, 2, · · · , s, (3)

q̄i(i = 1, 2, · · · , s)为已知的非负标量.

系统(1)的理想系统为

Mẍ + Dẋ + Kx = Bu. (4)

在控制律

u = F0x + F1ẋ (5)

作用下的闭环系统为

Mẍ + (D −BF1)ẋ + (K −BF0)x = 0. (6)

系统(6)能够表示成二阶状态空间的形式:

Eecż = Aecz, (7)

其中:



Eec =

[
In 0
0 M

]
,

Aec =

[
0 In

−(K −BF0) −(D −BF1)

]
.

(8)

假假假设设设 2 系统(4)R–可控和I–可控.

引引引理理理 1 [6] 已知如公式 (8) 的 Eec, Aec 及 Λ =
diag{s1, s2, · · · , sn+n0},则

1) 存在矩阵V, V ′ ∈ Cn×(n+n0)满足

Aec

[
V

V ′

]
= Eec

[
V

V ′

]
Λ

的充要条件是

MV Λ2 + (D −BF1)V Λ + (K −BF0)V = 0 (9)

和

V ′ = V Λ. (10)

2) 存在矩阵V∞, V ′
∞ ∈ Cn×(n−n0)满足

Eec

[
V ′
∞

V∞

]
= 0, rank

[
V ′
∞

V∞

]
= n− n0 (11)

的充要条件是V ′
∞ = 0和

MV∞ = 0, rank(V∞) = n− n0. (12)

引理1的结论1说明矩阵对(Eec, Aec)的约当标
准形是Λ的充要条件是存在矩阵V ∈ Rn×(n+n0)满

足(9),这时矩阵对(Eec, Aec)相应的有限特征向量矩
阵是

V f
ec =

[
V

V Λ

]
. (13)

结论2)说明矩阵对(Eec, Aec)的无穷特征向量矩
阵是

V ∞
ec =

[
0

V∞

]
, (14)

其中V∞满足式(12).

于是理想系统(4)在比例微分状态反馈控制律
(5)作用下的特征结构配置问题可描述为

问问问题题题ESA 已知满足假设2的系统(4)、满足式
(12)的V∞和一组共轭封闭复数si(i = 1, 2, · · · , n +
n0)和V ∈ Cn×(n+n0)使得下述要求满足:

1) 式(9)满足;

2) det

[
V 0

V Λ V∞

]
6= 0;

3) 闭环系统(6)正则.

式(9)是实现上述特征结构配置的基本条件, 当
系统参数矩阵存在不确定性时,方程(9)一般不再成
立,但希望

Ψ + ∆Ψ = 0, (15)

其中:

Ψ = MV Λ2 + (D −BF1)V Λ +

(K −BF0)V = 0,

∆Ψ = ∆MV Λ2 + (∆D −∆BF1)V Λ +

(∆K −∆BF0)V

尽可能成立,即希望∆Ψ = 0尽可能成立.

将对理想系统(4)设计的比例微分状态反馈控制
律(5)应用于不确定性系统(1),方程(9)存在误差,即



∆Ψ =
s∑

k=1

(MkV Λ2 + DkV Λ + KkV −BkW )qk =

s∑
k=1

(s2
i MkVi + siDkVi + KkVi −BkWi)qk,

i = 1, 2, · · · , n + n0.

(16)
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其中

W = F1V Λ + F0V = [F0 F1][V T ΛV T ]T,

Mi代表矩阵M的第i列.
当系统的参数存在不确定性时,特征值特征向量

所满足的方程(9)一般不再满足,由于不确定性所导
致的该方程的误差为式(16), 则系统(1)特征结构配
置误差的一个合理度量可取为

J =
s∑

k=1

ak

n+n0∑
i=1

‖s2
i MkVi +

siDkVi + KkVi −BkWi‖2

2 . (17)

其中: ||vi||2表示向量 vi 的 2–范数, 按 ||vi||2 =√
vH

i vi计算, ak(i = 1, 2, · · · , s)为适当的正加权因
子. 于是本文的广义二阶动力学系统的基于比例微
分状态反馈的鲁棒特征结构配置问题可描述如下:

问问问题题题RESA 给定满足假设2的理想系统(4), 求
解问题ESA且使得性能指标(17)达到最小.

3 问问问题题题的的的求求求解解解(Solution to the problem)
由系统(4)的R–可控性可知存在右互质多项

式N(s) ∈ Rn×r [s]和D(s) ∈ Rr×r [s]满足下述互
质分解:

(s2M + sD + K)−1B = N(s)D−1(s). (18)

下述引理给出了问题ESA的参数化解.

引引引理理理 2 [6] 设系统(4)R–可控, N(s)和D(s)为满
足右互质分解(18)的多项式矩阵,则

1) 问题ESA有解的充要条件是存在一组参
数fi ∈ Cr, i = 1, 2, · · · , n + n0满足下述约束:

C1) 当si = s̄j , fi = f̄j ;

C2) det(s2
i M + si(D −BF1) + (K −BF0)) 6=

0,∃λ ∈ C;

C3) det(Vcb) 6= 0,其中

Vcb =[
N(s1)f1 · · · N(sn+n0)fn+n0 0

s1N(s1)f1 · · · sn+n0N(sn+n0)fn+n0 V∞

]
.

(19)

2) 当上述条件满足时, 特征结构配置问题的所
有解可参数化表示为

V = [N(s1)f1 · · · N(sn+n0)fn+n0 ],
W = [D(s1)f1 · · · D(sn+n0)fn+n0 ]

(20)

和

[F0 F1] = [W W∞ ]V −1
cb , (21)

其中: fi ∈ Cr, i = 1, 2, · · · , n + n0为满足约

束1∼3的自由参数向量, 而W∞ ∈ Cr×(n−n0)为一自

由参数矩阵.

注注注 1 约束1保证了所设计的控制器是实的.

由于

J =
n+n0∑
i=1

s∑
k=1

akf
H
i (s2

i MkN(si) +

siDkN(si) + KkN(si)−
BkD(si))H(s2

i MkN(si) +

siDkN(si) + KkN(si)−
BkD(si))fi,

于是鲁棒设计指标J具有下述形式

J(si, fi, i = 1, 2, · · · , n + n0) =
n+n0∑
i=1

Ji(si, fi).

(22)

为了便于实际计算,通常将指标J表达成实优化

参数的形式. 将矩阵对(Eec, Aec)的实特征值si记为

σi,其对应的参向量记为hi;将矩阵对(Eec, Aec)的复
特征值sj和sk记为sj = s̄k = σj + σkj,它们对应的
参向量记为fj = f̄k = hj +hkj,这里σi为实数, hi为

实参向量,这样约束1自然满足.

考虑到系统的稳定性及其他动态性能要求,对闭
环极点引入下述约束条件:

C4) ai 6 σi 6 bi i = 1, 2, · · · , n + n0.

式中ai, bi(i = 1, 2, · · · , n + n0)为适当选取的实数.
这样问题RESA的解可以归结为下述优化问题

的解,即{
minJ(σi, hi, i = 1, 2, · · · , n + n0),
s.t. C1) ∼ C4).

(23)

算算算法法法

1) 求解满足式(18)的右互质分解多项式N(s)
和D(s);

2) 求解满足式(12)的矩阵V∞;

3) 由式(20)给出V和W的参数表示, 再由式(22)
给出指标J的实优化参数形式;

4) 用适当的优化算法求解优化问题(23);

5) 利用上一步优化得到的参数, 根据式(20)求
出V和W ;

6) 给出一个W∞, 根据式(21)计算反馈增益阵
F0, F1.

4 数数数值值值例例例子子子(Numerical example)
考虑具有下述参数的广义二阶系统[6]:

M =




1 0 0
0 1 0
0 0 0


 , D =




2.5 −0.5 0
−0.5 2.5 −2

0 −2 2


 ,
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K =




10 −5 0
−5 25−20

0 −20 20


 , B =




1 0
0 0
0 1


 .

设不确定的上界为0.1, 0.1, 0.1,而

M1 =




1 0 0
0 0 0
0 0 0


 , M2 =




0 0 1
0 0 0
0 0 0


 ,

D1 =




0 0 0
0−1 0
0 0 0


 , D3 =




0 0 0
0 0 0
0−1 0


 ,

K1 =




0 0−1
0 0 0
0 0 0


 , K3 =



−1 0 0

0 0 0
0 0 0


 ,

B2 =




0 0
0 0
0 1


 , B3 =




1 0
0 0
0 0


 ,

M3 = D2 = K2 = B1 = 0.

直接引用文献[6]的结果能够给出V∞, N(s)和D(s).

令

fi =

[
fi1

fi2

]
, i = 1, 2, · · · , 5,

则有Vi和Wi的参数表示. 可以事先取定向量fi中

的一个元素, 这里设f11 = f22 = f31 = f42 =
f51 = 0.2, 而特征值在这里限定为实数, 其区间设
为−1.5 < s1 < −0.5, −2.5 < s2 < −1.5, −3.5 <

s3 < −2.5, −4.5 < s4 < −3.5, −5.5 < s5 < −4.5.
权值ak分别取为a1 = 0.5, a2 = 0.2, a3 =
0.1, a4 = 0.1, a5 = 0.1. 优化的结果是

J = 1312.9, s1 = −0.5, s2 = −1.5, s3 = −2.5,

s4 =−3.5, s5 =−4.5, f12 =0.2890, f21 =0.1274,

f32 = 0.0890, f41 = 0.1072, f52 = 0.0221.

利用优化的结果可得

W =[
8.1172 3.9662 24.9930 10.3653 41.1305
9.4056 12.8919 2.1021 35.7704 −0.4502

]
,

V =


3.8000 2.1666 3.0000 1.3937 2.2000
5.4911 3.4000 1.3352 2.6000 0.2435
5.9861 4.1583 1.4754 5.3516 0.2025

−1.9000 −3.2499 −7.5000 −4.8780 −9.9000
−2.7456 −5.1000 −3.3380 −9.1000 −1.0956
−2.9931 −6.2375 −3.6884 −18.7305 −0.9114




.

取W∞ = [0 1]T, 利用式(21)可求得反馈增益
阵F0, F1:

F0 =

[
1.5965 −8.1515 8.2658

−0.8668 −14.3589 15.1901

]
,

F1 =

[
−4.2654 3.9240 0
−0.1474 −1.2123 1.0000

]
.

对于摄动系统(1)，如果取q1 = 0.01, q1 =
0.02, q1 = 0.03, 在所求得的鲁棒状态反馈控制
律的作用下,闭环系统的极点为

s′1 = −0.3890, s′2 = −1.7355,

s′3 =−2.3356, s′4 =−3.1660, s′5 =−4.6879.

有限特征向量矩阵为

V ′ =


3.8000 2.1666 3.0000 1.3937 2.2000
5.4207 3.8632 1.0133 1.4459 0.2298

5.8697 4.9954 0.8788 2.5226 0.2137
−1.4781 −3.7601 −7.0069 −4.4125 −10.3135
−2.1085 −6.7045 −2.3667 −4.5777 −1.0775
−2.2831 −8.6693 −2.0525 −7.9865 −1.002




.

任意选择一组自由参数: s̃1 = −1, s̃2 =
−2, s̃3 = −3, s̃4 = −4, s̃5 = −5, f̃12 = 1, f̃21 =
1, f̃32 = 1, f̃41 = 1, f̃52 = 1,取相同的权值,对应
的性能指标是

J̃ = 120370.

Ṽ和W̃可求得

Ṽ =




3.60 16.00 2.80 12.00 2.00
18.00 3.20 14.00 2.40 10.00
22.60 0.80 25.80 3.20 37.00
−3.60 −32.00 −8.40 −48.00 −10.00
−18.00 −6.40 −42.00 −9.60 −50.00
−22.60 −1.60 −77.40 −12.80 −185.00




,

W̃ =

[
−50.40 131.20 −16.80 184.80 20.00

82.80 −38.40 165.20 9.60 270.00

]
.

取和上面相同的V∞和W∞,由式(21)可求得一个
非鲁棒控制器:

F̃0 =

[
2.2629 −5.2646 1.2600

−1.8427 −12.1615 13.1500

]
,

F̃1 =

[
−3.5182 0.2736 0
−0.2956 −1.8159 1.0000

]
.

将该控制器作用于摄动系统(1), 在同样的摄动参
数下, 闭环系统的极点为: s̃′1 = −0.8670, s̃′2 =
−1.8982, s̃′3 = −3.6102 s̃′4 = −4.1485, s̃′5 =
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−4.4276,相应的有限特征向量矩阵为

Ṽ ′ =


3.6000 16.0000 2.8000 12.0000 2.0000

21.5746 6.8644 3.3753 1.6406 −0.9848

26.9664 6.1150 6.9710 1.4691 −3.4673

−3.1213 −30.3708 −10.1086 −49.7815 −8.8551

−18.7059 −13.0299 −12.1855 −6.8059 4.3605

−23.3807 −11.6073 −25.1670 −6.0944 15.3515




.

为了说明系统的鲁棒性,计算了摄动系统在鲁棒
及非鲁棒控制器作用下极点的偏移平均值:

d = [
5∑

i=1

[abs(s′i)− abs(si)]2]
1
2 /5,

其中: 在鲁棒控制器作用下, d = 0.0983; 而在非鲁
棒控制器作用下, d̃ = 0.1732.

从结果很容易看出, 对比于非摄动系统的特征
值和特征向量, 在鲁棒控制器作用下闭环系统的特
征值和特征向量“漂移”较小, 而在非鲁棒控制器
作用下的闭环系统的特征值和特征向量“漂移”较

大,这说明上述鲁棒状态反馈控制器的作用下,闭环
系统的特征结构对于参数摄动式(2)具有较强的鲁
棒性.

注注注 2 在该数值例子中采用的是MATLAB的命令

fmincon来求解优化问题(23).
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