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摘要:针对线性离散时滞系统的区域镇定问题,基于非奇异状态变换技术提出了区间不确定性系统区域可镇定
的充分条件,保证闭环系统的所有极点均位于给定的圆盘区域内.所给条件可简化为LMI描述形式,利用LMI工具
求解非常方便.所给实例表明了该方法用于判断线性区间离散时滞系统的区域可镇定性与设计区域镇定控制器的
可行性.
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for linear interval discrete time-delay systems
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Abstract: The D-stabilizing problem of linear discrete time-delay systems is addressed. Based on the nonsingular state
transformation, a sufficient condition of D-stabilizability is derived for interval systems. This condition guarantees all poles
of the resulting closed-loop system to be placed in a specified circular region. The result can be reduced to the form of
LMIs; the solution of which can be obtained by using the LMI toolbox. An illustrative example shows that the proposed
method can be used to check the D-stabilizability and to design the D-stabilizing controller for linear interval discrete
time-delay systems.
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1 引引引言言言(Introduction)
线性系统的极点配置是控制领域的一个基本问

题. 考虑到模型的不精确性和各种扰动的存在, 精
确的极点配置往往是不可能的,而且也是不必要的.
研究人员进一步提出,将闭环系统的极点配置在复
平面上的一个适当区域内,就可以保证系统具有一
定的动态和稳态特性[1,2]. 该问题通常称为区域镇
定或D-镇定问题.对于离散系统,比较典型的一个区
域可以用D(α, r)圆盘来刻画, 即以α + j0为圆心、
以r为半径的圆域，其中|α| + r < 1. 已有学者将
区域镇定问题推广到离散时滞系统[3∼8], 但相关结
果主要针对区域稳定性分析,对于区域镇定问题(使
得闭环系统区域稳定的控制器综合问题)还很少涉
及. 本文研究了具有区间矩阵不确定性的线性离
散时滞系统的区域镇定问题,提出了系统区域可镇

定的充分条件.所给条件可简化为LMI描述形式,利
用LMI工具求解非常方便.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem formulation)
考虑如下的线性区间离散时滞系统:

x(k +1) = A0x(k)+
N∑

i=1

Aix(k−hi)+Bu(k). (1)

其中: x(k) ∈ Rn, u(k) ∈ Rp分别为系统(1)的状态
和控制输入; hi(i = 1, 2, · · · , N)为正整数; Ai(i =
0, 1, · · · , N), B为具有合适维数的区间不确定矩
阵. 记 Am

i = [am
i,jl]n×n, AM

i = [aM
i,jl]n×n, 满

足am
i,jl 6 aM

i,jl (i = 0, 1, · · · , N); Bm = [Bm
jl ]n×p,

BM = [BM
jl ]n×p,满足bm

jl 6 bM
jl ,则

[Am
i , AM

i ] =

{[ai,jl] : am
i,jl 6 ai,jl 6 aM

i,jl, 1 6 j, l 6 n}, (2)
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[Bm, BM ] =

{[bjl] : bm
jl 6 bjl 6 bM

jl , 1 6 j 6 n, 1 6 l 6 p},
(3)

其中Am, AM和Bm, BM是已知的实矩阵. 若令

Āi =
1
2
[AM

i + Am
i ], ∆Ai =

1
2
[AM

i −Am
i ] (4)

与

B̄ =
1
2
[BM + Bm], ∆B =

1
2
[BM −Bm], (5)

则区间不确定矩阵Ai ∈ [Am
i , AM

i ](i = 0, 1, · · · ,

N)和B ∈ [Bm, BM ]可表示为

Ai = Āi +
n∑

j,l=1

ejfi,jle
T
l , |fi,jl| 6 ∆ai,jl, (6)

B = B̄ +
n∑

j=1

p∑
l=1

ejgjld
T
l , |gjl| 6 ∆bjl. (7)

其中: ∆ai,jl,∆bjl为矩阵∆Ai,∆B的元素; el ∈ Rn,

dl ∈ Rp表示第l元素为1,其余元素为0的列矢量.

定定定义义义 1 线性区间离散时滞系统(1)是D(α, r)
稳定的,如果特征方程

F (z) = det(zI −A0 −
N∑

i=1

Aiz
−hi) = 0 (8)

所有解z ∈ D(α, r) = {z : |z − α| < r, |α|+r < 1};
线性区间离散时滞系统(1)是D(α, r)可镇定的,如果
存在状态反馈控制律

u(k) = K0x(k) +
N∑

i=1

Kix(k − hi) (9)

使得闭环系统是D(α, r)稳定的, 其中Ki ∈ Rp×n

(i = 0, 1, · · · , N).

注注注 1 状态反馈控制律(9)依赖于当前和过去状态.

如果仅依赖于当前状态,可令Ki = 0 (i = 1, 2, · · · , N),本

文的结论经适当简化仍然有效,但区域可镇定问题的可行

域将缩小,即控制器存在的可能性将减小.

引引引理理理 1 线性区间离散时滞系统(1)是D(α, r)
稳定的,当且仅当对所有z /∈ D(α, r)满足F (z) 6= 0.

3 标标标称称称系系系统统统的的的区区区域域域镇镇镇定定定(D-stabilizability of
nominal systems)
首先考虑线性区间离散时滞系统(1)无不确定情

形下的区域镇定问题,即考虑如下线性离散时滞系
统:

x(k + 1) = Ā0x(k) +
N∑

i=1

Āix(k − hi) + B̄u(k).

(10)

定定定理理理 1 线性离散时滞系统(10)是D(α, r)可镇
定的,如果存在δi > 0 (i = 0, 1, · · · , N),满足

δ0 +
N∑

i=1

δiτ
−hi < r, (11)

[
−δ0X ((Ā0−αI)X+B̄Z0 )T

(Ā0−αI)X+B̄Z0 −δ0X

]
< 0,

(12)[
−δiX (ĀiX+B̄Zi)T

ĀiX+B̄Zi −δiX

]
<0, i=1, 2,· · ·, N.

(13)

其中: τ = min
|v|>1

|rv + α|, X ∈ Rn×n为对称正定矩

阵, Zi ∈ Rp×n (i = 0, 1, · · · , N)为实矩阵;而且,状
态反馈矩阵

Ki = ZiX
−1, i = 0, 1, · · · , N. (14)

证证证 线性离散时滞系统(10)采用状态反馈控制
律(9),可得到闭环系统

x(k + 1) =

(Ā0+B̄K0)x(k)+
N∑

i=1

(Āi+B̄Ki)x(k−hi). (15)

引入状态变换

x(k) = X
1
2 η(k),

系统(15)变为

η(k + 1) =

(Ã0+B̃K̃0)η(k)+
N∑

i=1

(Ãi+B̃K̃i)η(k−hi), (16)

其中: Ãi = X− 1
2 ĀiX

1
2 , B̃ = X− 1

2 B̄, K̃i = KiX
1
2 ,

i = 0, 1, · · · , N . 显然,系统(16)和系统(15)具有相同
的特征值,系统(16)的特征方程为

F (z) = det(zI − (Ã0 + B̃K̃0)−
N∑

i=1

(Ãi + B̃K̃i)z−hi) = 0.

令v = (z −α)/r(即z = rv + α),上述特征方程等价
于

det(vI − Ã0 + B̃K̃0 − αI

r
−

1
r

N∑
i=1

(Ãi + B̃K̃i)(rv + α)−hi) = 0. (17)

因此, 下面只需证明特征方程(17)的解满足|v| < 1.
令Zi = KiX (i = 0, 1, · · · , N),由式(12)可导出[

−δ0I (Ã0 + B̃K̃0 − αI)T

Ã0 + B̃K̃0 − αI −δ0I

]
=

[
X− 1

2 0
0 X− 1

2

]
×
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−δ0X X(Ā0+B̄K0−αI)T

(Ā0+B̄K0−αI)X −δ0X

]
×

[
X− 1

2 0
0 X− 1

2

]
< 0,

则

(Ã0 + B̃K̃0 − αI)T(Ã0 + B̃K̃0 − αI) < δ2
0I.

同理,由式(13)可导出

(Ãi + B̃K̃i)T(Ãi + B̃K̃i) < δ2
i I.

上述不等式等价于

‖Ã0 + B̃K̃0 − αI‖2 < δ0,

‖Ãi + B̃K̃i‖2 < δi, i = 1, 2, · · · , N.

进一步，由式(11)可导出，对任意|v| > 1,有

‖Ã0 + B̃K̃0 − αI +

N∑
i=1

(Ãi+B̃K̃i)(rv+α)−hi‖2 6

‖Ã0+B̃K̃0−αI‖2 +
N∑

i=1

‖Ãi + B̃K̃i‖2 |rv + α|−hi <

δ0 +
N∑

i=1

δiτ
−hi < r.

上式表明,对任意|v| > 1,特征方程(17)无解,则根据
引理1, 系统(16)是 D(α, r)稳定的, 也即系统(15)是
D(α, r)稳定的,定理得证.

4 区区区间间间系系系统统统的的的区区区域域域镇镇镇定定定(D-stabilizability of
interval systems)
定定定理理理 2 线性区间离散时滞系统(1)是D(α, r)

可镇定的,如果存在δi >0 (i=0, 1, · · · , N),满足

δ0 +
N∑

i=1

δiτ
−hi < r, (18)




−δ0X
(
(Ā0 − αI)X + B̄Z0

)T
U1 U0,2

(Ā0−αI)X+B̄Z0 (−δ0X+
n∑

j,l=1

λ0,jl∆a2
0,jleje

T
j +

n∑
j=1

p∑
l=1

θ0,jl∆b2
jleje

T
j ) 0 0

UT
1 0 −V0,1 0

UT
0,2 0 0 −V0,2




< 0, (19)




−δiX
(
ĀiX + B̄Zi

)T
U1 Ui,2

(
ĀiX+B̄Zi

) −δiX+
n∑

j,l=1

λi,jl∆a2
i,jleje

T
j +

n∑
j=1

p∑
l=1

θi,jl∆b2
jleje

T
j 0 0

UT
1 0 −Vi,1 0

UT
i,2 0 0 −Vi,2




<0, i=1, 2,· · ·, N,

(20)

U1 =[Xe1 · · · Xen · · · Xe1 · · · Xen ]=[X · · ·X︸ ︷︷ ︸
n

],

(21)

Ui,2 =[ZT
i d1 · · · ZT

i dp · · · ZT
i d1 · · · ZT

i dp ] =

[ZT
i · · ·ZT

i︸ ︷︷ ︸
n

], i = 0, 1, · · · , N, (22)

Vi,1 = diag{λi,11 · · ·λi,1n · · ·λi,n1 · · ·λi,nn}, (23)

Vi,2 = diag{θi,11 · · · θi,1p · · · θi,n1 · · · θi,np},
i = 0, 1, · · · , N, (24)

其中: τ = min
|v|>1

|rv + α|; X ∈ Rn×n为对称正定矩

阵; Zi∈Rp×n(i=0, 1, · · · , N)为实矩阵; λi,jl(j, l =
1, 2, · · · , n; i = 0, 1, · · · , N), θi,jl(j = 1, 2, · · · , n,

l = 1, 2, · · · , p; i = 0, 1, · · · , N)为正实数. 而且,状

态反馈矩阵

Ki = ZiX
−1, i = 0, 1, · · · , N. (25)

证证证 对任意正实数 λ0,jl(j, l = 1, 2, · · · , n),
θ0,jl(j = 1, 2, · · · , n, l = 1, 2, · · · , p),有[

−δ0X X (A0 − αI + BK0)
T

(A0 − αI + BK0) X −δ0X

]
=

[
−δ0X X(Ā0−αI+B̄K0)T

(Ā0−αI+B̄K0)X −δ0X

]
+

n∑
j,l=1

(

[
0
ej

]
f0,jl[eT

l X 0]+

[
Xel

0

]
f0,jl

[
0 eT

j

]
)+

n∑
j=1

p∑
l=1

(

[
0
ej

]
gjl[dT

l K0X 0] +
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XKT

0 dl

0

]
gjl[0 eT

j ]) 6
[

−δ0X X(Ā0−αI+B̄K0)T

(Ā0−αI+B̄K0)X −δ0X

]
+

n∑
j,l=1

(λ0,jl∆a2
0,jl

[
0
ej

]
[0 eT

j ] +

1
λ0,jl

[
Xel

0

]
[eT

l X 0]) +

n∑
j=1

p∑
l=1

(θ0,jl∆b2
jl

[
0
ej

]
[0 eT

j ] +

1
θ0,jl

[
XKT

0 dl

0

]
[dT

l K0X 0]) < 0.

令Z0 = K0X ,上述不等式的右边不等号(< 0)可
由式(19)的Schur补导出. 同理, 由式(20)的Schur补
可导出[

−δiX X (Ai+BKi)
T

(Ai+BKi) X −δiX

]
<0, i=1, 2,· · ·, N.

因此, 根据定理1, 对任意Ai ∈ [Am
i , AM

i ](i = 0,

1, · · · , N)和B ∈ [Bm, BM ]构成的线性离散时滞
系统(1)都是D(α, r)可镇定的.

注注注 2 在定理1和定理2中, 如果给定参数δi(i = 0, 1,

· · · , N), 则相应的矩阵不等式均成为LMI描述形式, 可利

用LMI工具对其它所有变量进行求解. 根据定理2, 可判断

线性区间离散时滞系统的区域可镇定性,并进一步设计区

域镇定控制器.

5 数数数值值值实实实例例例(Numerical example)
考虑线性区间离散时滞系统

x(k + 1) = A0x(k) + A1x(k − 1) +

A2x(k − 2) + Bu(k), (26)

其中不确定区间矩阵Ai (i = 0, 1, 2)和B由如下的

上下界矩阵确定:

Am
0 =

[
0.05 1
0.05 0.7

]
, AM

0 =

[
0.15 1
0.05 0.9

]
,

Am
1 =

[
0 0
0 0.08

]
, AM

1 =

[
0 0
0 0.12

]
, Am

2 =

[
0.08 0
0 0

]
,

AM
2 =

[
0.12 0
0 0

]
, Bm =

[
0.9
0.57

]
, BM =

[
1.1
0.63

]
,

判断线性区间离散时滞系统(26)是否D(0.2, 0.7)可
镇定.
开环系统显然是不稳定的. 根据定理2, τ =0.5,

令δ0 = 0.24, δ1 = 0.1, δ2 = 0.054,满足δ0+δ1τ
−1+

δ2τ
−2 < 0.7. 利用LMI工具,不等式(19)和(20)有可

行解,存在如下状态反馈控制律:

u(k) = [0.0432 − 1.0000]x(k) +

[0 − 0.0456]x(k − 1) +

[−0.0861 0]x(k − 2),

使得线性区间离散时滞系统(26)是D(0.2, 0.7)可镇
定的.

6 结结结论论论(Conclusions)
本文针对具有多重状态时滞和区间不确定性

参数的线性离散系统提出了其区域镇定条件, 该
条件不仅可用于判断线性区间离散时滞系统的区

域可镇定性,还可进一步设计区域镇定控制器,保
证闭环系统的所有极点均位于给定的圆盘区域内.
通过预设某些参数, 相关结果可简化为LMI描述
形式,利用LMI工具求解非常方便.
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