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摘要:研究了离散T-S模糊广义系统的H∞控制问题.首先引入辅助矩阵变量得到新的容许性条件,解决了由于矩
阵P的不定性,无法运用Schur补引理处理非线性Lyapunov不等式的问题,进而得到严格不等式表示的H∞控制条件.
基于模糊Lyapunov函数方法,分别研究了状态反馈控制器、静态输出反馈控制器、动态输出反馈控制器的构造方
法. 所得结论可推广到系统具有范数有界不确定性的情况. 最后通过算例验证方法的有效性.
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Abstract: The H-infinity control problem of discrete T-S fuzzy descriptor systems is investigated. Auxiliary matrix
variables are introduced for obtaining new admissible conditions to deal with the indefiniteness of matrix P, which causes
the Schur-complement being unable to be applied to solve the nonlinear Lyapunov inequality. Then, the H-infinity control
conditions in terms of strict inequalities are obtained. Subsequently, based on the fuzzy Lyapunov function, the design
method of state-feedback controller, static output-feedback controller and dynamic output-feedback controller are studied.
The obtained results can be applied to systems with norm-bounded uncertainties. Finally, numerical example shows the
effectiveness of the proposed method.
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1 引引引言言言(Introduction)
目前, 对于T-S模型描述的广义系统的研究已经

取得了一些结果[1∼11]. 但是, 对于离散广义系统来
说,研究成果还较少,而且已有成果多半是围绕稳定
性分析问题进行研究的[8∼10]. 在实际系统中, 往往
需要借助控制器来使系统达到预定的性能指标,然
而设计离散广义系统的控制器难度较大,原因之一
在不等式ETPE > 0中,由于矩阵E的奇异性,导致
矩阵P不一定是正定矩阵,甚至是不定的,因而无法
将Schur补引理运用于非线性Lyapunov不等式,使之
转化为LMI; 原因之二是离散模糊广义系统的控制
问题既要考虑其稳定性又要考虑其正则性和因果

性,而这个问题在正常离散系统中是不需要考虑的.
据作者所知, 目前只有文献[11]研究了离散模糊广
义系统的H∞控制问题,但文献[11]在矩阵分解的过

程中选取形式较为特殊的待求矩阵, 为问题的求解
带来一定的保守性.

为了进行系统的控制器设计, 不同于离散模糊
广义系统中比较常见的一种容许性条件[9,10], 本
文通过引入辅助矩阵变量得到了新的容许性条

件, 克服了由于矩阵P的不定性导致的难于将非线

性Lyapunov不等式转化为LMI的困难, 进而将其转
化为严格矩阵不等式形式的条件,继而给出了开环
系统的H∞控制条件.在控制器的设计过程中, 分别
考虑了3种形式的控制器: 状态反馈控制器、静态输
出反馈控制器、动态输出反馈控制器. 其中动态输
出反馈的情况可以归结为静态输出反馈的情形. 文
中控制问题的可解性条件均以严格LMI形式给出.
最后指出,对于系统存在范数有界不确定性的情况,
本文的结论可以做直接的推广.
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2 问问问题题题描描描述述述(Problem formulation)
考虑由T-S模型描述的非线性广义系统. 模型的

第i条规则为

Ri : If ξ1(k) is Ni1 and · · · ξp(k) is Nip, then

Ex(k + 1) = Aix(k) + Biu(k) + Bwiw(k),

z(k)=A1ix(k)+B1iu(k), i=1, 2, · · · , r. (1)

其中: ξ1(k), ξ2(k), · · · , ξp(k)为前件变量, Nij是模

糊集, r为模糊规则数. x(k) ∈ Rn为状态向量,
u(k) ∈ Rm为控制输入向量, w(k) ∈ Rm为外部

扰动向量, z(k) ∈ Rm为受控输出向量. E ∈ Rn×n,
且rank E = q < n. Ai, A1i ∈ Rn×n, Bi, Ci, B1i ∈
Rn×m, i = 1, 2, · · · , r.

对系统(1)运用单点模糊化、乘机推理和中心加
权平均解模糊方法,全局模糊广义系统可表示成




Ex(k + 1) =
r∑

i=1

hi(k)[Aix(k)+Biu(k)+Bwiw(k)],

z(k) =
r∑

i=1

hi(k)[A1ix(k) + B1iu(k)],

(2)

其中

hi(k) =
p∏

j=1

Nij(ξj(k))/
r∑

i=1

p∏
j=1

Nij(ξj(k)), ξj(k).

对于Nij的隶属度为Nij(ξj(k)),
r∑

i=1

hi(k) = 1.

hi(k) > 0,∀t > 0.简便起见,下文将用hi代替hi(k),
i = 1, 2, · · · , r.

本文研究系统(2)的H∞控制问题,即使系统(2)满
足:

1) w(t) = 0时,系统是正则、因果、稳定的;

2) 在零初始条件下,对任意w(t) ∈ L2[0,+∞)和
给定的实数γ > 0,满足‖w(k)‖ < γ‖z(k)‖.

考虑系统(2)的H∞控制问题之前,首先对于系统

Ex(k + 1) =
r∑

i=1

hiAix(k) (3)

给出相关定义:

定定定义义义 1 系统(3)是正则的,如果存在s ∈ C,使
得

det(sE −
r∑

i=1

hiAi) 6= 0,∀k > 0.

定定定义义义 2 系统(3)是因果的, 如果系统(3)是正则
的,并且

degsdet(sE −
r∑

i=1

hiAi) = rankE, ∀k > 0.

定定定义义义 3 系统(3)是稳定的, 如果系统(3)是正则

的,并且σ(E,
r∑

i=1

hiAi) ⊂ D(0, 1),∀k > 0,其中

σ(E,
r∑

i=1

hiAi) = {s | det(sE −
r∑

i=1

hiAi) = 0},

D(0, 1)为圆心在(0, 0)的单位圆盘.

定定定义义义 4 系统(3)是容许的, 如果系统(3)是正
则、因果、稳定的.

3 主主主要要要结结结果果果(Main results)
将E进行满秩分解E = ELER, EL ∈ Rn×r为列

满秩矩阵, ER ∈ Rr×n为行满秩矩阵,则有

定定定理理理 1 考虑系统(3), 如果存在非奇异对称矩
阵P ,矩阵G和H ,满足

ET
LPEL > 0, (4)

Υ −G + (
r∑

i=1

hiAi)TH

∗ P −H −HT


 < 0, (5)

其中Υ = (
r∑

i=1

hiAi)TGT + G(
r∑

i=1

hiAi)−ETPE. 则

系统(3)是容许的.

证证证 篇幅有限,证明省略.

注注注 1 如果在文献[9,10]给出条件的基础上直接考

虑控制器设计问题,则由于矩阵P不一定是正定的,甚至是

不定的. 因此无法采用Schur 补引理将非线性Lyapunov不

等式转化为LMI.本文通过引入矩阵变量G和H ,得到新的

容许性判别条件, 为控制器的设计和H∞控制问题研究奠

定了基础.

对于系统(2)的开环系统

Ex(k + 1) =
r∑

i=1

hi[Aix(k) + Bwiw(k)],

z(k) =
r∑

i=1

hiA1ix(k)
(6)

的H∞控制问题,有以下结论:

定定定理理理 2 考虑系统(6), 对于给定的γ > 0,如果

存在非奇异对称矩阵P ,矩阵G和H ,满足

ET
LPEL > 0, (7)


Π Σ −G + (

r∑
i=1

hiAi)TH

∗ Θ 0
∗ ∗ P −H −HT


 < 0, (8)

其中:

Π = Υ + (
r∑

i=1

hiA1i)T(
r∑

i=1

hiA1i),

Σ = (
r∑

i=1

hiAi)TP (
r∑

i=1

hiBwi),
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Θ = −γ2I + (
r∑

i=1

hiBwi)TP (
r∑

i=1

hiBwi),

则系统(6)是容许的,并且满足H∞性能指标.

证证证 篇幅有限,证明省略.
受文献[12]的启发,结合状态反馈控制器

u(k) = F (k)x(k),

将系统(2)写为

E∗x∗(k + 1) =
r∑

i=1

hi[A∗
i x
∗(k) + B∗

wiw(k)],

z(k) =
r∑

i=1

hiA
∗
1ix

∗(k),
(9)

其中:

E∗ =

[
E 0
0 0

]
, A∗

i =

[
Ai Bi

−F (k) I

]
,

B∗
wi =

[
Bwi

0

]
, A∗

1i =[A1i B1i ], x∗(k)=

[
x(k)
u(k)

]
.

对于系统(2)和系统(9),考虑到

det(sE −
r∑

i=1

hi(Ai + BiF (k)) =

(−1)mdet

(
s

[
E 0
0 0

]
−

r∑
i=1

hi

[
Ai Bi

−F (k) I

])
=

(−1)mdet(sE∗ −
r∑

i=1

hiA
∗
i ),

并且rankE = rankE∗,结合容许性定义并考察H∞指
标,可知系统(2)的H∞控制问题等价于系统(9)的H∞
控制问题. 所以通过研究系统(9)就可以得到系
统(2)的H∞控制结果.

定定定理理理 3 考虑系统(9), 对于给定的γ > 0, 如果
存在非奇异对称矩阵Pi1, Pl3, 矩阵Gi1, Gi3,Hi1,

Hi2,Hi4, Ni,满足

ET
LPi1EL > 0, i = 1, 2, · · · , r, (10){
Ξijl + Ξilj + Ξjil + Ξjli + Ξlij + Ξlji < 0,

1 6 i 6 j 6 l 6 r.

(11)

其中:

Ξijl =




Ξ11
ijl Ξ12

ijl AT
i Pl1Bwj Ξ14

ijl Ξ15
ijl

∗ Ξ22
ijl BT

i Pl1Bwj Ξ24
ijl Ξ25

ijl

∗ ∗ Ξ33
ijl 0 0

∗ ∗ ∗ Ξ44
ijl −Hi2

∗ ∗ ∗ ∗ Ξ55
ijl




,

Ξ11
ijl =(Gi1Aj) + (Gi1Aj)T − ETPi1E + AT

1iA1j,

Ξ12
ijl = Gi1Bj + AT

j G
T
i3 + AT

1iB
T
1j,

Ξ14
ijl = AT

i Hj1 −Gi1, Ξ15
ijl = AT

i Hj2 −NT
i ,

Ξ22
ijl = (Gi3Bj) + (Gi3Bj)T + BT

1iB1j,

Ξ24
ijl = BT

i Hj1 −Gi3, Ξ25
ijl = BT

i Hj2 + Hj4,

Ξ33
ijl =−γ2I+BT

wiPl1Bwj, Ξ44
ijl =Pl1−Hi1−HT

i1,

Ξ55
ijl = Pl3 −Hi4 −HT

i4, h+
i = hi(k + 1).

则系统(9)是容许的,并且满足H∞性能指标,控制器

为u(k) =
r∑

i=1

hi(
r∑

i=1

h+
i Hi4)−TNix(k).

证证证 篇幅有限,证明省略.
对于系统




Ex(k + 1) =
r∑

i=1

hi[Aix(k) + Biu(k) + Bwi(k)],

z(k) =
r∑

i=1

hi[A1ix(k) + B1iu(k)],

y(k) =
r∑

i=1

hiC1ix(k),

(12)

结合控制器u(k) = F (k)y(k),可将系统(12)写为



Ẽx̃(k + 1) =
r∑

i=1

hi[Ãix̃(k) + B̃wiw(k)],

z(k) =
r∑

i=1

hiÃ1ix̃(k),

y(k) =
r∑

i=1

hiC̃1ix̃(k),

(13)

其中:

Ẽ =




E 0 0
0 0 0
0 0 0


 , Ãi =




Ai Bi 0
0 I −F (k)

C1i 0 −I


 ,

B̃T
wi =




Bwi

0
0


 , ÃT

1i =




AT
1i

BT
1i

0


 ,

C̃1i =[C1i 0 0], x̃(k)T =
[
x(k)T u(k)T y(k)T

]
.

类似于定理3的推导过程, 可知通过研究系
统(13)即可得到系统(12)的H∞控制结果.

定定定理理理 4 考虑系统(13),对于给定的γ > 0,如果
存在矩阵Pi1, Pi3, Pi4, Pi5, Pi6, Gi1, Gi3, Gi4, Gi6, Gi7,

Gi9,Hi1,Hi2,Hi3,Hi5,Hi7,Hi8,Hi9, Ni,满足

ET
LPi1EL > 0, i = 1, 2, · · · , r. (14){
Ωijl + Ωilj + Ωjil + Ωjli + Ωlij + Ωlji < 0,

1 6 i 6 j 6 l 6 r.

(15)

其中:
Ωijl =



第 3期 袁宇浩等: 离散T-S模糊广义系统的H∞控制 335


Ω11
ijl Ω12

ijl Ω13
ijl Ω14

ijl Ω15
ijl Ω16

ijl Ω17
ijl

∗ Ω22
ijl Ω23

ijl Ω24
ijl Ξ25

ijl Ω26
ijl Ξ27

ijl

∗ ∗ Ω33
ijl Ω34

ijl Ω35
ijl Ω36

ijl Ω37
ijl

∗ ∗ ∗ Ω44
ijl 0 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ Ω55
ijl −Hi2 Ω57

ijl

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Ω66
ijl Ω67

ijl

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Ω77
ijl




,

Ω11
ijl = (Gj1Ai + Gj3C1i) + (Gj1Ai +

Gj3C1i)T − ETPi1E + AT
1iA1j,

Ω12
ijl = Gj1Bi + AT

i G
T
i4 + CT

1iG
T
j6 + AT

1iB1j,

Ω13
ijl = −Gj3 + AT

i G
T
j7 + CT

1iG
T
j9,

Ω14
ijl = AT

i Pl1Bwj + BT
1iP

T
l3Bwj,

Ω15
ijl = −Gi1 + AT

i Hj1 + CT
1iHj7,

Ω16
ijl = AT

i Hj2 + CT
1iHj8,

Ω17
ijl = −Gi3 + AT

i Hj3 + CT
1iHj9,

Ω22
ijl = (Gj4Bi) + (Gj4Bi)T + BT

1iB1j,

Ω23
ijl = −Gj6 + BT

i GT
j7, Ω24

ijl = BT
i Pl1Bwj,

Ω25
ijl = −Gi4 + BT

i Hj1, Ω26
ijl = BT

i Hj2 −Hj5,

Ω27
ijl = −Gi6 + BT

i Hj3, Ω33
ijl = −Gj9 −GT

j9,

Ω34
ijl = −P T

l3Bwj, Ω35
ijl = −Gi7 −Hj7,

Ω36
ijl = NT

i −Hj8, Ω37
ijl = −Gi9 −Hj9,

Ω44
ijl =−γ2I+BT

wiPl1Bwj, Ω55
ijl =Pl1−Hi1−HT

i1,

Ω57
ijl = Pl3 −Hi3 −HT

i7, Ω66
ijl = Pl4 −Hi5 −HT

i5,

Ω67
ijl = Pl5 −HT

i8, Ω77
ijl = Pl6 −Hi9 −HT

i9,

则系统(13)是容许的, 并且满足H∞性能指标, 控制

器为u(k) =
r∑

i=1

hi(
r∑

i=1

h+
i Hi5)−TNiy(k).

证证证 篇幅有限,证明省略.
对于系统(12),设计控制器

x̂(k + 1) =
r∑

i=1

hi[Âix̂(k) + B̂iy(k)],

u(k) =
r∑

i=1

hi[Â1ix̂(k) + B̂1iy(k)].
(16)

结合控制器(16),可将对系统(12)的动态输出反馈看
做对于系统

Êξ(k+1)=Â(k)ξ(k)+B̂(k)u(k)+B̂w(k)w(k),

z(k) = Â1(k)ξ(k) + B̂1(k)u(k),

ŷ(k) = Ĉ1(k)ξ(k)

的静态输出反馈. 静态输出反馈控制器为
u(k) = K̂(k)ŷ(k),

其中:

Ê =

[
E 0
0 I

]
, Â(k) =




r∑
i=1

hiAi 0

0 0


 ,

B̂(k)=


0

r∑
i=1

hiBi

I 0


 , B̂w(k) =




r∑
i=1

hiBwi

0


 ,

ÂT
1(k) =




r∑
i=1

hiA
T
1i

0


 , B̂1(k) =

r∑
i=1

hiB1i,

Ĉ1(k) =




0 I
r∑

i=1

hiC1i 0


 ,

K̂(k) =




r∑
i=1

hiÂi

r∑
i=1

hiB̂i

r∑
i=1

hiÂ1i

r∑
i=1

hiB̂1i


 ,

ξT(k) = [xT(k) x̂T(k)],

所以可以采用静态输出反馈的有关结论研究动态

输出反馈H∞控制问题,具体结论从略.

4 数数数值值值算算算例例例(Numerical example)
考虑离散T-S模糊广义系统

Ex(k+1)=
2∑

i=1

hi[Aix(k)+Biu(k)+Bwiw(k)],

z(k) =
2∑

i=1

hi[A1ix(k) + B1iu(k)],

其中隶属度函数为

h1 =
1
2
(1 + sin x1(k)), h2 =

1
2
(1− sin x1(k)).

并且

E =

[
1 0
0 0

]
, A1 =

[
0.1 2
5 0

]
, A2 =

[
−2 0

1 a22

]
,

B1 =

[
−1
b12

]
, B2 =

[
1
0

]
, Bw1 =

[
0.1
0

]
,

Bw2 =

[
0
1

]
, A11 =

[
2
0

]T

, A12 =

[
1
0.2

]T

,

B11 = 0.2, B12 = 0.1, w(k) = 0.5cos(2k).

矩阵中a22, b12取值范围分别为[−5, 10], [−10,

10]的整数点. 图中“*”表示定理的可解区域. 从
图1∼图4的比较中可以看出,本文定理3的条件具有
较小的保守性.

5 结结结论论论(Conclusion)
本文研究了离散T-S模糊广义系统的容许性条件

和H∞控制问题.首先引入辅助矩阵变量, 得出新的
容许性条件.继而基于模糊Lyapunov函数方法,分别
讨论了状态反馈控制器、静态输出反馈控制器、动

态输出反馈H∞控制器的设计方法,最终的控制器设
计方案均以严格LMI形式给出. 最后举例说明本文
方法的实用性和有效性.
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图 1 文献[11]中定理1的可解区域(γ = 1)
Fig. 1 The feasible area of Theorem 1 in [11](γ = 1)

图 2 定理3的可解区域(γ = 1)
Fig. 2 The feasible area of Theorem 3(γ = 1)

图 3 文献[11]中定理1的可解区域(γ = 0.8)
Fig. 3 The feasible area of Theorem 1 in Ref.[11](γ = 0.8)

图 4 定理3的可解区域(γ = 0.8)
Fig. 4 The feasible area of Theorem 3(γ = 0.8)
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