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摘要:研究了一类带有零动态不确定非线性系统有限时间镇定问题,给出了具有更强实用性的停息时间可调的
有限时间稳定控制设计方法. 基于有限时间稳定的Lyapunov理论和反推技术,给出了停息时间可调有限时间稳定
控制器的设计步骤. 所设计的状态反馈控制器使得闭环系统全局有限时间稳定,且停息时间可调整,特别是当系统
初始值已知时,停息时间可以任意调节. 仿真例子验证了本文的主要结论.
关键词: 不确定非线性系统;零动态;有限时间镇定;可调停息时间;反推方法
中图分类号: TP273 文献标识码: A

The finite-time stabilization for a class of
zero-dynamics uncertain nonlinear systems with adjustable-settling-time
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Abstract: The finite-time stabilization is investigated for a class of zero-dynamics uncertain nonlinear systems, for
which a practical adjustable settling-time controller is designed by using the Lyapunov theory of finite-time stability and
the backstepping methodology. With the designed state-feedback controller, the closed-loop system is globally stable in
a finite time with an adjustable settling-time. Especially, when the initial conditions are known, the settling-time can be
arbitrarily adjusted. Simulation results are also given to illustrate correctness of the main results.
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1 引引引言言言(Introduction)
近10多年来, 有限时间稳定控制问题受到了较

大的关注, 得到了充分发展, 形成了有限时间稳定
的Lyapunov理论和各种设计有限时间稳定控制器的
方法[1∼14].

众所周知,经典最优控制理论研究了一些有限时
间稳定的例子. 其中之一是双重积分器系统的Bang-
Bang时间最优反馈控制[15]. 这是一个非连续的时间
最优控制,并且使得闭环系统的解在有限时间内达
到原点(即有限时间稳定), 因而较指数稳定具有更
快的收敛速度.有限时间稳定控制系统还具有更高
的跟踪精度和更强的抗干扰性等特性[1,2]. 为了克
服非连续性可能导致的抖动现象,文[3]给出了连续
但时变的有限时间稳定控制器. 但是时变系统的稳
定性分析比自治系统复杂、困难得多, 所以随后的
研究集中在针对自治系统的时不变连续有限时间

稳定控制问题[1,4∼14]. 具体地,文[1]确立了有限时间
稳定的基础理论,给出了分析和判定有限时间稳定
的Lyapunov定理. 文[4]进一步放松文[1]的条件, 给
出了局部有限时间稳定的充分条件.文[5, 6]基于齐
次性理论,分别给出了双重积分器系统的状态反馈
和动态输出反馈的有限时间稳定控制器的设计方

法. 文[7∼14]利用构造性控制设计方法解决了几类
非线性系统的全局有限时间稳定控制设计问题,特
别是最近文[7]研究了输出反馈有限时间稳定控制
设计, 文[8] 研究了自适应有限时间稳定控制设计.
有必要指出的是, 在文[4∼14]中所设计的有限时间
稳定控制器,其停息时间都不可调整. 能否设计控制
器, 使得有限时间稳定的停息时间可以根据实际需
要任意调整,将更具有理论和实际意义,这将是本文
研究的目标.

本文研究了一类带有零动态不确定非线性系统
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的停息时间可调整的全局有限时间稳定控制问题.
首先, 本文所研究的非线性系统较文[9∼12]中研究
的系统更为一般: 1)系统具有不可量测零动态; 2)系
统的控制系数具有不确定性. 其次, 对于有限时间
稳定的停息时间可调整问题,文[3]研究了具有任意
停息时间的时变连续有限时间稳定, 但是由于其时
变性导致性能分析过程十分复杂. 本文通过灵活运
用有限时间稳定的Lyapunov理论和反推技术, 更简
洁、明了地给出了时不变连续有限时间稳定控制器

的迭代设计步骤,得到了控制器的完整显式表达.另
外,不同于现有文献[1,5∼14],本文得到的有限时间
稳定控制的停息时间可调整, 特别是当系统初始值
已知时, 有限时间稳定控制的停息时间可以任意调
节,所以本文所设计的控制器具有更强的实用性. 最
后, 本文还通过仿真算例验证了所得到理论结果的
正确性.

2 预预预备备备知知知识识识与与与问问问题题题描描描述述述(Preliminaries and
problem formulation)

2.1 预预预备备备知知知识识识(Preliminaries)
本文采用如下一些符号: Rn表示n维欧式空间;

对任意向量或矩阵A, AT表示A的转置, ‖A‖表示向
量A的欧氏范数或相应的导出范数(当A是矩阵时);
对任意x ∈ Rn, x[i] = [x1, · · · , xi]T, i 6 n.

考虑如下n维自治系统:

ẋ(t) = f(x(t)), (1)

其中, f : Rn → Rn是连续函数, 且f(0) = 0; 系统
初始条件为x(0) = x0.

如下有限时间稳定的定义参见文献[1,5,10,12],
并且现今已经得到了广泛承认和应用.

定定定义义义 1 在包含原点0的域D内考虑系统(1).
如果存在原点的一个开邻域U和(停息时间)函
数T : U \ {0} → (0, ∞),使得

1)有限时间收敛.对任意x0 ∈ U \{0}, x(t)在[0,

T (x0))有定义,且x(t) ∈ U \ {0}, ∀t ∈ [0, T (x0))以
及 lim

t→T (x0)
x(t) = 0;

2) Lyapunov稳定. 对任意包含原点的开集Uε ⊂
U , 存在另一开集Uδ使得0 ∈ Uδ ⊂ U , 且对任
意x0 ∈ Uδ \ {0}, x(t) ∈ Uε, ∀t ∈ [0, T (x0)).

则系统(1)的零解是有限时间稳定的. 进一步,
若D = U = Rn, 则系统(1)的零解是全局有限时间
稳定的.

如下定理给出了判定系统(1)为全局有限时间稳
定的充分条件. 该定理以及证明可在文献[1,5,6,10]
中找到.

定定定理理理 1 若存在正定和径向无界的连续可导

函数V : Rn → R+, 沿系统(1)的解满足V̇ (x) +
c0V

α0(x) 6 0, ∀x ∈ Rn,其中, c0 > 0, 0 < α0 < 1,
则系统(1)的零解是全局有限时间稳定的,且停息时

间T (x0) 6 1
c0(1− α0)

V (x0)1−α0 .

下面引理给出3个在后文控制设计中频繁使用的
不等式,其证明参见文献[7,13,16].

引引引理理理 1 对任意x, y ∈ R+,有如下关系成立:

1)若 0 < p 6 2,则 xp 6 1 + x2;

2)若 0 < p 6 1,则 (x + y)p 6 xp + yp;

3)对于满足
1
p

+
1
q

= 1的正数p和q,若w > 0,

则下式成立:

xy 6 wp

p
xp +

w−q

q
yq.

2.2 系系系统统统模模模型型型与与与控控控制制制目目目标标标(System model and con-
trol objective)
考虑如下一类带有零动态不确定非线性系统的

全局有限时间稳定控制设计问题:



ξ̇ = f0(ξ, x1),

ẋ1 = d1(t, x1)x2 + f1(ξ, x1),
...

ẋn−1 = dn−1(t, x[n−1])xn + fn−1(ξ, x[n−1]),

ẋn = dn(t, x)u + fn(ξ, x),

(2)

其中, x = [x1, · · · , xn]T ∈ Rn和ξ ∈ Rl分别

是系统的可量测和不可量测状态, 其初值分别
为x(0) = x0和ξ(0) = ξ0; u ∈ R为系统控制输
入; di : R+ × Ri → R \ {0}, i = 1, · · · , n是符

号已知的不确定的连续函数,称之为控制系数; f0 :
Rl ×R→ R和fi : Rl ×Ri → R, i = 1, · · · , n是不

确定的连续函数,特别地, f0(0, 0) = 0.

微分方程(2)是至今已经得到广泛研究的几类非
线性控制系统的一般表达式. 当f0(·) ≡ 0时, 即著
名的具有下三角结构的严格反馈非线性系统,该类
系统在过去10多年间得到了全面研究[10,12,16]. 最近,
文[8,12,13]研究了系统(2)的有限时间稳定控制设计
问题, 其中文[13]考虑了不确定性控制系数具有已
知常数上下界的情况,文[8]研究了控制系数为1、但
是系统的非线性的上界具有未知参数的情况, 给出
了设计自适应有限时间稳定控制器的新方法. 但是
上述文献所设计的有限时间稳定控制的停息时间不

可调整,因此,设计具有更强实用性的停息时间可调
整的有限时间稳定控制器具有重要的理论和实际意

义.
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本文的主要结果建立在如下假设条件之上:

假假假设设设 1 存在一次连续可导的、正定的、径向

无界的Lyapunov函数U0(ξ),使得



κ(‖ξ‖) 6 U0(ξ) 6 κ̄(‖ξ‖),
∂U0

∂ξ
f0(ξ, x1) 6 −Uα

0 (ξ) + β(x1),

其中, κ(·), κ̄(·)是K∞类函数, 0 < α < 1, β(·)是二
次连续可导的非负函数并且β(0) = 0.

假假假设设设 2 对于i = 1, · · · , n, 存在正数ai, bi和

连续函数λi(x[i]) > 0, µi(x[i]) > 0,使得

0 < aiλi(x[i]) 6 |di(t, x[i])| 6 biµi(x[i]).

假假假设设设 3 对于i = 1, · · · , n,存在

|fi(ξ, x[i])| 6
φ(U0(ξ)) + (|x1|+ · · ·+ |xi|)γi(x[i]), (3)

其中, γi为连续、非负函数, φ为K类函数, 并存

在正整数m > n满足
4m+1 − 1

4m+1
> α, 以及连续

的φ̄ : R+ → R+,使得

φ(θ) 6 φ̄(θ)θ
4m+1−1
2·4m+1 , ∀θ ∈ R+. (4)

假设1是很标准的, 和文献[13,14,17]中的有关
假设相似. 该假设表明系统(2)的不可测量零动态
是输入(x1)到状态(ξ)稳定的. 特别是当x1 = 0时,
由定理1知ξ子系统是有限时间稳定的. 假设2较
文[13,16, 17]中的有关假设弱, 因而本文所研究的
系统(2)更加一般. 由该假设和连续性, 可知不确定
控制系数函数恒为正或者恒为负,且不为零,从而系
统(2)除了零动态之外是可控的.表明上看,假设3和
文[14,17]中的有关假设相似, 但是与之有较大的不
同,因为要实现有限时间稳定控制和停息时间可调
整,式(3)中的函数φ(·)满足更强的限制,即(4). 此外,
由于φ(·)是K类函数,所以φ(0) = 0,进而由(3)可知,
当ξ = 0, x = 0时, fi(0, 0) = 0, i = 1, · · · , n.
由此及f0(0, 0) = 0可知系统(2)的平衡点为原
点(ξT, xT)T = 0.

本文目标是设计连续的状态反馈控制器u(x)使
得系统(2)的状态(ξ, x)全局有限时间收敛到平衡
点(即原点), 并且停息时间T可以适当调整, 特别是
在系统初始值已知的情况下, 停息时间T可任意调

整. 该目标将在下节中通过构造性控制设计方法实
现.

3 有有有限限限时时时间间间稳稳稳定定定控控控制制制器器器设设设计计计(Design of
finite-time stabilizing controller )
本节基于有限时间稳定的Lyapunov理论和反推

技术,给出系统(2)的停息时间可调有限时间稳定控

制器的设计步骤, 并证明所设计的状态反馈控制器
使得闭环系统全局有限时间稳定, 且停息时间可调
整,特别是当系统初始值已知时,停息时间可以任意
调节.

3.1 初初初始始始设设设置置置(Initial setting)
首先对于系统(2)的不可量测的零动态ξ,定义如

下函数:

V0(ξ) =
w cU0(ξ)

0
η(s)ds, (5)

其中, U0(·)是由假设1给出的函数; c为正的待定设计
参数; η(·)是连续、非减的待定函数且满足η(0) = 0;

η(s) > 0, ∀s > 0;
w ∞

0
η(s)ds = ∞. 不难证明V0(ξ)

是一次连续可导的、正定的、径向无界的,故可以作
为控制设计和稳定性分析的Lyapunov函数.

由(5)和假设1,可得

V̇0(ξ) =
∂V0

∂ξ
f0(ξ, x1) 6

cη(cU0(ξ))β(x1)− cη(cU0(ξ))Uα
0 (ξ).

那么, 若Uα
0 (ξ) 6 2β(x1), 即 U0(ξ) 6 (2β(x1))1/α,

则有
∂V0

∂ξ
f0(ξ, x1) 6

cη
(
c(2β(x1))1/α

)
β(x1)− 0.5cη(cU0(ξ))Uα

0 (ξ).

另一方面,若Uα
0 (ξ) > 2β(x1),则有

∂V0

∂ξ
f0(ξ, x1) 6

cη(cU0(ξ))β(x1)− cη(cU0(ξ))Uα
0 (ξ) 6

cη
(
c(2β(x1))1/α

)
β(x1)− 0.5cη(cU0(ξ))Uα

0 (ξ).

选取连续、正定函数β̂(x1) = cη
(
c(2β(x1) +

1)1/α
)
β(x1). 显然,由假设2易知β̂(0) = 0, β̂(x1) =

x2
1β̃(x1),其中β̃是连续、正定的. 如此,函数V0(ξ)满
足

∂V0

∂ξ
f0(ξ, x1) 6 β̂(x1)− 0.5cη(cU0(ξ))Uα

0 (ξ). (6)

3.2 控控控制制制器器器反反反推推推设设设计计计(Backstepping design of con-
troller)
受到文献[10,12∼16]的启发,本小节利用反推方

法设计系统(2)的停息时间可调整的有限时间稳定
控制器. 为叙述方便起见,在迭代设计停息时间可调
的有限时间稳定控制器u = u(x)前, 先引入如下形
式的n个Lyapunov候选函数Vk, k = 1, · · · , n:




Wk(x[k]) =
w xk

x̂k

(
s1/αk − x̂

1/αk

k

)
ds,

Vk(ξ, x[k]) = Vk−1(ξ, x[k−1]) + Wk(x[k]),

(7)
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其中, x[0] = 0; αk =
4m−k+2 − 1
4m−k+2 + 1

, k = 1, · · · , n,

m为不小于n的整数;



x̂1 = 0,

zk = x
1/αk

k − x̂
1/αk

k , k = 1, · · · , n,

x̂k =−z
2αk−1−1
k−1 ωk−1(x[k−1]), k=2, 3, · · · , n,

(8)

ωk−1(·)是下文中待确定的连续的、非负的函数.

容易证明上面定义的Wk, k = 1, · · · , n具有以

下性质[13,14,16]:



∂Wk

∂xk

= x
1

αk

k − x̂
1

αk

k = zk,

∂Wk

∂xi

=(xk−x̂k)
∂(−x̂

1
αk

k )
∂xi

, i = 1, · · · , k − 1.

(9)

下面就可以进行有限时间稳定控制器的迭代设

计(共有n步).

第第第1步步步 取由(7)定义的V1作为本步的Lyapunov候
选函数. 不失一般性,假设di(t, x[i])(1 6 i 6 k)恒为
正. 显然

V1(ξ, x1) = V0(ξ) +
( α1

1 + α1

)
z1+α1
1 6

V0(ξ) + 2z1+α1
1 .

如此, 由(6), 假设2、3, 引理1和不等式: ab 6 a2

4
+

b2, ∀(a, b) ∈ R× R,有

V̇1 = V̇0(ξ) + x
1/α1
1 ẋ1 6

z2α1
1 β̃(x1)− 0.5cη(cU0)Uα

0 + z1d1(x2 − x̂2)+
z1d1x̂2 + z1φ(U0) + z1|x1|γ1(x1) 6
z2α1
1 β̃(x1)− 0.5cη(cU0)Uα

0 + z1d1(x2 − x̂2)+
z1d1x̂2 + z2

1/4 + φ2(U0) + z1+α1
1 γ1(x1) 6

z2α1
1

(
(1 + z2

1)γ1(x1) + (1 + z2
1)/4 + β̃(x1)

)
+

φ2(U0)− 0.5cη(cU0)Uα
0 + d1z1x̂2+

b1µ1(x1)|z1(x2 − x̂2)|. (10)

这样,选择如下虚拟控制:

x̂2 = − z2α1−1
1

a1λ1(x1)
(
n− 1 + c1 + c1z

2
1 + β̃(x1) +

(1 + z2
1)γ1(x1) + (1 + z2

1)/4
)

=:

−z2α1−1
1 ω1(x1), (11)

其中, c1 > 0是待定设计参数(下一小节中将证
明c1和c的适当选取可以调整停息时间T ), ω1(·)是
连续的非负函数.

将(11)代入(10),从而有

V̇1 6−(n− 1 + c1)z2α1
1 − c1z

2+2α1
1 + φ2(U0)+

b1µ1(x1)|z1(x2 − x̂2)| − 0.5cη(cU0)Uα
0 .

至此,步骤1设计完毕.

第第第k(k = 2, 3, · · · , n)步步步 假设前k − 1步
已经设计完毕, 且第k − 1步的Lyapunov候选函
数Vk−1(ξ, x[k−1])是一次连续可导的、正定的、径向
无界的,且满足



Vk−1 6V0(ξ) + 2
k−1∑
i=1

z1+αi

i ,

V̇k−1 6− (n− k + 1 + c1)
k−1∑
i=1

z2αi

i −

c1

k−1∑
i=1

z2+2αi

i + bk−1µk−1(x[k−1])·

|zk−1(xk − x̂k)| − 0.5cη(cU0)Uα
0 +

(k − 1)φ2(U0).

(12)

下面将证明在第k步中有类似(12)的关系成立.

选择由(7)定义的Vk为本步的Lyapunov候选函数,
进而由(12)及Wk(x[k])的性质易证明Vk是一次连续

可导的、正定的、径向无界的,并且满足



Vk 6V0(ξ) + 2
k∑

i=1

z1+αi

i ,

V̇k 6−(n−k+1+c1)
k−1∑
i=1

z2αi

i −c1

k−1∑
i=1

z2+2αi

i −

0.5cη(cU0)Uα
0 + (k − 1)φ2(U0)+

bk−1µk−1(x[k−1])|zk−1(xk − x̂k)|+

zkẋk +
k−1∑
i=1

∂Wk

∂xi

ẋi.

(13)

如下逐次分析不等式(13)右边的最后3项.
1)首先由引理1和(8)易得: |xk− x̂k| 6 2|zαk

k |,进
而由不等式2ab 6 a2/4 + 4b2, ∀(a, b) ∈ R × R,可
得

bk−1µk−1(x[k−1])|zk−1(xk − x̂k)| 6
2bk−1µk−1(x[k−1])|zk−1|αk−1 |zk−1|1−αk−1 |zk|αk 6
z

2αk−1
k−1 /4 + 4b2

k−1µ
2
k−1(x[k−1])z2αk

k z
2−2αk−1
k−1 6

z
2αk−1
k−1 /4+4b2

k−1µ
2
k−1(x[k−1])z2αk

k (1+z2
k−1). (14)

2)为了分析(13)第２不等式右边最后两项,引入
以下两个命题,其证明参见文[12,13,16].

命命命题题题 1 对任意k = 2, 3, · · · , n,存在连续的非
负函数γ̄k : Rk → R+,使得fk(·)满足如下不等式:

|fk(ξ, x[k])|6 φ(U0(ξ)) + γ̄k(x[k])
k∑

i=1

|zi|2αi−1,
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∀(ξ, x[k]) ∈ Rl × Rk.

命命命题题题 2 对任意k = 2, 3, · · · , n,存在连续的非
负函数Qk : Rk−1 → R+和Pk,i : Rk → R+, i =
1, · · · , k − 1,使得对∀(ξ, x[k]) ∈ Rl × Rk,

|∂(−x̂
1/αk

k )
∂xi

ẋi| 6

Qk(x[k−1])φ(U0) + Pk,i(x[k])
k∑

j=1

|zj|αj .

其中φ(·)见假设3.

由命题1及引理2可知,对任意k = 2, 3, · · · , n,有

|zkfk(ξ, x[k])| 6

|zk|
(
φ(U0) + γ̄k(x[k])

k∑
i=1

|zi|2αi−1
)

6

φ2(U0)/2 + z2
k/2 + z2α1

1 /4 + τ1z
2α1
k γ̄2α1

k +

· · ·+ z
2αk−1
k−1 /4 + τk−1z

2αk−1
k γ̄

2αk−1
k + z2αk

k γ̄k =

φ2(U0)/2 + (
k−1∑
i=1

z2αi

i )/4 + z2αk

k ζk(x[k]),

其中, τi = 22αi−2(2αi − 1)2αi−1α−2αi

i , i = 1, · · · ,

k − 1是 正 常 数, 而 ζk(x[k]) = z2−2αk

k /2 +
k−1∑
i=1

τiz
2(αi−αk)
k γ̄2αi

k +γ̄k是连续函数. 利用上式,可得

zkẋk 6 zkdkxk+1 + |zkfk(ξ, x[k])| 6
zkdk(xk+1 − x̂k+1) + zkdkx̂k+1 + φ2(U0)/2+

(1/4)
k−1∑
i=1

z2αi

i + z2αk

k ζk(x[k]). (15)

3) 令Pk(x[k]) =
k−1∑
i=1

Pk,i(x[k]) > 0, 则由(9)和命

题2可知

|
k−1∑
i=1

∂Wk

∂xi

xi| 6
k−1∑
i=1

|xk − x̂k| · |∂(−x̂
1/αk

k )
∂xi

ẋi| 6

2|zk|αk(Pk

k∑
i=1

|zi|αi + (k − 1)Qkφ(U0)) 6

z2α1
1 /4 + 4z2αk

k P 2
k + · · ·+ z

2αk−1
k−1 /4 + 4z2αk

k P 2
k +

2z2αk

k Pk + 2(k − 1)|zk|αkQkφ(U0) 6

(1/4)
k−1∑
i=1

z2αi

i + z2αk

k ζ̄k(x[k]) + φ2(U0)/2, (16)

其中, ζ̄k(x[k]) = 4(k−1)P 2
k (x[k])+2Pk(x[k])+2(k−

1)2Q2
k(x[k−1]) > 0是连续函数.

将以上结果(14)、(15)、(16)代入(13)并经适当
整理,最终得到

V̇k 6−(n− k + c1)
k−1∑
i=1

z2αi

i − c1

k−1∑
i=1

z2+2αi

i +

z2αk

k (4b2
k−1µ

2
k−1 + 4b2

k−1µ
2
k−1z

2
k−1+

ζk(x[k]) + ζ̄k(x[k]))− 0.5cη(cU0)Uα
0 +

kφ2(U0(ξ)) + zkdk(xk+1−
x̂k+1) + zkdkx̂k+1. (17)

选择虚拟控制

x̂k+1 =− z2αk−1
k

akλk(x[k])
(n− k + c1 + c1z

2
k + ζk+

ζ̄k + 4b2
k−1µ

2
k−1(1 + z2

k−1)) =:
−z2αk−1

k ωk(x[k]). (18)

将(18)代入(17)中可得

V̇k 6−(n− k + c1)
k∑

i=1

z2αi

i − c1

k∑
i=1

z2+2αi

i +

bkµk(x[k])|zk(xk+1 − x̂k+1)|−
0.5cη(cU0)Uα

0 + kφ2(U0). (19)

至此,第k步设计完毕.

第第第n步步步 显然, 第k步的结论当k = n时仍然成

立. 因此根据第k步的设计过程, 易构造连续的函
数x 7→ ωn(x),进而给出实际控制:

u = x̂n+1 = −z2αn−1
n ωn(x). (20)

此外,参照(13)和(19),可知



Vn 6 V0(ξ) + 2
n∑

i=1

z1+αi

i ,

V̇n 6 −c1

n∑
i=1

(z2αi

i + z2+2αi

i )−
0.5cη(cU0)Uα

0 + nφ2(U0).

(21)

3.3 主主主要要要结结结果果果(Main results)
本小节将选择待定的常数c, c1和函数η(θ) =

η′(θ)θ
4m+1−1
4m+1 − α, ∀ θ ∈ R+(即选择η′(·)), 最终

完成上小节的控制器设计, 并证明上小节构造
的Lyapunov函数Vn满足全局有限时间稳定的条

件(即定理1), 即闭环系统是全局有限时间稳定的;
此外, 待定参数c, c1的恰当选取可实现停息时间的

适当调整, 从而得到本文的主要结果(即下面的定
理2).

显然,由关系式(21),易知



W =: Vn − V0 6 2
n∑

i=1

z1+αi

i ,

V̇0 + Ẇ 6 −c1

n∑
i=1

(z2αi

i + z2+2αi

i )−
0.5cη(cU0)Uα

0 + nφ2(U0).

(22)

进而由假设3可知(22)第2不等式最后两项满足

−0.5cη(cU0)Uα
0 + nφ2(U0) 6

−0.5cη(cU0)Uα
0 + nφ̄2(U0)U

4m+1−1
4m+1

0 =

−0.5cη′(cU0)(cU0)
4m+1−1
4m+1 −αUα

0 +

nφ̄2(U0)U
4m+1−1
4m+1

0 .



第 4期 常霞等: 一类具有零动态不确定非线性系统的停息时间可调的有限时间镇定 363

选取连续的、非降的η′ : R+ → R+使得

η′(θ) > max
{
θ(4m+1−1)( 4m+1−1

4m+1 −α), φ̄2(θ)
}

>
η′0 > 0, ∀θ ∈ R+, (23)

其中η′0是常数.
注注注 1 需指出的是, 使得(23)成立的连续、非降

函数η′(·)总是存在的. 可以证明η′(θ) , η′0 + φ̄′(θ) +

θ(4m+1−1)( 4m+1−1
4m+1 −α), θ ∈ R+就是一个合理的选择, 其

中, φ̄′(θ) , sup
s∈[0, θ]

φ̄2(s), θ > 0. 实际上, 由于φ̄′(θ) >

φ̄2(θ), ∀θ > 0, 故如上定义的η′(·)满足(23). 由φ̄′(·)的定
义, 其非降性是显而易见的, 下面证明它的连续性. 这
只需验证对任意给定的θ1 > 0, 当θ2 > θ1且θ2 → θ1时,
有φ̄′(θ2) → φ̄′(θ1).

1) 若在θ̄1 ∈ [0, θ1)处, 函数φ̄2(·)在区间[0, θ1]上取得

极大值且φ̄2(θ1) < φ̄2(θ̄1), 则由φ̄2(·)的连续性(由假设3确
保)知存在ε > 0使得φ̄2(θ1 + δ) 6 φ̄2(θ̄1), ∀ δ ∈ (0, ε],进而
令θ2 = θ1 + δ, δ ∈ (0, ε],则 sup

s∈[0, θ2]
φ̄2(s) = sup

s∈[0, θ1]
φ̄2(s),

从而对这种情况,当θ2 → θ1时, φ̄′(θ2) = φ̄′(θ1);
2)若φ̄2(θ1) = sup

s∈[0, θ1]
φ̄2(s),则

sup
s∈[0, θ2]

φ̄2(s) = sup
s∈[θ1, θ2]

φ̄2(s),

故当θ2 → θ1时,

sup
s∈[0, θ2]

φ̄2(s) → φ̄2(θ1) = sup
s∈[0, θ1]

φ̄2(s),

即φ̄′(θ2) → φ̄′(θ1).

对于如上选定的函数η′(·),有

η′(cU0) >
(
η′(cU0) · (cU0)

4m+1−1
4m+1 − α) 4m+1−1

4m+1 =

(η(cU0))
2α1

1+α1 .

进 一 步, 由 于
2α1

1 + α1

< 1, 2αk <

2α1(1 + αk)
1 + α1

< 2 + 2αk和引理1,所以

W
2α1

1+α1 6 2(
n∑

i=1

z1+αi

i )
2α1

1+α1 6 2
n∑

i=1

(z2αi

i + z2+2αi

i ).

由此以及(22),有

V̇0 + Ẇ + (c1/4)W
2α1

1+α1 6

−0.5c1

n∑
i=1

(z2αi

i + z2+2αi

i )− (c1−α/2)η′(cU0)·

(cU0)
4m+1−1
4m+1 −α · (cU0)α + nφ̄2(U0)U

4m+1−1
4m+1

0 .

如此, 选择设计参数c > 0使得c1−α > 4n, 进而
由(23)和c1 > 0,得到

V̇0 + Ẇ + (c1/4)W
2α1

1+α1 6

−(c1−α/4)η′(cU0) · (cU0)
4m+1−1
4m+1 − α · (cU0)α 6

−(c1−α/4)(η(cU0))
2α1

1+α1 (cU0)
2α1

1+α1 6

−(c1−α/4)(
w cU0

0
η(s)ds)

2α1
1+α1 =

−(c1−α/4)V
2α1

1+α1
0 ,

由此并令

α̃ =
2α1

1 + α1

∈ (0, 1), k = min
{

c1

4
,

c1−α

4

}
,

可得

V̇0 + Ẇ 6 −c1W
α̃

4
− c1−αV α̃

0

4
6 −k(W + V0)α̃.

由定理1, 这意味着闭环系统是全局有限时间稳定
的,且停息时间T满足

T 6 1
k(1− α̃)

(W (x0) + V0(ξ0))1−α̃.

进一步,由k的定义易知,当c1和c足够大,那么k将变

得充分大, 进而由上式知停息时间T可实现适当调

整. 若系统的初始值已知,那么通过选择c1和c,进而
通过k实现停息时间T的任意调整. 因此,使停息时
间T 变得任意小是可行的. 但是c, c1是常数,不可能
取到无穷大,因此停息时间T不会为0.
本文的主要结果可以概括成如下定理,其证明是

显而易见的.

定定定理理理 2 考虑满足假设1∼假设3的一类带有零
动态的不确定非线性系统(2). 设函数η′(·)满足(23),
c > (4n)1/(1−α), c1 > 0, 那么由(20)给出的连续的
状态反馈控制器u(x)使得闭环系统全局有限时间稳
定, 并且恰当选取c和c1可实现停息时间T的适当调

整. 进一步, 若系统的初始值已知, 则停息时间T可

以任意调整.

注注注 2 可以看出, 设计非线性系统(2)的可调停息时

间有限时间稳定控制器的难点之一是如何有效地处理

系统的不可测量零动态, 特别是设计函数η(·)的构造十
分关键. 然而, 当系统(2)无零动态, 即f0(·) ≡ 0时, 只需

令V0(·) ≡ 0和η(·) ≡ 0,从而控制设计过程变得十分简单.

4 仿仿仿真真真算算算例例例(Simulation example)
考虑如下带有不可测零动态ξ的简单不确定非线

性系统:{
ξ̇ = −3ξ1/3 + x,

ẋ =
(
1.5 + 0.5 cos(θx)

)
u + ξx.

(24)

其中, θ表示系统的未知参数, 它的存在导致控制系
数函数d1(x) = 1.5 + 0.5 cos(θx)未知, 但是该系统
满足1 6 d1(x) 6 2. 在如下仿真中,假设θ = 1.
显然, 若U0(ξ) = ξ2/2, 则该系统满足假设1,

且α = 2/3, κ(s) = κ(s) = s2/2, s ∈ R+, β(x) =
x4/4. 该系统满足假设2, 且a1 = 1, b1 = 2, λ1 =
µ1 = a2 = b2 = λ2 = µ2 = 1. 另一方面, 该系统
也满足假设3, 且m = 1, φ(s) = s, s ∈ R+, φ̄(s) =
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s17/32, s ∈ R+, γ1(x) = |x|/2.

选择 η′(s) = 1 + s17/16 + s195/48, s ∈ R+, 则
η(s) = η′(s)s13/48, s ∈ R+.故参照第2节所给出的
设计步骤,可得到控制器:

u = −z13/17
(
c1 + c1z

2 + (1 + z2)γ1(x)+
(1 + z2)/4 + β̃(x)

)
,

其中z = x17/15, β̃(x) =
c

4
η
(
c(1 + 2β(x))3/2

)
x2.

设系统(24)的初始值为ξ(0) = 1.2, x(0) = −1.
如下图1和图2分别描述了当c = 70, c1 = 0.01和
c = 100, c1 = 8时闭环系统各个状态的有限时间收
敛行为. 具体地, 当 c = 70, c1 = 0.01时, 闭环系统
的停息时间T ≈ 6.2 s;而c = 100, c1 = 8时,闭环系
统的停息时间T ≈ 0.6 s. 这样,通过改变c和c1的取

值,停息时间T得到了调整,从而验证了本文方法的
有效性和结论的正确性.

图 1 当c = 70, c1 = 0.01时零动态ξ和状态x

Fig. 1 Zero dynamics ξ and state x when c = 70, c1 = 0.01

图 2 当c = 100, c1 = 8时零动态ξ和状态x

Fig. 2 Zero dynamics ξ and state x when c = 100, c1 = 8

5 结结结论论论(Conclusion)
本文研究了一类带有零动态不确定非线性系统

的可调停息时间全局有限时间镇定问题.通过灵活
运用有限时间稳定的Lyapunov理论和控制器的反推
设计技术, 给出了具有更强实用性的停息时间可调

的有限时间稳定控制器的迭代设计步骤, 并通过仿
真例子验证了理论结果的正确性. 需要进一步研究
的问题是,当系统控制系数未知且无上下界信息时,
如何设计可调停息时间全局有限时间稳定控制器.
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