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摘要:研究分布时滞系统的输出动态反馈镇定问题.基于闭环系统的中立型变换及相应Lyapunov-Krasovskii泛函
的构造与解析技巧,建立了与时滞相关的控制器存在性判据. 在此基础上通过控制器参数化设计方法,将控制器参
数的求解归结为线性矩阵不等式解的形式. 仿真算例验证了方法的有效性.
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Output dynamical feedback stabilization for
linear systems with distributed delay based on LMI

QIAN Wei1,2, SHEN Guo-jiang1, SUN You-xian1

(1. State Key Lab of Industrial Control Technology, Zhejiang University, Hangzhou Zhejiang 310027, China;
2. Department of Computer Science and Technology, Henan Polytechnie University, Jiaozuo Henan 454000, China)

Abstract: This note is concerned with the output dynamical feedback stabilization for linear systems with distributed
delay. Based on the model transformation of neutral type, we properly construct and compute a Lyapunov-Krsovskii
functional by using a special analytic method, and establish the delay-dependent stability criterion for the transformed
closed-loop systems. Then, combining this stability criterion with the parameterization of controller, we develop the design
condition for the desired controller in terms of linear matrix inequality through which the controller is explicitly formulated.
A numerical example is given to illustrate the effectiveness of the proposed approach.
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1 引引引言言言(Introduction)
时滞现象广泛存在于各种实际控制系统中, 如

化工反应过程、液压控制系统等[1], 因此分析其对
于系统动力学行为及控制性能的影响,以及如何利
用或消除这种影响具有理论与实际上的重要意义.
近年来, 围绕如何减少时滞系统稳定性分析的保守
性展开了一系列的研究[2,3]. 时滞系统分析结论的
保守性表征为其关于时滞常数的灵敏度,对于时滞
大小完全不敏感的结论即为时滞无关的, 反之则为
时滞相关的. 减少保守性的根本途径在于Lyapunov-
Krasovskii泛函的构造及其解析方式. 对于线性时滞
系统,一般泛函构造方式将导致求解偏微分方程边
值问题[4]; 利用特殊泛函构造方式则可得到基于线
性矩阵不等式的稳定性判据[5], 减少保守性的方法
体现于系统变换及泛函求导过程中的解析技巧.

分布时滞广泛存在于实际的动力学系统中[6],因
而分布时滞系统的稳定性分析与控制器综合问题得

到了许多学者的关注. 文献[7]使用离散Lyapunov泛
函, 文献[8]使用模型转换与构造合适的Lyapunov-
Krasovskii泛函相结合的方法,研究了分布时滞系统
的稳定性. 对于分布时滞系统的综合问题而言,控制
器的设计依赖于相关的分析结果,然而很多分析结
果并不能用于设计问题.因此对于设计问题,在尽可
能克服保守性的同时,还应便于控制器参数的求解.
文献[9]基于模型转换方式,研究了分布时滞系统的
状态反馈控制问题,由于状态变量未必可直接量测,
因此输出反馈控制更具有现实意义. 文献[10]给出
了基于“观测器–控制器”的输出静态反馈控制,由
于时滞系统观测器设计方法并不完善, 因此限制了
这种方法的应用. 文献[11]提出的时滞系统输出动
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态反馈控制器的设计方法均为与时滞无关的, 即为
实现控制器的有效求解,完全回避了保守性问题.目
前, 对于分布时滞系统时滞相关的动态输出反馈控
制问题,相应的研究成果却很少见[12].

本文考虑线性分布时滞系统的输出动态反

馈镇定问题. 基于中立型变换及相应的Lyapunov-
Krasovskii泛函构造,建立了闭环系统的稳定性判据;
然后结合控制器参数化, 给出了基于线性矩阵不等
式的参数求解条件,实现了输出动态反馈控制器的
参数化设计.最后通过仿真算例验证了方法的有效
性.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem formulation)
考虑线性分布时滞系统:




ẋ(t) = Ax(t) + A1x(t− h)+

A2

w t

t−d
x(σ)dσ + Bu(t),

y(t) = Cx(t),

x(t) = ϕ(t), t ∈ [−γ, 0].

(1)

其中 x ∈ Rn, u ∈ Rm, y ∈ Rh 分别为状态、控

制输入及量测输出; h, d > 0 均为时滞常数,
γ = max{h, d}, A,A1, A2, B, C 为适当维数矩阵.

本文目的是设计全维动态输出反馈控制器:{
x̂(t) = Acx̂(t) + Bcy(t),

u(t) = Ccx̂(t) + Dcy(t),
t > 0, (2)

使得闭环系统

ξ̇(t) = Āξ(t) + Ā1ξ(t− h) + Ā2

w t

t−d
ξ(σ)dσ (3)

为一致渐近稳定的. 这里

Ā1 =

[
In

0

] [
A1 0

]
, Ā2 =

[
In

0

] [
A2 0

]
,

Ā =

[
A + BDcC BCc

BcC Ac

]
, ξ =

[
x

x̂

]
.

对于闭环系统(3),设

Gξt = ξ(t) + Ā1

w t

t−h
ξ(σ)dσ +

Ā2

w t

t−d
(σ − t + d)ξ(σ)dσ, (4)

则有
d
dt

Gξt = Âξ(t), t > 0, (5)

其中Â = Ā + Ā1 + dĀ2.

变换后的闭环系统(5)稳定的必要条件为算子G

是稳定的,为此需要如下引理.

引引引理理理 1 [8] 如果存在正定矩阵M ∈ Rn×n 及常

数α1, α2 > 0, α1 + α2 < 1,满足如下约束条件[
h2Ā1

′
MĀ1−α1M dhĀ1

′
MĀ2

dĀ2
′
MĀ1 d2Ā2

′
MĀ2−3α2M/d2

]
<0,

那么算子G是稳定的.

引引引理理理 2 [13] 给定实数 α, β 及正定矩阵 S, 如
果 α > β,那么下列不等式

(
w α

β
ω(σ)dσ)′S(

w α

β
ω(σ)dσ) 6

(α− β)
w α

β
ω′(σ)Sω(σ)dσ,

对于任意使得积分收敛的向量值函数 ω : [β, α] →
Rn成立.

3 主主主要要要结结结果果果(Main results)
定定定理理理 1 若引理1的条件成立,并且存在正定矩

阵 P =

[
P1 P3

P ′
3 P2

]
∈ Rn×n, ;Si ∈ Rn×n, i = 1, 2满

足下列矩阵不等式方程:


Π Â′
[

P1

P ′
3

]
Â′

[
P1

P ′
3

] [
A′

1

0

]
d2

[
A′

2

0

]

∗ −h−1S1 0 0 0
∗ ∗ −S2 0 0
∗ ∗ ∗ −h−1S−1

1 0
∗ ∗ ∗ ∗ −2S−1

2




< 0,

(6)

则闭环系统(3)是一致渐近稳定的. 其中

Π = Â′P + PÂ.

证证证 构造Lyapunov-Krasovskii泛函:

V (ξt) = V1(ξt) + V2(ξt) + V3(ξt), (7)

其中各项为



V1(ξt) = (Gξt)′P (Gξt),

V2(ξt)=
r 0

−h

r t

t+θ
ξ′(σ)

[
A′

1

0

]
S1

[
A′

1

0

]′
ξ(σ)dξdθ,

V3(ξt) = d2
r d

0

r t

t−θ
(σ − t + θ)ξ′(σ)

[
A′

2

0

]
·

S2

[
A′

2

0

]′
ξ(σ)dξdθ,

(8)

V1(ξt)沿着闭环系统解轨线的导数为

V1(ξt) 6

ξ′(t)(Â′P + PÂ)ξ(t) + ξ′(t)Â′
[

P1

P ′
3

]
·
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(hS−1
1 + S−1

2 )

[
P1

P ′
3

]′
Âξ(t) +

1
h
·

w t

t−h
ξ′(σ)

[
A′

1

0

]
dσS1

w t

t−h

[
A′

1

0

]′
ξ(σ)dσ + d2 ·

w t

t−d
(σ − t + θ)ξ′(σ)

[
A′

2

0

]
S2

[
A′

2

0

]′
ξ(σ)dσ, (9)

利用引理2, V2(ξt)的时间导数为

V2(ξt) 6

hξ′(t)

[
A′

1

0

]
S1

[
A′

1

0

]′
ξ(t)−

1
h

w t

t−h
ξ′(σ)

[
A′

1

0

]
dσS1

w t

t−h

[
A′

1

0

]′
ξ(σ)dσ, (10)

V3(ξt)沿着闭环系统解轨线的导数为

V3(ξt) 6
d4

2
ξ′(t)

[
A′

2

0

]
S2

[
A′

2

0

]′
ξ(t)− d2

w t

t−d
(σ −

t + θ)ξ′(σ)

[
A′

2

0

]
S2

[
A′

2

0

]′
ξ(σ)dσ, (11)

综合(7)∼(11), 由Schur引理可知, 如果矩阵不等式
(6)成立,则有V̇ (ξt) < 0. 由此结合引理1及泛函微分
方程稳定性基本定理, 即可得证闭环系统为一致渐
近稳定的. 证毕.

注注注 1 在考虑时滞系统稳定性问题时,利用Leibnitz-

Newton公式,可以构造多种系统变换方式. 事实上,闭环系

统的变换形式(5)与原系统(3)的稳定性并不等价,而是具有

附加极点. 对设计问题而言,系统变换引起的保守性可退为

其次,最重要的是便于控制器的求解.

仅就泛函参数而言, 可以利用锥补线性化的方
法, 对于矩阵不等式(6)进行迭代求解. 这里给出另
外一种可供参考的求解方法,即设定一组常数λi >

0, i = 1, 2,通过引入附加的线性约束:

Si 6 λiIn, i = 1, 2, (12)

将式(6)转化为关于泛函参数的凸约束关系:


Π Â′
[

P1

P ′
3

]
Â′

[
P1

P ′
3

]
λ1

[
A′

1

0

]
d2λ2

[
A′

2

0

]

∗ − h−1S1 0 0 0
∗ ∗ − S2 0 0
∗ ∗ ∗ − h−1S1 0
∗ ∗ ∗ ∗ −2S2




< 0.

(13)

为求解动态控制器参数,在矩阵不等式判据(13)
的基础上,引入辅助参数集合Φ :{
X, Y,R∈Rn×n, U ∈Rm×n, V ∈Rn×h,W ∈Rm×h

}
,

其中X, Y 为正定矩阵.

设Ã = A + A1 + dA2 及Z = X − Y −1,由此给
出控制器的参数化形式如下:




Ac = (−BWCX + BU + Y −1V CX−
Y −1R + ÃX)Z−1,

Bc = BW − Y −1V,

Cc = (−WCX + U)Z−1,

Dc = W, P−1 = Q =

[
X Z

Z Z

]
,

(14)

即可得P =

[
Y − Y

−Y Z−1XY

]
.

定定定理理理 2 如果引理1的条件成立; 并且存在一
组常数λi > 0, i = 1, 2, 使得下列关于参数集Φ

及Si, i = 1, 2的线性矩阵不等式组为可解的, 则闭
环系统(3)是一致渐近稳定的.



Γ1 + Γ ′
1 hΓ ′

2 Γ ′
2 hΓ ′

3 d2Γ ′
4

∗ −hS1 0 0 0
∗ ∗ −S2 0 0
∗ ∗ ∗ −hS1 0
∗ ∗ ∗ ∗ −2S2




< 0, (15)

[
X In

In Y

]
> 0, (16)

Si 6 λiIn, (17)

其中, 



Γ1 =

[
ÃX + BU Ã + BWC

R Y Ã + V C

]
,

Γ2 = [R Y Ã + V C],

Γ3 = λ1[A1X A1],

Γ4 = λ1[A2X A2].

(18)

证证证 设T =

[
In Y

0 −Y

]
,根据式(14)可知泛函参数

的正定性等价于Q > 0,因此由

T ′QT =

[
In 0
Y −Y

][
X Z

Z Z

][
In 0
Y −Y

]
=

[
X In

In Y

]

可知,线性矩阵不等式(16)等价于参数化泛函(14)的
正定性.

根据定理1的结论,为保证闭环系统(3)的稳定性,
只要证明在参数化控制器与参数化泛函(14)的条件
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下,线性矩阵不等式(15)与(13)的等价性即可.为此,
将(14)代入矩阵不等式(13)可得到


Π Â′
[

Y

−Y

]
Â′

[
Y

−Y

]
λ1

[
A′

1

0

]
d2λ2

[
A′

2

0

]

∗ − h−1S1 0 0 0
∗ ∗ −S2 0 0
∗ ∗ ∗ −h−1S1 0
∗ ∗ ∗ ∗ −2S2




<0.

(19)

设非奇异变换矩阵diag {T ′Q I2n I2n I2n I2n},
矩阵不等式(19)通过非奇异变换之后的各项分别
计算如下:{

T ′ÂQT = Γ1, [Y − Y ]ÂQT = Γ2,

[λ1A1 0]QT = Γ3, [λ2A2 0]QT = Γ4.
(20)

从而证明了线性矩阵不等式(15)和(13)的等价性.

证毕.

注注注 2 本文的结论对于模型的假设较为一般,对于

只具有离散时滞项的系统,其输出动态反馈镇定设计方法

可以作为本文的特例得到.

4 仿仿仿真真真算算算例例例(Simulations)
考虑分布时滞系统(1),其系数矩阵为

A =

[
−1 − 2

0 1

]
, A1 =

[
0 0
0 1

]
, A2 =

[
−1 0
−1 0

]
,

B =

[
1

−1

]
, C = [−1 1].

取参数为α1 = 0.7, α3 = 0.3;λ1 = 5, λ2 = 15.
在d = 0.2 时, 根据定理2, 由MATLAB LMI TOOL-
BOX可解得允许的时滞上界h = 0.83及

X =

[
41.85 − 1.36
−1.36 1.26

]
, Y =

[
9.44 13.94
13.94 23.12

]
,

R =

[
−2.27 1.63

1.48 − 0.94

]
, U =

[
−20.75 34.40

]
,

V =

[
−8.95
−22.62

]
,W = 7.84.

此时,存在动态反馈控制器(2)使得系统(1)为一致渐
近稳定的,且控制器的增益为

[
Dc Cc

Bc Ac

]
=




7.84 8.23 23.42
3.30 2.43 28.52

−4.12 − 4.67 − 26.75


 .

令初始条件x′(t) = [1 2 − 1 − 2],闭环系统的

状态轨线如图1所示. 由此可知,在动态反馈控制器
作用下,闭环系统是渐近稳定的.

图 1 闭环系统状态轨线

Fig. 1 State trajectory of closed-loop system

5 结结结论论论 (Conclusion)
本文考虑了分布时滞系统动态反馈控制器的设

计问题.采用中立型模型变换并与控制参数化相结
合,给出了时滞相关的,可有效求解的控制器设计方
法. 仿真算例说明了方法的有效性. 本文方法的不足
在于算子G的稳定性不受控制的影响,从而在一定
程度上限制了方法的适用性. 在进一步的研究中有
望通过引入自由参数矩阵克服这一缺陷.
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