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摘要:为扩展混沌控制方法在混沌同步中的应用,设计了一种基于变结构思想的Ott-Grebogi-Yorke(OGY)同步控
制器. 基于变结构控制的思想,将OGY混沌控制方法进行了扩展,通过误差系统近似的线性模型寻找合适的稳定流
形,进而通过变结构控制器将误差系统的轨迹控制到稳定流形上面,实现混沌系统的同步.这种变结构控制策略使
得OGY方法可以应用到混沌同步当中. Hénon映射的仿真结果验证了该控制策略的有效性.
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Abstract: To generalize the chaos control scheme to chaos synchronization, an Ott-Grebogi-Yorke(OGY) chaos syn-
chronization controller based on variable structure spirit is designed. The OGY chaos control method is generalized to
chaos synchronization by the variable structure control scheme. A linearization of the error system between the two chaotic
systems is then made. The stable manifold can also be found. By pushing the trajectory of the error system onto the stable
manifold, the two chaotic systems are thus synchronized. The OGY method can be applied to chaos synchronization by this
variable structure scheme. Finally, the simulation results of Hénon map verify the effectiveness of the proposed method.

Key words: variable structure control; OGY method; chaos synchronization; Hénon map
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1 引引引言言言(Introduction)
混沌控制与混沌同步问题是混沌研究领域

中研究最为广泛的两个课题. 自从Ott-Grebogi-
Yorke(OGY)混沌控制方法[1]和Pecora-Carroll(P-C)
混沌同步化方法[2]被提出以来, 混沌系统的控制
问题[3∼7]和同步问题[8∼10]的研究得到了迅速的发

展.但是,研究者们通常将混沌系统的控制问题和同
步问题看作是两个分立的研究领域. 而事实上, 混
沌系统的控制问题和同步问题具有相通之处, 已经
有研究者用经典的OGY方法实现了混沌系统的同
步[11].

OGY方法是最经典的混沌控制方法之一. 通过

微小的参数扰动,将系统轨迹控制到不稳定不动点
的稳定流形上, 从而实现不稳定不动点的稳定化.
OGY方法的主要优点之一是控制输入非常小,不会
根本性地改变混沌系统的动态特性, 是一种高效的
控制方法,很多混沌控制方法都是针对于OGY方法
的扩展和提高[3∼5]. 如果我们能够将OGY方法应用
到混沌同步当中,它的优点也将被保留下来.

Lai和Grebogi提出了一种基于OGY方法的同步
化方法[11],通过误差系统的线性化模型实施OGY控
制.但是他们给出的寻找稳定流形的方法非常复杂,
而且需要大量的计算[12]. 本文设计了一种基于变
结构策略的OGY同步控制器,如果系统的数学模型
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已知, 可以通过解析的方法选择稳定流形, 使误差
系统在原点稳定, 从而达到混沌系统的同步控制.
Hénon映射的仿真结果验证了该控制策略的有效性.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem statement)
在混沌系统的同步问题中,我们经常考察驱动系

统与响应系统之间的误差系统的动态特性. 如果能
够通过施加合适的控制使误差系统在原点稳定, 驱
动系统和响应系统将实现同步.驱动系统和响应系
统都是混沌系统,本文假定误差系统也是混沌系统.
很显然, 原点是误差系统的一个不稳定不动点. 这
样,将OGY方法应用于混沌同步的条件就满足了,这
样的混沌同步控制器将具有OGY控制器的优点.

考虑如下一个混沌系统

ẋ = f(x, p0), (1)

其中x ∈ Rn, p0是系统的参数或参数向量. 通过
Poincaré截面方法[1]或其它方法将系统(1)离散化可
得

X(k + 1) = F (X(k), p0), (2)

其中, X ∈ Rm为Poincaré截面上的延迟坐标向量或
离散化之后的系统的状态向量. 方程(1)的动态特
性可以由方程(2)来描述. 令方程(1)作为驱动系统,
则方程(2)为驱动系统在Poincaré截面上的动态特性.
取如下的响应系统

ẏ = f(y, p0 + ∆p), (3)

其中y ∈ Rn, p0 + ∆p是响应系统的参数或参数向

量, ∆p是需要设计的参数扰动.使用同样的方法,可
得离散形式的响应系统如下:

Y (k + 1) = F (Y (k), p0 + ∆p(k)), (4)

其中: Y ∈ Rm为Poincaré截面上的延迟坐标向量或
离散化之后的系统的状态向量, ∆p(k)是第k个采样

点时刻的参数扰动.通过设计合适的∆p(k),就可以
实现混沌系统在采样点上的同步.

3 主主主要要要结结结果果果(Main results)
方程(2)减去方程(4),可得误差系统如下:

E(k + 1) = F (Y (k), p0 + ∆p(k))−
F (X(k), p0), (5)

其中E(k) = Y (k)−X(k).显然, E(k+1)将被Y (k),
X(k), E(k)和∆p影响.为了便于分析,将方程(5)变
换为

E(k + 1) = H(E(k), X(k), Y (k),∆p(k)), (6)

其中H(E(k), X(k), Y (k),∆p(k)) = F (Y (k), p0 +
∆p(k)) − F (X(k), p0). 由于方程(2)和方程(4)都是

混沌系统,而方程(6)是它们之间的误差系统,本文假
定方程(6)也是混沌系统. 通过OGY方法, 可以将混
沌系统稳定在不动点上,方程(6)的不动点满足

EF = H(EF , X(k), Y (k), 0), (7)

显然, EF = 0是一个不稳定不动点. 如果我们能够
将方程(6)稳定在EF = 0上, 方程(2)和方程(4)就实
现了同步.于是, 本文第2部分所描述的混沌同步问
题就被解决了.
根据OGY方法, 下一步需要找到不稳定不动点

附近的稳定流形和不稳定流形. 在OGY方法中, 稳
定流形和不稳定流形可以通过不稳定不动点附近的

近似线性化得到[1]. 但是在方程(7)中,稳定流形和不
稳定流形与Y (k)和X(k)相关. 这是应用OGY方法
的难点.
令控制输入为∆p(k), 在EF = 0附近对方程(6)

进行线性化,可得

E(k + 1) = M(X(k))E(k) + G(X(k))∆p(k). (8)

其中

M(X(k)) =
∂H(0, X(k), X(k), 0)

∂E
,

G(X(k)) =
∂H(0, X(k), X(k), 0)

∂p

为X(k)的函数. 为了便于分析, 假定方程(8)中的
E(k) 为一个二维向量. 于是, 可以推导出
M(X(k))的特征值:

λ1 = g1(X(k)), (9)

λ2 = g2(X(k)), (10)

其中, g1(X(k))和g2(X(k))为X(k)的函数. 于是,
λ1和λ2的右特征向量和左特征向量v1, wT

1 , v2, wT
2可

以分别导出. 但是, 这里的稳定流形是随着X(k)不
断变化的. 与文献[11]不同,我们通过观察λ1和λ2来

确定稳定流形. 因此, 这里的控制输入需要根
据λ1和λ2 的情况作相应变化, 我们引入如下的变
结构控制策略.
如果|λ1| < 1,参数扰动设计如下:

∆p(k) =
λ2w

T
2 E(k)

(λ2 − 1)wT
2 G

. (11)

如果|λ2| < 1,参数扰动设计如下:

∆p(k) =
λ1w

T
1 E(k)

(λ1 − 1)wT
1 G

. (12)

当方程(8)进入到不稳定不动点EF = 0的小邻域当
中时, 通过合适切换方程(11)和方程(12)所示参数
扰动, 就可以实现不稳定不动点EF = 0的稳定化,
从而可以实现混沌系统的同步.其它形式的OGY方
法[3∼5]也可以类似的应用到混沌同步中.
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4 Hénon映映映 射射射 的的的 同同同 步步步(Synchronization of
Hénon map)
Hénon映射可以描述如下:{

x1(k + 1) = A− x2
1(k) + Bx2(k),

x2(k + 1) = x1(k).
(13)

当A = 1.4, B = 0.3时, Hénon映射呈现混沌状态.
方程(13)在这里作为驱动系统.响应系统描述如下:{

y1(k + 1) = A + ∆p(k)− y2
1(k) + By2(k),

y2(k + 1) = y1(k).
(14)

其中∆p(k)为需要设计的参数扰动.
方程(13)减去方程(14)得到误差系统如下:



e1(k + 1) = −e1(k)(x1(k) + y1(k))+
Be2(k) + ∆p(k),

e2(k + 1) = e1(k).
(15)

其中e1(k) = y1(k)− x1(k), e2(k) = y2(k)− x2(k).
根据方程(15)和方程(8),我们可以得到:

M =
[−2x1(k) B

1 0

]
, (16)

G =
1

2x1(k) + 1−B
·
[
1
1

]
, (17)

M的特征值可以推导如下:

λ1 = −x1(k) +
√

x2
1(k) + B, (18)

λ2 = −x1(k)−
√

x2
1(k) + B, (19)

于是, 可以计算出λ1和λ2对应的右特征向量和左特

征向量为

v1 =
[
λ1

1

]
, wT

1 =
1

λ1 − λ2

·
[

1
−λ2

]
,

v2 =
[
λ2

1

]
, wT

2 =
1

λ1 − λ2

·
[−1

λ1

]
.

观察λ1和λ2与x1(k)之间的关系, 我们就可以找
到对应不同的x1(k)时的稳定流形. 图 1显示了
λ1, λ2与x1(k)之间的对应关系.

图 1 λ1和λ2沿x1(k)的变化情况

Fig. 1 The variation of λ1 and λ2 along x1(k)

从图1中我们可以看到, 无论x1(k)位何值, 总存
在|λ1| < 1或|λ2| < 1. 所以,总有可以利用的稳定流
形来使Hénon映射同步化.

通过上面的观察, 我们设计如下的变结构策略.
如果x1(k) > 0, 选择公式(11)所示的控制策略. 否
则选择公式(12)所示的控制策略. 与OGY方法相同,
只有当参数扰动小于一定值时才开启控制, 这里
选择这个值为0.01. 通过这个控制策略,方程(15)就
可以被稳定在不稳定不动点EF = 0上, 并且驱动
系统(13)和响应系统(14)实现了同步. 仿真结果如
图2所示,图中控制器在第200次迭代后打开.

图 2 驱动系统与响应系统之间的误差响应

Fig. 2 The error response between the drive system and the

response system

与OGY方法不同的是, 这里的稳定流形和不稳
定流形是随着系统的运动不断变化的. 但是主要思
想是一致的,而且OGY方法的优点,如小参数扰动及
对系统动态特性影响小都被保留了下来. 图3为响应
系统的控制输入. 从图中可以看出只需要很小的参
数扰动就可以实现控制目的.

图 3 响应系统的参数扰动

Fig. 3 The parameter perturbation of the response system

5 结结结论论论(Conclusion)
基于变结构控制策略, 本文设计了一种将

OGY混沌控制方法应用到混沌同步的具体方法.
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该方法与OGY方法具有类似的特点,如微小的控制
输入、对系统动态特性影响小,但是去除了稳定流形
方向与不稳定流形方向必须固定的限制.通过观察
系统雅可比矩阵的特征值的变化情况, 应用合适的
变结构策略,就可以实现混沌系统的同步. Hénon映
射的仿真结果验证了该控制策略的有效性.
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