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Julia集集集的的的广广广义义义同同同步步步
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摘要: 研究了两个不同的Julia集耦合实现广义同步的问题. 不同于以往对Julia集的研究仅限于对一个独立
的Julia集的性质,制图等方面的讨论,本文提出了两个不同的Julia集广义同步的思想,并以经典的复二次多项式系
统zn+1 = z2

n + c为例,分别采用线性和非线性耦合的方法对该系统不同参数的Julia集进行了广义同步.仿真结果表
明了方法的有效性.
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Abstract: The generalized synchronization of two different Julia sets with coupling is investigated. Being different
from the past studies on Julia set which were limited to the properties and the graph of a single Julia set, our work of
generalized synchronization is concerned with two different Julia sets. The classical complex quadratic polynomial system
zn+1 = z2

n + c is taken as an example, to which we respectively apply the linear and nonlinear generalized synchronization
methods and achieve the generalized synchronization of Julia sets with two different parameters. Simulation results show
the efficacy of these methods.
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1 引引引言言言(Introduction)
自分形诞生以来,它作为一个有力的工具对自然

界及众多研究领域中的现象和问题进行了有效的建

模和描述: 从植物生长到海岸侵蚀,从混沌系统到图
像处理[1∼3]. 利用分形的自相似性,文[4]成功的建立
了分形区域B上函数φ的Hausdorff积分:

w
B

φdH(B) = lim
J→∞

mJ∑
i=1

φiλ
sJH0.

还得到了关于经典粒子力学的力学理论. 而Julia集
是分形理论中的一个重要的具有自相似性的集

合, 它在许多工程技术中有着广泛的应用. 例如,
文[5]基于粒子的动力学特征探讨了广义M-J集的物
理意义,发现广义M-J集的分形结构特征可形象地反
映出粒子速度的变化规律,并指出对于广义的系统
zn+1 = zr

n + c的广义Julia集给出了速度空间中粒
子的所有可能的不稳定周期轨道的闭包, 其中c为

复数, r > 2; 作为复温度或域状态边界出现的分拆

函数零点的图像也非常好地与Biskup等的工作联系
了起来[6], 他们研究了一类一般的一阶变化模型的
Lee-Yang的奇异性.
另外,混沌同步一直是倍受关注的课题,人们在

这方面作了大量的工作,采用各种方法实现混沌同
步[7∼11],而广义同步控制是混沌控制的一个重要方
法,这方面的工作越来越受到人们的关注[12,13].
而与混沌密切相关的分形的广义同步至今未曾

见有讨论.同时,由于在技术中往往需要实现一定的
技术目标,因此对分形进行控制是一个十分重要的
课题.本文中,分别采用线性与非线性的方法对分形
理论中有着广泛应用的Julia集进行广义同步. 仿真
结果表明了方法的有效性.

2 Julia集集集的的的广广广义义义同同同步步步(Generalized synchro-
nization of Julia sets)

一般地, 广义同步是指两个耦合的系统
dX

dt
=
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F (X;Y ),
dY

dt
= G(X;Y ), F, G 可以是不同的函

数, X ∈ Rm, Y ∈ Rm,如果耦合的结果是经过一定
的时间后, X, Y之间存在一个函数关系Y = ψ(X),
则认为此时耦合的两系统实现了广义同步.

对分形集Julia集而言,两个系统的Julia集实现同
步是指两个系统经过耦合后,它们的Julia集相同;若
耦合后的两个系统的Julia集通过某种函数关系变换
后相同,则称两个系统的Julia集实现广义同步.

以经典复二次多项式系统

zn+1 = z2
n + c (1)

为例来讨论其Julia集的广义同步实现,其中c为复数.

如果系统(1)中的c在心形线S = {z : z =
1
2
eiθ(1 − 1

2
eiθ), (0 6 θ 6 2π)}内, 则系统(1)有

一个吸引不动点,即在一个根hc(z) = z上, |h′c(z)| <
1,其中hc(z) = z2 + c. 事实上,由(1)可得系统的不

动点z∗ =
1±√1− 4c

2
,因此

|h′c(z∗)| = |2z∗| = |1±√1− 4c| < 1.

上式等价于

1±√1− 4c =

{z : z = ueiθ, 0 6 u < 1, 0 6 θ 6 2π}.
从而可解得

c = {z : z =
1
2
ueiθ(1− 1

2
ueiθ),

0 6 u < 1, 0 6 θ 6 2π}.
即可得到心形线S.

图 1 心形线S

Fig. 1 The cardioid S

以两参数不同的复迭代映射(1)作为研究对象:

zn+1 = z2
n + c1, (2)

wn+1 = w2
n + c2, (3)

其中c1, c2取不同的复数值.

对系统(2)进行耦合,考虑

zn+1 = z2
n + c1 + D[g(zn, wn)]2, (4)

wn+1 = w2
n + c2, (5)

其中D为耦合强度,显然系统(4)受到系统(5)驱动.引

入记号

en = f(zn, wn), (6)

希望利用(4), (5)这个耦合关系找到两个函

数f(zn, wn)和g(zn, wn)使得(6)满足复迭代系统

en+1 = e2
n + µ. (7)

通常µ与c1, c2和D之间存在一个函数关系, 即µ =
µ(c1, c2, D). 如果在式(4)中能够找到一个适当

的D值使µ ∈ S, 则en将趋于一个吸引不动点e∗,

e∗ =
1−√1− 4µ

2
, 因此f(zn, wn) =常数, zn, wn

满足确定的函数关系,实现了Julia集的广义同步.

3 Julia集集集的的的线线线性性性与与与非非非线线线性性性广广广义义义同同同步步步实实实
现现现(Realization of linear and nonlinear gen-
eralized synchronization of Julia sets)
首先给出Julia集的线性广义同步分析. 令

g(zn, wn) = zn − wn,则耦合系统(4), (5)可写为

zn+1 = z2
n + c1 + D(zn − wn)2, (8)

wn+1 = w2
n + c2. (9)

另一方面选取f(zn, wn) = αzn + βwn,并取

en = αzn + βwn, (10)

代式(8)∼(10)进入式(7)得{
α + αD = α2, αD + β = β2,

−2αD = 2αβ, αc1 + βc2 = µ.

解方程组可得{
α = 1 + D, β = −D,

µ = c1 + D(c1 − c2).

这样en满足迭代关系en+1 = e2
n + µ. 由前部分叙述,

要保证其有吸引不动点, 则需µ ∈ S. 记c1 − c2 =
|c1 − c2|(cos φ + i sinφ),将S移动c1个单位后,在大

小上再变为S的
1

|c1 − c2|倍,然后顺时针旋转φ角度,

得到另一心形线S1, 则耦合强度D的稳定区域就

是S1所围成的区域.如取c1 = −1, c2 = −0.5+0.5i,
可得如图2所示的心形线S1.
下面讨论Julia集线性广义同步的实现. 将α =
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1+D, β=−D,代入(10),可解得

wn =((1+D)zn − en)/D,

与g(zn, wn) = zn − wn联立代入系统(4),化简可得

zn+1 =
D + 1

D
(zn − en

D + 1
)2 + c1 +

e2
n

D + 1
.

由en+1 =e2
n+µ, µ=c1+D(c1−c2)代入上式,可得

zn+1 − en+1

D + 1
=

D + 1
D

(zn − en

D + 1
)2 +

c2

(D + 1)/D
. (11)

令bn = zn − en/(D + 1),则式(11)化为

bn+1 =
D + 1

D
b2

n +
c2

(D + 1)/D
. (12)

根据前提假设en有吸引不动点e∗,所以变换bn = zn

− en/(D + 1)使得系统(11)的Julia集只是位置上的
移动,而系数(D + 1)/D是使系统(12)的Julia集发生
伸缩变化[14]. 此时耦合系统的参数为c2,决定了耦合
系统的Julia集广义同步的实现. 因所取D为复数值,
所以所得的广义同步Julia集可能会出现旋转等刚性
变化情况,但这不会影响对Julia集广义同步的本质.

图 2 心形线S1

Fig. 2 The cardioid S1

以一个例子来说明线性广义同步方法的有效性.
在系统(2), (3)中取c1 = −1, c2 = −0.5 + 0.5i,其相
应的Julia集图由图3所示.

(a) c1 = −1时,系统(1)的Julia集

(b) c2 = −0.5 + 0.5i时,系统(1)的Julia集
图 3 系统(1)的Julia集

Fig. 3 Julia sets of system (1)

注意到耦合强度D需要满足的条件, 可取D =
−1.1 + 1.1i, 则zn, wn满足线性关系, 如图4所示.
此时, µ = c1 + D(c1 − c2) = 0.1, 新的系统

为en+1 = e2
n + 0.1,由此zn和wn达到广义同步,这由

图5所证实.

(a) wn图

(b) zn图

图 4 zn与wn的线性关系图

Fig. 4 The linear graph of zn and wn

下面给出Julia集的非线性广义同步分析. 令

g(zn, wn)=zn−w2
n−c2,则耦合系统(4),(5)可写为

zn+1 = z2
n + c1 + D(zn − w2

n − c2)2, (13)

wn+1 = w2
n + c2. (14)
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另一方面选取f(zn, wn) = αzn + βw2
n + γ,并取

en = αzn + βw2
n + γ. (15)

代式(13)∼(15)进入式(7)得



α + αD = α2, αD + β = β2,

−2αD = 2αβ, 2αDc2 + 2βc2 = 2βγ,

−2αDc2 = 2αγ,

αc1 + αDc2
2 + βc2

2 + γ = γ2 + µ.

解方程组可得{
α = 1 + D, β = −D,

γ = −Dc2, µ = c1 + D(c1 − c2).

这样en满足迭代关系en+1 = e2
n + µ. 由前部

分叙述, 要保证其有吸引不动点, 则需µ ∈ S.
记c1 − c2 = |c1 − c2|(cos φ + i sin φ), 将S向左移

动c1个单位后,在大小上再变为S的1/(|c1 − c2|)倍,
然后顺时针旋转φ角度,得到令一心形线S2,则耦合

强度D的稳定区域就是S2所围成的区域. 同线性部
分的分析类似.

(a) zn, wn达到广义同步

(b) Julia集实现广义同步
图 5 Julia集的线性广义同步

Fig. 5 The linear generalized synchronization of Julia set

Julia集的非线性广义同步的实现分析与线性广
义同步分析类似.
仍以上述的例子来说明非线性同步方法的有效

性. 在系统(2)(3)中取c1 =−1, c2 =−0.5+0.5i,注意
到耦合强度D需要满足的条件,可取D=−1.1+1.1i,
则zn, wn满足非线性关系, 如图6所示. 此时µ =
c1 +D(c1−c2) = 0.1, 新的系统为en+1 = e2

n +0.1,

由此zn和wn达到广义同步,这由图7所证实.

(a) wn图

(b) zn图

图 6 zn与wn的非线性关系图

Fig. 6 The nonlinear graph of zn and wn

(a) zn, wn达到广义同步

(b) Julia集实现广义同步
图 7 Julia集的非线性广义同步

Fig. 7 The nonlinear generalized synchronization of Julia set



第 4期 张永平等: Julia集的广义同步 467

4 结结结论论论(Conclusion)
本文中, 我们将控制的思想和方法引入到分形

理论中, 并以系统zn+1 = z2
n + c为例, 对该系统的

不同参数的Julia集分别采用线性和非线性的方法进
行了广义同步, 仿真结果表明该方法是有效的, 可
行的. 这些理论分析必将有助于我们进一步加深分
形Julia集在各领域中的理解及应用.

文中的广义同步项是针对经典复二次多项式

系统(1)所取的, 对其它形式的系统该方法不一定
有效, 但所取的g(zn, wn)与f(zn, wn)并不是惟一
的, 比如取g(zn, wn) = k(zn − wn). 事实上, 只
要[g(zn, wn)]2的展开式中含有z2

n, w2
n项, 就有可能

找到一个函数f(zn, wn), 其定义的en的迭代关系符

合经典复二次多项式系统(1),进而得到zn和wn更为

复杂的Julia集的广义同步方式.
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