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摘要:在信息受限条件下,研究了一类非线性离散系统的镇定问题.给出了为实现镇定目标而对信号传输过程中
编码器和解码–控制器的具体设计以及对信道容量的要求. 采用线性矩阵不等式给出了该设计方案的一个充分条
件.同时,在不考虑控制输入的情况下,得出系统可检测的结论.数值例子说明所给方法的有效性.
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1 引引引言言言(Introduction)
网络化控制系统近期受到广泛关注. 将网络引

入到闭环控制系统中会引起许多新的控制问题,如
网络延时,丟包和传输带宽受限等问题.由于传输媒
介自身的物理特性使得传输带宽受限这类问题更受

到关注[1∼10]. 在带宽受限的传输条件下, 通过该信
道传输的数据需要考虑量化误差. 量化的精度取决
于信道的传输能力. 文[1∼9]将量化器看成一个编码
器,将接收到的信号进行编码,而有限的通信能力就
体现在它的编码器只有有限个码字. 在这种传输方
式下, 如何设计出合理的且只有有限个码字的编码
方式来达到一定的控制目标是研究该问题的关键.

上述传输方式下, 文[1]研究了一类非线性连续
系统的检测和镇定问题. 为了实现检测和镇定目
标, 它设计了编码器和解码器, 并给出了对信道容

量的要求. 根据系统的参数, 给出了Riccatii不等式
来确保整个设计过程的有效性. 文[1]中结合系统
参数来设计编码解码器, 并将控制器和编码解码
器的设计结合起来, 这是有别于以往控制器设计
的地方.但将上述方法推广到离散系统会产生新的
困难,因为文[1]中设计的编码器和解码器利用了极
限x̂(jT − 0) = lim

ε→0+
x̂(jT − ε)的定义.但在离散系

统中此极限是没有意义的. 因此,如何克服这一困难
成了解决问题的关键.为此,本文在设计中添加了一
个辅助系统来解决上述极限无定义的问题.这一做
法目前文献中还没有见过.而且在证明过程中,由于
此极限无定义,本文给出不同的证明方法. 同时,本
文给出线性矩阵不等式的条件来确保整个设计过程

的有效性. 值得指出的是虽然本文只考虑镇定问题,
但当控制输入为零时,即得系统可检测的结果.
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2 问问问题题题描描描述述述及及及预预预备备备知知知识识识(Problem formulation
and preliminaries)
考虑如下离散系统{

x(k+1)=Ax(k)+Bφ(k, x(k), u(k))+B1u(k),
y(k) = Cx(k).

(1)

其中: x ∈ Rn, y ∈ Rs分别是系统的状态和可

测输出, u ∈ Rt是控制输入; A, B, B1及C是给

定的适维矩阵; 向量函数φ(k, x(k), u(k)) ∈ Rm满

足φ(k, 0, 0) ≡ 0 (∀k ∈ Z+), 对任意的xi(k) ∈
Rn和ui(k) ∈ Rt(i = 1, 2)有 Lipschitz条件成立

‖φ(k, x1(k), u1(k))− φ(k, x2(k), u2(k))‖2 6
α‖x1(k)− x2(k)‖2 + β‖u1(k)− u2(k)‖2. (2)

其中: α > 0, β > 0是常数, ‖ · ‖2代表欧氏范数. 初
始条件x(0)未知,但包含在一已知的有界集χ0内.

本文考虑系统(1)在有限容量信道连接情形下
的镇定问题.如图1所示, 本文的控制模型包括两部
分: 第1部分首先检测系统(1)的输出y(k)((j− 1)p 6
k < jp),对其编码得到码字h(jp);第2部分与第1部
分通过远程有限容量信道相连, 并利用接收到的码
字h(jp)设计输入控制u(k)(jp 6 k < (j + 1)p). 控
制目标就是利用系统(1)的有限信息来设计镇定系
统(1)的控制u(k).

图 1 传输受限下系统的镇定

Fig. 1 Stabilization of systems with limited information

要实现这种信息受限下的镇定,必须合理地设计
编码器和解码器来到达控制目的, 在本文的控制模
型下,编码器和解码–控制器分别采取如下形式:

编码器:{
a((j + 1)p) = f(a(jp)), a(0) = m0,

h(jp) = Fj(y(·)|jp
0 ).

(3)

解码–控制器:{
a((j + 1)p) = f(a(jp)), a(0) = m0,

u(jp + k)|p−1
k=0 = Gj(a(jp), h(p), · · · , h(jp)).

(4)

其中: p是正整数; a(jp)是每隔p步更新一次的量

化度量, 初始值为a(0) = m0; 函数f, Fj及Gj待定,
j = 1, 2, 3, · · · .
注注注 1 量化度量a(jp)的作用就是使得在第jp步要被

编码的状态不会溢出以原点为中心的边长为2a(jp)的超立

方体.而其更新规则f将会在后面具体给出.

注注注 2 Fj是编码映射, 它在k = jp时将系统(1)的输

出y(k)映射到码字h(jp)(j = 1, 2, · · · ). 注意编码映射Fj在

每一步都是不一样的, 它依赖于量化度量a(jp)的定义. 而

码字h(jp)是在jp时刻从大小为l的离散符号集H里挑选出

来. 函数Gj利用量化度量a(jp)和接收到的码字h(jp)设计

控制器.

定定定义义义 1 状态x ∈ Rn的编码就是从x的取值空

间到离散符号集H的映射: h : x → H ,这里h(x)表
示x的码字.

注注注 3 离散符号集H的大小是由信道的传输能力决

定的. 例如当信道每次传输ν个字节时, H的大小为2ν . 本文

有限容量的传输信道就体现在离散符号集H的大小是有限

的. 本文中不考虑噪音和时滞对信道的影响.

注注注 4 由于离散符号集H只有有限个码字,当状态限

制在一个区域内时,编码映射必定不是一一对应的,故信息

不能够实现精确的传输,亦即信息受限.

定定定义义义 2 系统(1)称为由容量为l的数字信道可

镇定, 若存在形式为式(3)(4)的编码器和解码–控制
器使得相应闭环系统的解x(k)满足

lim
k→∞

||x(k)||∞ = 0, (5)

并称满足式(5)的式(3)(4)为镇定的编码器和解码–控
制器.

下面引进状态的一致划分,它是对状态进行编码
的基础. 令Ba = {x ∈ Rn : ||x||∞ 6 a},其中a > 0
是常数. q是一个待定的正整数. 按如下方法将Ba划

分成qn个超立方体: 对于每一个i ∈ {1, 2,· · · , n},
将x的第i个分量xi按以下方式分成q个不交的区间:




I i
1(a) := {xi : −a 6 xi < −a +

2a

q
},

I i
2(a) := {xi : −a +

2a

q
6 xi < −a +

4a

q
},

...

I i
q(a) := {xi : a− 2a

q
6 xi < a},

(6)

则任给x ∈ Ba, 存在唯一的一组整数i1, i2, · · · , in
∈ {1, 2, · · · , q}使得x ∈ I1

i1
(a) × I2

i2
(a) × · · · ×

In
in

(a). 详细内容参见文献[1].

定义立方体I1
i1
(a)× I2

i2
(a)× · · · × In

in
(a)的中心

向量ηa(i1, i2, · · · , in):
[ −a +

(2i1 − 1)a
q

,−a +
(2i2 − 1)a

q
, · · · ,

−a +
(2in − 1)a

q

]T
.
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3 主主主要要要结结结果果果(Main results)
引引引理理理 1 存在常数µ > 0,对系统(1)的任意两个

解x1(k)和x2(k)有

‖x1(k + 1)−x2(k + 1)‖∞6µ‖x1(k)−x2(k)‖∞ (7)

成立,其中µ = ‖A‖∞ +
√

nα‖B‖∞, k = 1, 2, · · · .
引引引理理理 2 如果存在正定矩阵P ∈ Rn×n和矩阵

X ∈ Rn×s使得下面的LMI


−P PA−XC PB

ATP−CTXT α2In−P 0
BTP 0 −Im


 < 0 (8)

成立, 则存在正整数p及常数c(0 < c < 1)使得系
统(1)的解x(k)和系统(1)观测器的解x̃(k)满足:

‖x(k + p)− x̃(k + p)‖∞ 6 c‖x(k)− x̃(k)‖∞. (9)

其中系统(1)的观测器为



x̃(k + 1) = (A− LC)x̃(k) + Ly(k)+

Bφ(k, x̃(k), u(k)) + B1u(k),

x̃(0) = 0, L = P−1X.

(10)

引引引理理理 3 如果存在正定矩阵Z ∈Rn×n和矩阵Y

∈ Rt×n使得下面的LMI


−Z+BBT AZ+B1Y 0 0
(AZ+B1Y )T −Z ρ1Z ρ2Y

T

0 ρ1Z −ρ1In 0
0 ρ2Y 0 −ρ2It


<0 (11)

成立,其中ρ1 = α2 + αβ, ρ2 = β2 + αβ,则存在正
整数p1和常数c1 (0 < c1 < 1), 使得系统(1)在状态
反馈u(k) = Fx(k)作用下闭环系统的解x(k)满足

‖x(k + p1)‖∞ 6 c1‖x(k)‖∞, (12)

其中F = Y Z−1.

假定LMI(8)和(11)有解, 则由引理2和引理3知可
取正整数p及常数c(0 < c < 1)使得式(9)成立;
并可取到正整数p1和常数c1(0 < c1 < 1)使得
式(12)成立. 这里约定p > p1. 对于该正整数p及

常数c (0 < c < 1)有如下的定义:



m0 = sup
x0∈χ0

||x0||∞; a(p) = cm0 + µp m0;

a(jp)=
µp

q
a((j−1)p)+(cj +µpcj−1)m0,

j > 2.

(13)

下面给出本文的编码器和解码–控制器.

编编编码码码器器器 当

(x̃(jp)− x̄(jp)) ∈

I1
i1
(a(jp))×I2

i2
(a(jp))×· · ·×In

in
(a(jp)) ⊂ Ba(jp)

时,

h(jp) = {i1, i2, · · · , in}, (14)

其中x̄(k)是以下辅助系统的解:



x̄(0) = 0; x̄(k) = x̂(k), k 6= jp;
x̄(k+1)=Ax̄(k) + Bφ(k, x̄(k), u(k))+

B1u(k), k = jp− 1.

(15)

解解解码码码–控控控制制制器器器



x̂(0) = 0;
x̂(k+1)=Ax̂(k) + Bφ(k, x̂(k), u(k))+

B1u(k), k 6= jp− 1;
x̂(jp) = x̄(jp) + ηa(jp)(i1, i2, · · · , in);
u(k) = Fx̂(k).

(16)

其中 ηa(jp)(i1, i2, · · · , in) 是立方体 I1
i1
(a(jp)) ×

I2
i2
(a(jp))× · · · × In

in
(a(jp))的中心向量.

注注注 5 方程(13) (15)和(16)同时为编码器和解码–控

制器的一部分.

注注注 6 每隔p步系统(16)的状态会被接收到的信息更

新一次,而辅助系统(15)的作用就是用来存储系统(16)的旧

值.这一做法克服了极限x̂(jT − 0)在离散情况下无定义的

困难,它在以往文献中很少见.

定定定理理理 1 假定存在正定矩阵P ∈ Rn×n和矩

阵X ∈ Rn×s使得LMI(8)成立, 并且存在正定矩
阵Z ∈ Rn×n和矩阵Y ∈ Rt×n使得LMI(11)成立. 相
应可取正整数p及常数c(0 < c < 1)使得式(9)成立
和正整数p1和常数c1(0 < c1 < 1)使得式(12)成立.
并且p > p1. 则对于此正整数p及常数c(0 < c < 1),
当q > µp成立时, 对于任意的初始值x0 ∈ χ0, 上述
定义的编码器和解码–控制器(13)∼(16)渐近镇定系
统(1).

从定理1的证明可以看出, 当控制输入u(k) ≡
0时, 本文设计的编码器和解码–控制器能够渐近检
测系统(1)的状态.

推推推论论论 1 假定存在正定矩阵P ∈ Rn×n和矩

阵X ∈ Rn×s使得LMI(8)成立. 相应的可取正整数p

及常数c(0 < c < 1)使得式(9)成立. 同时令控制输
入u(k) ≡ 0. 则对于该正整数p及常数c(0 < c < 1),
当q > µp成立时, 对于任意的初始值x0 ∈ χ0, 系
统(1)的解x(k)满足

‖x(k)− x̂(k)‖∞ → 0, k →∞,

其中x̂(k)是系统(16)的解.
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4 数数数值值值例例例子子子(Simulations)
考察系统(1),其中

A=

[
1 0
0.4−1

]
, B=

[
1

−1

]
, B1 =

[
−2.8
−2

]
,

C =[1 1], φ=0.12

[
sin(x1(k))+sin(u(k))

e−k sin(x2(k))

]
.

(17)

易知非线性项φ(k, x(k), u(k))满足Lipstchiz条
件(2), 其中参数α = β = 0.12. 用MATLAB软件
的LMI工具箱可以求出LMI(8)和(11)的解(略), 并可
取得参数如下: 当p = p1 = 6时,

c = 0.7456, µ = 1.5697, c1 = 0.8649.

因µp = 14.9592,故依据定理可选取q = 21 > µp.

在本文给出的解密器和解密–控制器(13)∼(16)
的作用下闭环系统(17)的状态响应参见图2; 图3给
出了镇定传输过程中的码字.

图 2 闭环系统(17)的状态响应

Fig. 2 Response of the closed-loop(17)

图 3 镇定传输过程中的码字

Fig. 3 The codewords
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附附附录录录 主主主要要要结结结果果果的的的证证证明明明(Appendix Proof of
main results)

引理2的证明:

令e(k) = x(k)− x̃(k). 则

e(k + 1) =
h
AC B

i e(k)

∆φ(k)

!
, (18)

其中

AC = A− LC,

∆φ(k) = φ(k, x(k), u(k))− φ(k, x̃(k), u(k)).

构造Lyapunov函数V (e(k)) = (e(k))TPe(k), 则结合Lipst-
chiz条件(2)易知V (e(k))沿着系统(18)的差分满足

∆V (e(k)) 6
 

e(k)

∆φ(k)

!T

Ω

 
e(k)

∆φ(k)

!
. (19)

其中

Ω =
h
AC B

iT
P
h
AC B

i
+

"
α2In − P 0

0 −Im

#
. (20)

由Schur补定理知, Ω < 0等价于

2
64

−P PA− PLC PB

(PA− PLC)T α2In − P 0

(PB)T 0 − Im

3
75 < 0. (21)

令L = P−1X ,则不等式(8)确保(21)成立. 因此, λmax(Ω) <

0和∆V (e(k)) 6 λmax(Ω)‖e(k)‖22.
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由λmax(Ω) < 0,故可以取到充分小的正数δ1 > 0使得

下面两式同时成立

λmax(Ω) 6 −δ1 < 0, 0 < 1− δ1
λmax(P )

< 1. (22)

进而, ∆V (e(k)) 6 −δ1‖e(k)‖22 6 − δ1
λmax(P )

V (e(k)).由此

可得

‖e(k + p)‖∞ 6

s
n

λmax(P )

λmin(P )

„
1− δ1

λmax(P )

«p

‖e(k)‖∞,

由式(22)知,可取到正整数p > 1使得

0 < c =

s
n

λmax(P )

λmin(P )

„
1− δ1

λmax(P )

«p

< 1. (23)

则对上面选取的p不等式(9)成立. 证毕.

注注注 7 引理2的证明中用到了两种范数‖ · ‖2和‖ · ‖∞,
由于证明过程中利用了二次型的Lyapunov 函数, 故得到
的结论与‖ · ‖2有关, 但是另一方面, 状态的一致划分是依
据‖ · ‖∞定义的,关于‖ · ‖2的结论最终需转化到‖ · ‖∞.

注注注 8 引理3的证明与引理2类似可得,略.

定理1的证明:

首先证明

||x̃(jp)− x̄(jp)||∞ 6 a(jp), j = 1, 2, · · · (24)

成立.

由引理1的式(7)和引理2的式(9)知

‖x̃(p)− x̄(p)||∞ 6
||x̃(p)− x(p)||∞ + ||x(p)− x̄(p)||∞ 6
cm0 + µpm0 = a(p).

所以,当j = 1时式(24)成立. 假设式(24)在第j步时成立,可
证第j + 1步时仍成立. 事实上,

‖x((j + 1)p)− x̄((j + 1)p)‖∞ 6
µ‖x((j + 1)p− 1)− x̄((j + 1)p− 1)‖∞ =

µ‖x((j + 1)p− 1)− x̂((j + 1)p− 1)‖∞ 6
µ2‖x((j + 1)p− 2)− x̂((j + 1)p− 2)‖∞ 6

...

µp‖x(jp)− x̂(jp)‖∞;

‖x̃((j + 1)p)− x̄((j + 1)p)‖∞ 6
cj+1m0 + µp‖x(jp)− x̂(jp)‖∞ 6
cj+1m0 + µp‖x(jp)− x̃(jp)‖∞ + µp‖x̃(jp)− x̂(jp)‖∞ 6
cj+1m0 + µpcjm0 + µp‖x̃(jp)− x̂(jp)‖∞. (25)

又由归纳假设及式(16)知, x̃(jp) − x̄(jp)和x̂(jp) − x̄(jp) =

ηa(jp)(i1, i2, · · · , in)同在Ba(jp)的一个立方体内,故

‖x̃(jp)− x̂(jp)‖∞ 6 a(jp)

q
. (26)

故由式(25)和(26)知‖x̃((j + 1)p)− x̄((j + 1)p)‖∞ 6 a((j +

1)p).由数学归纳法知不等式(24)对于j = 1, 2, · · ·成立.

其次证明

‖x(k)− x̂(k)‖∞ → 0, k →∞. (27)

由于x̃(jp)− x̄(jp)和x̂(jp)− x̄(jp)同在Ba(jp)的一个小立方

体内及(9)知

||x(jp)− x̂(jp)||∞ 6
||x(jp)− x̃(jp)||∞ + ||x̃(jp)− x̂(jp)||∞ 6

cjm0 +
a(jp)

q
.

由q > µp及0 < c < 1知

‖x(jp)− x̂(jp)‖∞ → 0, j →∞. (28)

对于任意k ∈ {p, p + 1, · · · },存在正整数j0使得j0p 6 k <

(j0 + 1)p.由引理 1知

‖x(k)− x̂(k)‖∞ 6 µk−j0p‖x(j0p)− x̂(j0p)‖∞ 6
max

i∈{0,1,··· ,p−1}
{µi} ‖x(j0p)− x̂(j0p)|‖∞.

由上式和式(28)知式(27)成立.

最后证明

‖x̂(k)‖∞ → 0, k →∞. (29)

因为||ηa(jp)(i1, i2, · · · , in)||∞ 6 (q − 1)a(jp)

q
6 a(jp),

j ∈ Z+.故由式(16)中的第3个式子知

‖x̂(jp + p)‖∞ 6
‖x̄(jp + p)‖∞ + ‖ηa((j+1)p)(i1, i2, · · · , in)‖∞ 6
c1‖x̂(jp)‖∞ + a((j + 1)p).

迭代可得

‖x̂(jp + p)‖∞ 6 cj
1 ‖x̂(p)‖∞ +

jP
i=1

cj−i
1 a((i + 1)p). (30)

假定υ =
µp

q
和c 6= c1, c 6= υ. 由式(13)中a(jp)的定义并知

a(jp) = υa((j − 1)p) + cj−1a(p),

进而迭代可知

a(jp) =
υj − cj

υ − c
a(p). (31)

将式(31)代入式(30)并计算可得

‖x̂(jp + p)‖∞ 6

cj
1 ||x̂(p)||∞ + υ2 υj − cj

1

υ − c1
+ c2

cj
1 − cj

c1 − c
. (32)
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因为q > µp和0 < c, c1 < 1,所以由式(32)知

‖x̂(jp)‖∞ → 0, j →∞. (33)

由引理3知在状态反馈u(k) = Fx(k)作用下闭环系

统(1)的解x(k)满足

‖x(k)‖∞6
s

n
λmax(Q)

λmin(Q)

„
1− δ2

λmax(Q)

«
‖x(jp)‖∞,

jp < k < (j + 1)p. (34)

注意系统(16)除掉在k = jp时刻有一次跳跃, 在jp < k <

(j + 1)p时间段上是以状态反馈u(k) = F x̂(k)构成的闭环

系统运行的. 所以上述不等式(34)对于系统(16)在jp < k <

(j + 1)p时间段上仍成立. 也即:

‖x̂(k)‖∞6
s

n
λmax(Q)

λmin(Q)

„
1− δ2

λmax(Q)

«
‖x̂(jp)‖∞. (35)

从式(33)和式(35)可知式(29)是正确的.

由式(27)和式(29)知

||x(k)||∞ → 0, k →∞. (36)

这说明编码器和解码–控制器(13)∼(16)渐近镇定系统(1).

证毕.
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