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摘要:本文对控制能量存在约束条件下一类不稳定时滞过程的最优控制问题进行了探讨. 首先基于不稳定过程
的互质分解,由敏感度函数和控制敏感度函数定义了一个包含跟踪误差和控制能量在内的性能指标,然后应用谱分
解最小化该性能指标,从而为一类不稳定时滞过程导出了一种最优的控制器设计方法,可使系统在控制能量存在约
束时获得最优的控制性能.仿真研究进一步说明了该方法的有效性.
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Optimal control for a class of unstable time-delay processes
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Abstract: The optimal control problem is studied for a class of unstable time-delay processes under control-energy
constraint. Firstly, based on the prime factorization of unstable process, we define a performance index containing the
tracking error and plant input energy, which is represented by the sensitivity function and the control -sensitivity function.
Applying the spectral factorization to minimize the performance criterion, we derive an optimal controller design method
for a class of unstable time-delay processes, which can be used to obtain the optimal system performance under control
energy constraint. Finally, the validity of the proposed approach is confirmed by the simulation research.
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1 引引引言言言(Introduction)
工业过程控制领域中不稳定时滞系统的控制难

度比较大[1]. 其模型中不稳定极点的存在使得控制
系统的镇定非常困难;而纯滞后和非最小相位零点
的同时存在极大地限制了系统可以达到的最优性

能[2], 因此对不稳定时滞过程的控制得到了许多学
者的研究[3∼8].

ChenJie等人[9]研究了控制能量存在约束时的最

优跟踪和调节问题,发现系统可以达到的最优性能
不仅与控制对象的非最小相位零点、时滞和不稳定

极点有关,而且与对象在整个频段上的增益有关,但
该文没有对非最小相位零点和不稳定极点同时存在

条件下系统的最优性能进行研究.

本文通过谱分解最小化一个包含跟踪误差和控

制能量在内的积分平方性能指标,为一类不稳定时
滞过程的最优控制问题提供了一种实用的控制器设

计方法.

2 性性性能能能指指指标标标(Performance index)
单位反馈控制系统中, 设r(t), y(t), e(t), u(t) 分

别表示参考输入、系统输出、跟踪误差和控制输入,
C(s), G(s)分别表示控制器和实际的控制过程. 设
描述不稳定时滞过程的传递函数为

G(s) =
K

s(τs− 1)
e−θs. (1)

对控制对象的时滞部分作一阶Padé近似

e−θs =
1− θs/2
1 + θs/2

=
−s + c

s + c
, (2)

其中c = 2/θ. 则控制对象近似为:

G(s) =
K

s(τs− 1)
−s + c

s + c
. (3)

引入符号Φ代表一族稳定正则实有理的函数,
对G(s)进行互质分解

G(s) =
N(s)
M(s)

, N(s),M(s) ∈ Φ (4)
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使满足方程

N(s)X(s) + M(s)Y (s) = 1, X(s), Y (s) ∈ Φ. (5)

则使反馈系统达到内稳定的所有控制器C(s)的
集合可表示为

{C(s) =
X(s) + M(s)Q(s)
Y (s)−N(s)Q(s)

, Q(s) ∈ Φ}. (6)

基于这一参数化,系统敏感度函数和控制敏感度
函数可线性表示为

S(s) = M(s)(Y (s)−N(s)Q(s)), (7)

Su(s) = M(s)(X(s) + M(s)Q(s)). (8)

对式(3)进行分解,容易得到

N(s) =
K(−s + c)
(s + 1)3

, (9)

M(s) =
s(τs− 1)(s + c)

(s + 1)3
. (10)

由互质分解条件式(5),可得X(s), Y (s).

为表示简化,给出以下传递函数

M1(s) =
(τs− 1)(s + c)

(s + 1)3
. (11)

由于输入控制对象的控制能量是受限制的,所以
采用以下形式的性能指标[9]

J = (1− ε)
w ∞

0
e(t)2dt + ε

w ∞
0

u(t)2dt. (12)

其中: 0 6 ε 6 1 ,用来作为目标跟踪和控制能量约
束相对重要性的权重.

由于系统参考输入为单位阶跃信号, 根据Parse
val定理,则性能指标可写为

J =(1−ε)
w +∞

−∞
|S(jω)|2

ω2
dω+ε

w +∞

−∞
|Su(jω)|2

ω2
dω.

(13)

3 最最最优优优设设设计计计(Optimal design)
将式(7)和式(8)代入式(13),性能指标可写为

J =

(1−ε)
w +∞

−∞
|M1(jω)(Y (jω)−N(jω)Q(jω))|2dω+

ε
w +∞

−∞
|M1(jω)(X(jω) + M(jω)Q(jω))|2dω. (14)

对上式中积分项完成平方运算, 可得被积函数
中|Q(jω)|2的系数项可表示为

COEF(s) = M1(s)M1(−s)[εM(s)M(−s) +

(1− ε)N(s)N(−s)]. (15)

可以证明该系数项有一个谱分解因式,则有

H(s)H(−s) = COEF(s). (16)

按照文献[10, p467]介绍的方法, J可写为以下形

式:

J =
w +∞

−∞
|Q(jω)H(jω) +

F (jω)
H(−jω)

|2dω +

D(jω)− | F (jω)
H(−jω)

|2dω. (17)

其中:

F (s) = M1(s)M1(−s)[−(1− ε)Y (s)N(−s) +

εX(s)M(−s)], (18)

D(s) = M1(s)M1(−s)[(1− ε)Y (s)Y (−s) +

εX(s)X(−s)]. (19)

由于式(17)被积函数中第2项与第3项之和的积
分是一个有限值,这样性能指标的大小仅与被积函
数中的第1项有关, J的最小化可通过最小化下式来

实现:

‖Q(jω)H(jω) +
F (jω)

H(−jω)
‖2

2. (20)

根据文献[10]中引理16.2, 上式的最小化可以通
过Q(s)作以下取值来获得:

Qoptimal(s) =− 1
H(s)

{ F (s)
H(−s)

}stablepart. (21)

将以上最优的Q(s)值代入参数化公式(6), 便可
以得到控制能量约束条件下最优的控制器.

需要说明的是, 以上所给出的设计方法在τ >

θ/2时,也即控制对象的右半平面的极点要小于零点
时才可以采用, 否则不存在稳定的控制器对该控制
对象实现镇定.

4 仿仿仿真真真研研研究究究(Simulation research)
假设不稳定时滞过程具有以下的传递函数[5]:

G(s) =
1

s(s− 1)
e−0.5s. (22)

根据以上设计方法, 对于ε = 0, ε = 1/3,
ε = 2/3和ε = 1, 4个不同取值, 可以得到4个相应
的最优控制器.

4.1 时时时间间间响响响应应应(Time response)
对于每一个最优控制器和该控制对象所组成的

闭环控制系统,控制输入u和系统输出y对于单位阶

跃参考输入的时间响应曲线分别如图1和图2所示.
显然,随着ε取值的增大,控制输入量的大小在减小,
而系统的跟踪误差在加大.

两种极限取值中当ε = 0时,便对控制能量没有
任何约束, 控制任务是获取最佳的跟踪性能; 而当
取ε = 1时, 对控制系统的目标跟踪没有任何要求,
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所需控制能量仅用于镇定不稳定对象,也即是使系
统实现内稳定的最小能量.

图 1 控制输入的时间响应曲线

Fig. 1 Response curves of control input

图 2 系统输出的时间响应曲线

Fig. 2 Response curves of system output

4.2 最最最优优优性性性能能能(Optimal performance)
从时间t = 0 ∼ 20 s, 对每个最优控制器和控

制对象构成的闭环系统的控制变量u(t)和跟踪误
差e(t)进行数字平方积分, 可以得到相应的最优控
制能量Pu和跟踪性能Pe,再对其进行相应的加权运
算可以得到最优的性能值P ,分别列于表1中.

表 1 对应于不同ε取值的最优控制性能

Table 1 Optimal control performance for different ε

ε
性能

0 1/3 2/3 1

Pe 4.961 14.61 25.66 —
Pu 171.6 43.16 32.70 21.85
P 4.961 24.10 30.32 21.85

通过仿真可以验证,当改变某个最优控制器中的
任一参数时, 所得的性能值都将比表中相应的最优

性能值要大,所以本文设计方法可使系统在能量约
束条件下具有最优性.

5 结结结论论论(Conclusion)
本文为控制能量存在约束时一类不稳定时滞系

统的最优控制问题提供了一种最优的控制方法, 可
使系统在控制能量约束条件下具有最优的控制性

能,对于实际中不稳定时滞控制系统的设计具有一
定的指导意义和应用价值.
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