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摘要:研究了具有扇形有界非线性的中立型时滞系统的绝对稳定性. 利用新的Lyapunov-Krasovskii泛函,基于线
性矩阵不等式得到了保守性低的稳定性结果.从而给出了该系统的新的绝对稳定的法则.最后用数值算例来演示所
得到的结论的可行性与较低的保守性. 文中也考虑了不确定性中立型时滞系统,他们的不确定性必须是范数有界
的,但可以是时变的.
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Abstract: The absolute stability of neutral delay systems with sector-bounded nonlinearity is studied. Using new
Lyapunov-Krasovskii functional, we derive the less conservative stability conditions for such systems based on linear matrix
inequalities(LMIs), and present a novel absolute stability criterion for these systems. A numerical example is provided to
show that the proposed criterion significantly extends the allowable upper limit of the delay size over the corresponding
limits in some other existing criteria in the literature. We also consider the uncertain neutral delay systems, for which the
uncertainties are norm-bounded but parameters are allowed to be time varying.
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1 引引引言言言(Introduction)
带有扇形有界非线性的滞后型时滞系统的绝

对稳定问题已经在文献[1]中得到研究. 本文在文
献[1]中的基础上推广了带有扇形有界非线性的中
立型时滞系统的绝对稳定性问题.

基于LMI方法, 利用改进的Lyapunov-Krasovskii
泛函,得到了此类系统的新的绝对稳定性法则.在最
后, 用两个数值算例来验证了本文所得到的结论的
可行性与较低的保守性. 而且在本文中,还考虑了不
确定中立型时滞系统的绝对稳定性问题.所考虑的
不确定性是范数有界的且可能是时变的.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem statement)
考虑下列带有扇形有界非线性的中立型时滞系

统:





ẋ(t) = Ax(t) + Bx(t− h) + Cẋ(t− h)+

Dω(t),∀t > t0,

ω(t) = −ϕ(t, z(t)),

z(t) = Mx(t) + Nx(t− h),

x(t0 + θ) = φ(θ),∀θ ∈ [−h, 0].

(1)

这里: x(t) ∈ Rn是状态向量, ω(t) ∈ Rn是输

入向量, z(t) ∈ Rn是系统的输出向量. h > 0为
延时. φ(·)是初始条件, A,B, C, D, M和N是已知

的实矩阵. ϕ(t, z(t))是一个可记忆的, 可以是时
变的非线性向量函数, 且对于t是分段连续的, 对
于z(t)是全局Lipschitz的, ϕ(t, 0) = 0并且对于t ∈
[t0,∞),∀z(t) ∈ Rn来说满足下列扇形条件:

[ϕ(t, z(t))−K1z(t)]T[ϕ(t, z(t))−K2z(t)] 6 0. (2)
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这里: K1∈Rn和K2∈Rn是常矩阵, K =K2−K1

是一个正定对称矩阵. 在文献[2]中, 这样的一个非
线性函数ϕ(t, z(t))被称为属于扇形[K1,K2] . 滞后
型时滞系统的绝对稳定性的定义如文献[1]所示. 在
这里将引入中立型时滞系统的绝对稳定性的定义:

定定定义义义 1 如果系统(1)对于任意满足式(2)的非
线性函数ϕ(·)都是全局一致渐近稳定的, 那么该系
统被称为在扇形[K1,K2]中是绝对稳定的.

在陈述主要结论之前,首先介绍下列引理.

引引引理理理 1 [3](S-procedure) 令Fi = FT
i ∈ Rn×n,

i = 0, 1, 2, · · · , p. 如果存在标量εi > 0, i = 0, 1, 2,

· · · , p使得F0 −
p∑

i=1

εiFi > 0成立,那么对于所有满

足ξTFiξ > 0的ξ 6= 0, 这个式子ξTF0ξ > 0是成立
的. 进一步,对于p = 1,这两个式子是等价的.

引引引理理理 2 [4] 对于任意对称矩阵Q ∈ Rm×m, Q =
QT > 0,当有γ > 0时,向量函数ω : [−γ, 0] → Rn有

下列积分,那么

γ
w 0

−γ
ωT(β)Qω(β) dβ 6

(
w 0

−γ
ω(β) dβ)TQ(

w 0

−γ
ω(β) dβ).

引引引理理理 3 [5] 对于给定的具有适当维数的矩阵Q

= QT,H, E和R = RT > 0, 对于所有满足FTF 6
R的矩阵F ,

Q + HFE + ETFTHT < 0

成立,当且仅当存在ε > 0使得

Q + εHHT + ε−1ETRE < 0.

3 主主主要要要结结结论论论(Main results)
首先,将给出下列的限制条件:

假假假设设设 1 矩阵C的所有特征值都在单位圆内.

在这首先考虑当非线性函数ϕ(t, z(t))属于特殊
的扇形[0,K]时的条件.因此可以获得下列不等式:

ϕT(t, z(t))[ϕ(t, z(t))−Kz(t)] 6 0. (3)

定定定理理理 1 在假设1的情况下,对于给定的h > 0,
如果存在ε > 0,正定对称矩阵

Q =




Q11 Q12 Q13 Q14

∗ Q22 Q23 Q24

∗ ∗ Q33 Q34

∗ ∗ ∗ Q44


 , R =




R11 R12 R13

∗ R22 R23

∗ ∗ R33


 ,

W =

[
W11 W12

∗ W22

]
, S =




S11 S12 S13 S14 S15

∗ S22 S23 S24 S25

∗ ∗ S33 S34 S35

∗ ∗ ∗ S44 S45

∗ ∗ ∗ ∗ S55




,

P1, P2, 以及矩阵Y, Mi(i = 1, · · · , 8)使得下列线性
矩阵不等式成立:

Φ0 =




Φ11 Φ12 Φ13 Φ14 Φ15 Φ16 Φ17 Φ18 Φ19 − εMTKT + P1D

∗ Φ22 Φ23 Φ24 Φ25 0 Φ27 S15 −M2 P2D

∗ ∗ Φ33 Φ34 Φ35 Φ36 Φ37 Φ38 Φ39 − εNTKT

∗ ∗ ∗ Φ44 Φ45 −Q24 Φ47 S25 −M4 0
∗ ∗ ∗ ∗ Φ55 Φ56 − ST

35 − S55 Φ59 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −Q44 Φ67 S45 −M6 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ − 1/hR11 − 1/hR13 Φ79 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ − 1/hR33 Φ89 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ − 1/hR22 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ − 2εI




< 0. (4)

式中:

Φ11 = M1 + MT
1 + P1A + ATP1 + Q11 +

hR11 + S13 + ST
13,

Φ12 = S11 − P1 + ATP2 +

MT
2 + Q12 + hR12 + h2W11,

Φ13 = P1B −M1 + MT
3 − S13 + S15 +

ST
23 + Q13 + hR13,

Φ14 = P1C + MT
4 + S12 + Q14 + hW12,

Φ15 = MT
5 + S34 − S15,

Φ16 = MT
6 + S14 − hW12, Φ17 = MT

7 + S33,

Φ18 = MT
8 + S35, Φ19 = −M1 − hW11,

Φ22 = −P2 − PT
2 + Q22 + hR22,

Φ23 = P2B −M2 + S12 + Q23 + hR23 + W12,

Φ24 = P2C + Q24, Φ25 = S14 − hW12,

Φ27 = S13 − hW11,

Φ33 = −Q11 −M3 −MT
3 + Q33 + hR33 −
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S23 − ST
23 + S25 + ST

25,

Φ34 = −MT
4 −Q12 + Q34 + W22 + S22,

Φ35 = −MT
5 − S25 − S34 + ST

45 −Q13,

Φ36 = S24 −MT
6 −Q14 −W22,

Φ37 = −S33 + ST
35 −MT

7 ,

Φ38 = S55 − S35 −MT
8 ,

Φ39 = −M3 −WT
12, Φ44 = −Q22 + Q44,

Φ45 = S24 −Q23 −W22,

Φ47 = −WT
12 + S23,

Φ55 = −Q33 − S45 − ST
45,

Φ56 = −Q34 + S44 + W22,

Φ59 = −M5 −WT
12, Φ67 = ST

34 + WT
12,

Φ79 = −1/hR12 −M7 + W11,

Φ89 = −1/h×RT
23 −M8.

证证证 注xt =x(t+θ),−2h6θ60,并且Lyapunov-
Krasovskii泛函如下:

V (xt) : =




x(t)
x(t− h)w t

t−h
x(s) ds

x(t− 2h)w t−h

t−2h
x(s) ds




T

S




x(t)
x(t− h)w t

t−h
x(s) ds

x(t− 2h)w t−h

t−2h
x(s) ds




+
w 0

−h

w t

t+θ




x(s)
ẋ(s)

x(s− h)




T

R




x(s)
ẋ(s)

x(s− h)


 dsdθ +



w 0

−h

w t

t+θ
ẋ(s) dsdθ

w t

t−h
ẋ(s− h) ds




T

W



w 0

−h

w t

t+θ
ẋ(s) dsdθ

w t

t−h
ẋ(s− h) ds


 +

w t

t−h




x(s)
ẋ(s)

x(s− h)
ẋ(s− h)




T

Q




x(s)
ẋ(s)

x(s− h)
ẋ(s− h)


 ds.(5)

注意零初始条件,即x(t) = 0,∀t 6 0,根据引理1与引理2,计算V (xt)沿着系统(1)的时间导数:

V̇ (xt) 6




x(t)
x(t− h)w t

t−h
x(s) ds

x(t− 2h)w t−h

t−2h
x(s) ds




T

S




ẋ(t)
ẋ(t− h)

x(t)− x(t− h)
ẋ(t− 2h)

x(t− h)− x(t− 2h)




+

2[xT(t)PM1P + ẋT(t)PM2P + xT(t− h)PM3P + ẋT(t− h)PM4P + xT(t− 2h)PM5P +

ẋT(t− 2h)PM6P +(
w t

t−h
x(s) ds)TPM7P +(

w t

t−h
x(s) ds)TPM8P ][x(t)−x(t−h)−

w t−h

t−2h
ẋ(s) ds] +

2[xT(t)P1 + ẋP2][−ẋ(t) + Ax(t) + Bx(t− h) + Cẋ(t− h) + Dω(t)] +



x(t)
ẋ(t)

x(t− h)
ẋ(t− h)




T

Q




x(t)
ẋ(t)

x(t− h)
ẋ(t− h)


−




x(t− h)
ẋ(t− h)
x(t− 2h)
ẋ(t− 2h)




T

Q




x(t− h)
ẋ(t− h)
x(t− 2h)
ẋ(t− 2h)


 + h




x(t)
ẋ(t)

x(t− h)




T

R




x(t)
ẋ(t)

x(t− h)


−




w t

t−h
x(s) ds

w t

t−h
ẋ(s) ds

w t−h

t−2h
x(s) ds




T

1/hR




w t

t−h
x(s) ds

w t

t−h
ẋ(s) ds

w t−h

t−2h
x(s) ds




2


hx(t)−

w t

t−h
x(s) ds

x(t− h)− x(t− 2h)




T

W


hẋ(t)−

w t

t−h
ẋ(s) ds

ẋ(t−h)−ẋ(t−2h)


=ζTΩζ,

式中:

ζ =
[
xT(t) ẋT(t) xT(t−h) ẋT(t−h) xT(t−2h)

ẋ(t−2h)
w t

t−h
xT(s) ds

w t

t−h
xT(s) ds

w t

t−h
xT(s) ds ωT(t)

]T

,
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Ω =




Φ11 Φ12 Φ13 Φ14 Φ15 Φ16 Φ17 Φ18 Φ19 P1D

∗ Φ22 Φ23 Φ24 Φ25 0 Φ27 S15 −M2 P2D

∗ ∗ Φ33 Φ34 Φ35 Φ36 Φ37 Φ38 Φ39 0
∗ ∗ ∗ Φ44 Φ45 −Q24 Φ47 S25 −M4 0
∗ ∗ ∗ ∗ Φ55 Φ56 − ST

35 − S55 Φ59 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −Q44 Φ67 S45 −M6 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ − 1/hR11 − 1/hR13 Φ79 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ − 1/hR33 Φ89 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ − 1/hR22 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ 0




.

这里Φij(i, j = 1, · · · , 9)如式(4)所定义. 根据
Lyapunov稳定性定理, 系统(1)的绝对稳定的充分
条件为:

V̇ (xt) 6 ζTΩζ < 0, (6)

根据式(3),可以获得下列不等式:

ωT(t)ω(t) + ωT(t)[Mx(t) + Nx(t− h)] < 0. (7)

很容易发现,如果存在ε > 0使得下列不等式存在
时,

ζTΩζ + 2ε{−ωT(t)ω(t)−
ωT(t)[Mx(t) + Nx(t− h)]} < 0, (8)

则由S-procedure,即有

ζTΦ0ζ < 0.

因此最终获得了系统(1)的绝对稳定性条件是
不等式(4)成立. 证毕.

注注注 1 在定理1中,当D = 0时,就得到了稳定性条件.

考虑满足更普通的扇形条件[K1,K2]的扇形有
界的非线性ϕ(t, z(t)),在这里记ϕ̂(t, z(t))为:

ϕ̂(t, z(t)) = ϕ(t, z(t))−K1z(t), (9)

因此利用式(9)的变换,原始系统可以改写为下列
形式:



ẋ(t)=(A−DK1M)x(t)+(B−DK1N)x(t−
h) + Cẋ(t− h) + Dω̂(t),∀t > t0,

ω̂(t) = −ϕ̂(t, z(t)).

(10)

其余部分如公式(1)所示.

把扇形[K1,K2]换为[0,K2 − K1]. 对于∀ ∈
[0,∞),∀z(t) ∈ Rn,ϕ̂(t, z(t))满足下式:

ϕ̂T(t, z(t))[ϕ̂(t, z(t))− (K2 −K1)z(t)] 6 0, (11)

考虑系统(10), 再根据定理1, 可以推得下列推
论:

推推推论论论 1 在满足定理1的条件下, 有下列线性
矩阵不等式成立:

Φ̂ =




Φ̂11 Φ̂12 Φ̂13 Φ14 Φ15 Φ16 Φ17 Φ18 Φ19 −εMT(K2 −K1)T + P1D

∗ Φ22 Φ̂23 Φ24 Φ25 0 Φ27 S15 −M2 P2D

∗ ∗ Φ33 Φ34 Φ35 Φ36 Φ37 Φ38 Φ39 −εNT(K2 −K1)T

∗ ∗ ∗ Φ44 Φ45−Q24 Φ47 S25 −M4 0
∗ ∗ ∗ ∗ Φ55 Φ56 −ST

35 −S55 Φ59 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −Q44 Φ67 S45 −M6 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −1/hR11−1/hR13 Φ79 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −1/hR33 Φ89 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −1/hR22 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −2εI




< 0, (12)

式中:

Φ̂11 = M1 + MT
1 + P1(A−DK1M) + (A−DK1M)TP1 + Q11 + hR11 + S13 + ST

13,

Φ̂12 = S11 − P1 + (A−DK1M)TP2 + MT
2 + Q12 + hR12 + h2W11,

Φ̂13 = P1(B −DK1N)−M1 + MT
3 − S13 + S15 + ST

23 + Q13 + hR13,
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Φ̂23 = P2(B −DK1N)−M2 + S12 + Q23 + hR23 + W12,

且其他的Φij(i, j = 1, · · · , 9) 如(4)所定义. 那
么带有满足(2)的非线性的系统(10)是绝对稳定的.

考虑带有满足式(3)的扇形有界的非线性
ϕ(t, z(t))的不确定中立型时滞系统,如下所描述:

ẋ(t)=(A+∆A(t))x(t)+(B+∆B(t))x(t−h)+

(C + ∆C(t))ẋ(t−h)+(D+∆D(t))ω(t),

∀t > t0, (13)

其余部分如公式(1)所示.

这里考虑如下所描述的范数有界的不确定性:

[∆A(t) ∆B(t) ∆C(t) ∆D(t)] =

HF (t)[Φa Φb Φc Φd ]. (14)

这里F (t)是未知的可以是时不变的矩阵且满
足下式:

σmax(F (t)) 6 1, (15)

且H, Φa, Φb, Φc和Φd是已知的实矩阵.

假假假设设设 2

‖ C ‖ + ‖ H ‖‖ Φc ‖6 1.

利用前面提到的方法和引理2, 能够推得下面
的结论.

推推推论论论 2 在假设2的情况下,在满足定理1的条
件下,如果存在λ > 0 ,有下列线性矩阵不等式成
立:

Φ̄=




Φ̄11 Φ12 Φ̄13 Φ̄14 Φ15 Φ16 Φ17 Φ18 Φ19 −εMTKT+P1D+λΦT
a Φd P1H

∗ Φ22 Φ23 Φ24 Φ25 0 Φ27 S15 −M2 P2D P2H

∗ ∗ Φ̄33 Φ̄34 Φ35 Φ36 Φ37 Φ38 Φ39 −εNTKTλΦT
b Φd 0

∗ ∗ ∗ Φ̄44 Φ45−Q24 Φ47 S25 −M4 λΦT
c Φd 0

∗ ∗ ∗ ∗ Φ55 Φ56 −ST
35 −S55 Φ59 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −Q44 Φ67 S45 −M6 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −1/hR11−1/hR13 Φ79 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −1/hR33 Φ89 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −1/hR22 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −2εI + λΦT

d Φd 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −λI




<0, (16)

式中:

Φ̄11 = Φ11 + λΦT
a Φa, Φ̄13 = Φ13 + λΦT

a Φb,

Φ̄14 = Φ14 + λΦT
a Φc, Φ̄33 = Φ33 + λΦT

b Φb,

Φ̄34 = Φ34 + λΦT
b Φc, Φ̄44 = Φ44 + λΦT

c Φc.

且其他的Φij(i, j = 1, · · · , 9)如式(4)所定义. 那么
带有满足(3)的非线性的系统(13)是绝对稳定的.

证证证 将不等式(4)中系统矩阵A,B, C与D分别

用相应的A+∆A(t), B +∆B(t), C +∆C(t)与D+
∆D(t)代替,得到的不等式与下面的不等式等价:

Φ0 + ηFθ + θTFTηT < 0. (17)

这里:

η = [HTP1 HTP2 0 0 0 0 0 0 0 0],

θ = [Φa 0 Φb Φc 0 0 0 0 0 Φd ].

依据引理2, 对于(13)保证(17)成立的充分条件

是存在一个正数λ > 0使得

Φ0 + λ−1ηηT + λθTθ < 0. (18)

根据Schur补性质[6],式(18)与式(16)是等价的.

证毕.

4 数数数值值值算算算例例例(Numerical examples)
例例例 1 考虑式(13)中的不确定中立型时滞系统,

其中的系统矩阵如下所示:

A =

[
−2 −1

0.5 0.2

]
, B =

[
0.5 1

−0.1−0.8

]
,

C =

[
0.1 0
0 0.1

]
, D =

[
−0.5 0

0 0.2

]
,

M =

[
0.4 0
0 0.5

]
, N =

[
0.2 0
0 0.3

]
,

Φa = [0 0.5], Φb = [0.1 0.2],

Φc = [0.1 0], Φd = 0.1,
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K =

[
0.1 0
0 0.2

]
,H =

[
0.1
0

]
.

根据推论2,可得此系统最大允许时滞为h = 1.16.

这说明本文中所的结论是可行的.

例例例 2 考虑式(1)中D = 0的中立型时滞系统

A=

[
−1.7073 0.6856

0.2279 − 0.6368

]
,

B=

[
−2.5026 − 1.0540
−0.1856 − 1.5715

]
,

C =

[
0.0558 0.0360
0.2747 − 0.1084

]
.

根据文献[7,8]中所使用的方法,最大的允许时
滞相应的分别为0.6189, 0.5735, 而根据本文中的
结论最大的允许时滞h是0.7510. 因此, 对于这个
例子来说, 本文所得到的时滞相关的稳定性条件
的保守性较低.
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