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摘要:研究了具有范数有界不确定性的广义系统的弹性H∞控制问题.首先证明了广义系统的有界实引理可以用
一个严格的线性矩阵不等式来描述. 在此基础上,针对控制器存在加性摄动的情形,以严格线性矩阵不等式约束条
件给出了弹性H∞状态反馈控制器存在的充分必要条件,并给出了控制器的显式表示. 算例验证了本文方法的可行
性.
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Abstract: The problem of the resilient H-infinity control for descriptor systems with norm-bounded uncertainty is
considered. It is shown that the bounded real lemma for the nominal descriptor system can be described by a strict linear
matrix inequality. Based on this new bounded real lemma, the sufficient and necessary conditions for the existence of the
resilient H-infinity state-feedback controller under the additive perturbation is presented in the form of a strict linear matrix
inequality. The explicit expression for the desired controller is also given. Numerical examples are given to demonstrate
the effectiveness of the proposed methods.
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1 引引引言言言(Introduction)
广义系统在许多领域有着广泛的应用, 如经济

系统、大规模系统、生物工程和航空航天技术等. 由
于广义系统能够描述比正常系统更加广泛的一类

问题,因而受到许多学者的关注,并取得了许多研究
成果[1∼4]. 另一方面, H∞控制弥补了经典控制理论

在实际应用中的某些不足, 具有广泛的实用性, 已
发展成为控制理论重要的分支之一.因此,对于广义
系统H∞控制问题的研究,具有重要的理论和应用价
值[5,6].

文献[5]以一组矩阵不等式的形式给出了广义系
统的有界实引理, 但该结论中含有半正定矩阵及等
式约束, 使其在用于数值运算时存在一定的困难.
文献[6]用严格线性矩阵不等式方法设计了H∞状态

反馈控制器, 但在其考虑的不确定广义系统中, 矩
阵E是一个特殊矩阵, 且控制器增益中不含增益摄
动.文献[7]指出,现有的控制器设计方法在控制器存
在参数摄动时可导致闭环系统失稳,因此,在设计控

制器时, 限制控制器增益在一定范围内变化就显得
很有意义.

本文针对控制器存在加性摄动的情形,研究了具
有范数有界的不确定性广义系统的弹性H∞控制问

题.首先以严格线性矩阵不等式的形式给出了标称
广义系统容许且具有H∞性能指标的充要条件.然后
以严格线性矩阵不等式的形式给出了不确定广义系

统存在弹性H∞状态反馈控制器的充要条件,并给出
了控制器的显式表示. 最后,通过仿真算例验证了本
文结论的可行性．

2 问问问题题题描描描述述述(Problem statement)
考虑如下的不确定广义系统:



Eẋ(t) = (A + ∆A)x(t) + (B+
∆B)u(t) + Bww(t),

z(t) = (C + ∆C)x(t) + (D + ∆D)u(t),
(1)

其中: x(t) ∈ Rn为状态向量, u(t) ∈ Rm为控制输入

向量, z(t) ∈ Rs为被控输出向量, w(t) ∈ Rl为干扰
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输入向量. E ∈ Rn×n且0 < rank(E)= r <n, A,B,

Bw, C, D为已知适维常矩阵. ∆A,∆B,∆C, ∆D为

常矩阵,表征系统的不确定性,并且具有如下结构:[
∆A ∆B

∆C ∆D

]
=

[
E1

E2

]
F (t) [H1 H2] , (2)

其中: E1, E2,H1,H2为适当维数的已知常数矩阵,
F (t)∈Ri×j为不确定实时变距阵,且满足F (t)TF (t)
6 I .

当u(t) = 0时,系统(1)的标称广义系统如下:{
Eẋ(t) = Ax(t) + Bww(t),
z(t) = Cx(t).

(3)

定定定义义义 1 [9] 如果式(3)正则、脉冲自由且稳定,那
么称广义系统(3)是容许的.

考虑弹性状态反馈控制器

u(t) = (K + ∆K)x(t), (4)

其中K ∈ Rm×n是要设计的状态反馈控制器增益.
控制器增益摄动∆K满足

∆K = E3F1(t)H3, F1(t)TF1(t) 6 I. (5)

式中: E3,H3为适当维的已知实矩阵, F1(t)为不确
定实时变距阵.

系统(1)在弹性状态反馈控制器(4)作用下的闭环
系统如下:{

Eẋ(t) = Āx(t) + Bww(t),
z(t) = C̄x(t).

(6)

其中:

Ā = A + ∆A + (B + ∆B)(K + ∆K),

C̄ = C + ∆C + (D + ∆D)(K + ∆K).

定定定义义义 2 若系统(1)在控制器(4)作用下的闭环
系统(6)满足

1) 当w(t) = 0时,闭环系统(6)是容许的;

2) 具有H∞性能指标γ, 即从干扰输入w(t)到受
控输出z(t)的传递函数满足

‖Gzw(s)‖∞ < γ.

这里: Gzw(s) = C̄(sE − Ā)−1Bw, γ 为给定的正常

数, 则称控制器(4)为不确定广义系统(1)的弹性H∞
状态反馈控制器.

引引引理理理 1 [5] 标称广义系统(3)是容许的且具
有H∞性能指标γ 的充分必要条件是存在矩阵Y ,
满足

Y ET = EY T > 0, (7)

Y AT+AY T+BwBT
w +γ−2Y CTCY T <0. (8)

引引引理理理 2 [10] 设Y, H, E具有适当维数的常数矩

阵,而且Y是对称矩阵,则对任意满足FTF 6 I的矩

阵F , Y + HFE + ETFTHT < 0的充要条件是,存
在常数ε > 0,使得Y + εHHT + ε−1ETE < 0成立.

3 主主主要要要结结结果果果(Main results)
定定定理理理 1 标称广义系统(3)是容许的且具有H∞

性能指标γ的充分必要条件是存在正定对称矩

阵P以及矩阵R,使得

Ω :=




AWT + WAT ∗ ∗
CWT −γ2I ∗
BT

w 0 ∗


 < 0, (9)

其中W = EP + RTS, S ∈ R(n−r)×n为任意满

足SET = 0的行满秩矩阵.

证证证 充分性: 令W = Y . 因为P为正定对称矩

阵且SET = 0, 所以式(7)成立. 再根据不等式(9)及
Schur补引理, 可知不等式(8)成立. 由引理1, 充分性
得证.

必要性: 设标称广义系统(3)容许且具有H∞性能

指标γ,则存在非奇异矩阵M和N ,使得

MEN =

[
Ir 0
0 0

]
, MAN =

[
A1 0
0 In−r

]
,

其中A1 ∈ Rr×r为Schur稳定矩阵. 记

MBw = [BT
w1 BT

w2]
T, CN = [C1 C2],

可以推得

C(sE −A)−1Bw =C1(sIr −A1)−1Bw1 − C2Bw2.

由文献[8]知,存在正定对称矩阵Q1使得[
A1Q

T
1 + Q1A

T
1 + Bw1B

T
w1

C1Q
T
1 − C2Bw2B

T
w1

Q1C
T
1 −Bw1B

T
w2C

T
2

−γ2I + C2Bw2B
T
w2C

T
2

]
< 0. (10)

令

Q = M−1

[
Q1 −Bw1B

T
w2

0 −Bw2B
T
w2 − αI

]
NT,

由不等式(10)可得

QAT + AQT + BwBT
w + γ−2QCTCQT < 0,

(11)

进一步地,在不等式(11)中矩阵Q可以写成

Q = M−1

[
I 0
0 0

]
N−1N

[
Q1 0
0 Q2

]
NT +
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M−1

[
−Bw1B

T
w2Q

−1
3

−(Bw2B
T
w2 + αI)Q−1

3

]
[0 Q3]NT =

EN

[
Q1 0
0 Q2

]
NT +

M−1

[
−Bw1B

T
w2Q

−1
3

−(Bw2B
T
w2 + αI)Q−1

3

]
[0 Q3]NT,

其中: Q2 ∈ R(n−r)×(n−r)为任意正定矩阵, Q3 ∈
R(n−r)×(n−r)为任意非奇异矩阵. 令

P = N

[
Q1 0
0 Q2

]
NT, S = [0 Q3]NT,

R =

[
−M−1Bw1B

T
w2Q

−1
3

−M−1(Bw2B
T
w2 + αI)Q−1

3

]
.

根据不等式(11)和Schur补引理知,存在正定对称
矩阵P以及矩阵R ,使得不等式(9)成立,又由N为特

定的非奇异矩阵, Q3为任意的非奇异矩阵,且

SET =[0 Q3]NTET =[0 Q3]

[
Ir 0
0 0

]
M−T,

知S ∈ R(n−r)×(n)为任意满足SET = 0的行满秩矩
阵. 必要性得证.

注注注 1 定理1给出了标称广义系统(3)的一个新的有界

实引理. 通过将引理1中的矩阵Y改写为EP +RTS,该结论

消除了引理1中的等式和半正定矩阵约束,从而可以直接应

用MATLAB软件中的LMI工具箱求解.

下面在定理1的基础上, 给出了不确定广义系
统(1)存在弹性H∞状态反馈控制器的一个充分必要

条件.

定定定理理理 2 不确定广义系统(1)存在弹性H∞状态

反馈控制器的充分必要条件是, 存在正定对称矩
阵P和矩阵R, Z 以及常数ε1, ε2 > 0,使得

Ξ =




Ξ11 ∗ ∗ ∗ ∗
Ξ21 Ξ22 ∗ ∗ ∗
BT

w 0 −I ∗ ∗
Ξ41 0 0 Ξ44 ∗

H3W
T 0 0 0 −ε2I




< 0, (12)

其中:

Ξ11 =sym(AWT+BZ)+ε1E1E
T
1 +ε2BE3E

T
3 BT,

Ξ21 = CWT + DZ + ε1E2E
T
1 + ε2DE3E

T
3 BT,

Ξ22 = −γ2I + ε1E2E
T
2 + ε2DE3E

T
3 DT,

Ξ41 = H1W
T + H2Z + ε2H2E3E

T
3 BT,

Ξ44 = −ε1I + ε2H2E3E
T
3 HT

2 ,

W = EP + RTS为非奇异矩阵, S ∈ R(n−r)×n为

任意满足SET = 0的行满秩矩阵, sym(AWT +
BZ) = AWT + BZ + WAT + ZTBT, 并
且相应的弹性H∞状态反馈控制器为u(t) =
(ZW−T + E3F1(t)H3) x(t).

证证证 在不等式(12)中, 令Z = KWT. 根据Schur
补引理,不等式(12)可等价于

Λ + ε2Π1Π
T
1 + ε−1

2 ΘT
1 Θ1 < 0. (13)

式中:

Λ =




sym (AWT + BKWT) + ε1E1E
T
1

CWT + DKWT + ε1E2E
T
1

BT
w

H1W
T + H2KWT

∗ ∗ ∗
−γ2I + ε1E2E

T
2 ∗ ∗

0 −I ∗
0 0 −ε1I


 ,

Π1 = [ET
3 BT ET

3 DT 0 ET
3 HT

2 ]T,

Θ1 = [H3W
T 0 0 0].

在矩阵Λ中以K + ∆K代替K,并记为Λ1. 由式(5)和
引理2知,不等式(13)等价于

Λ1 < 0.

根据Schur补引理,上式可等价于

Λ2 + ε1Π2Π
T
2 + ε−1

1 ΘT
2 Θ2 < 0. (14)

其中:

Λ2 =


sym(AWT + B(K + ∆K)WT) ∗ ∗
CWT + D(K + ∆K)WT −γ2I ∗

BT
w 0 −I


 ,

Π2 =
[
ET

1 ET
2 0

]
,

Θ2 =
[
H1W

T + H2(K + ∆K)WT 0 0
]
.

在矩阵Λ2中分别以A+∆A, B +∆B, C +∆C,

D+∆D代替A,B, C, D,并记为Λ3.由式(2)及引理2
可知,不等式(14)等价为Λ3 < 0.

根据定理1, Λ3 < 0等价于闭环系统(6)容许且具
有H∞性能指标γ,并由Λ3 < 0可知W为非奇异矩阵.
证毕.

注注注 2 对给定的H∞性能指标γ, 可以通过求解线性
矩阵不等式(12)的可行问题得到系统(1)的一个合适的弹
性H∞状态反馈控制器. 系统(1)的最优弹性H∞状态反馈控
制器则可以通过求解如下优化问题得到
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<
:

min
P,R,ε1,ε2

γ2,

s.t. LMI(12), P > 0, ε1 > 0, ε2 > 0.
(15)

4 算算算例例例(Example)
下面给出两个算例.

例例例 1 考虑具有如下参数的标称广义系统(3):

E =

[
1 1
0 0

]
, A =

[
−1 0

0.5 1

]
,

Bw =

[
0.5
0.2

]
, C = [1 0].

取S = [1 − 1], γ = 0.6,由MATLAB中的LMI工具
箱可知存在如下可行解

P =

[
28.3375 −28.2922

−28.2922 28.3375

]
, R=[0.2996 0.1785]

满足线性矩阵不等式(9).

例例例 2 考虑具有如下参数的不确定广义系统(1):

E =

[
1 0
1 0

]
, A =

[
1.5 −1

−2 5

]
, B =

[
−1

0.2

]
,

Bw =

[
1

−1

]
, C =[1 2], D=0.2, E1 =

[
0.2 0
0 0.2

]
,

E2 = [0.1 0], H1 =

[
1 0
0 1

]
, H2 =

[
1
0

]
.

取S = [0 1],为系统(1)设计弹性H∞状态反馈控

制器(3), 并允许控制器增益摄动具有式(5)的形式,
其中:

E3 = [1 1], H3 =

[
0.1 0
0 0.2

]
.

若给定H∞性能指标γ = 0.6, 则利用MATLAB中
的LMI工具箱feasp求解线性矩阵不等式(12)的可行
性问题,可以算得

K = [9.8915 3.7999].

进一步, 利用MATLAB中的LMI工具箱gevp求解优
化问题(15),可以求得最优H∞性能指标γ = 0.1857,
并且对应的控制器增益为

K = [−10.7390 24.8529].

5 结结结论论论(Conclusion)
在控制器存在加性摄动的情形下,本文研究了具

有范数有界的不确定广义系统的弹性H∞控制问题,

给出了用一个严格的线性矩阵不等式来描述的有界

实引理. 在这个新的有界实引理的基础上,用线性不
等式的方法建立了不确定广义系统存在弹性H∞状

态反馈控制器的充要条件,并得到了控制器的显示
表达式. 最后仿真算例验证了本文方法的可行性.
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