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应应应用用用H∞–范范范数数数的的的频频频域域域颤颤颤振振振分分分析析析

杨智春, 谷迎松

(西北工业大学航空学院,陕西西安 710072)

摘要: 颤振是一种典型的气动弹性动不稳定现象, 求解颤振临界点是气动弹性稳定性分析的重要任务之一.
从H∞控制理论观点出发,将气动弹性系统视为多输入多输出系统,并导出其传递函数矩阵. 在颤振临界点附近,根
据系统传递函数矩阵的H∞–范数趋于无穷大的特点,发展了相应的颤振临界点搜索方法. 与传统的颤振分析方法
相比,该方法属于完全频域方法,算法更为简洁,且具有更高的自动化程度.数值算例表明,该方法可以获得正确的
颤振临界点.
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Flutter analysis by using H-infinity-norm
YANG Zhi-chun, GU Ying-song
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Abstract: Flutter is a typical dynamic instability phenomenon in aeroelastic systems. It is very important to determine
the critical flutter point in aeroelastic analysis. Based on the H-infinity control theory, we consider an aeroelastic system
a multiple-input and multiple-output(MIMO) system, and derive its transfer function matrix. The H-infinity-norm of this
transfer matrix will approach to infinity near the critical flutter point. Using this unique property of the H-infinity-norm,
we develop a detailed algorithm to automatically search for the flutter point in frequency domain with less complexity than
the traditional method. It is demonstrated that the results of the present method are in agreement with those of classical
method.
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1 引引引言言言(Introduction)
颤振是由惯性力、弹性力和气动力耦合导致的

气动弹性动不稳定现象[1,2]. 传统的颤振分析中,一
般需要求解颤振特征根,当特征根由左半复平面越
过虚轴到右半复平面时, 即可判定为系统颤振失
稳[3,4]. 这类分析方法有两个固有缺陷:首先气动力
表达式一般都是在简谐振动的假设下获得的, 而仅
在虚轴附近,这种假设才近似成立;其次是需要对特
征根进行排序并跟踪其随速度变化的规律,而对于
密频情况,现有的自动分支跟踪方法容易失效,一般
需要人工介入来检查颤振计算结果的合理性, 算法
的自动化程度受到一定的限制[5]. 鉴于这两点,有必
要发展完全基于频域的、更为自动化的颤振计算方

法.

参加拿大学者Zames[6]在1981年提出了著名的
H∞控制思想,并给出3个基本的鲁棒控制问题,其中

之一是标准的H∞问题:设计一个控制器使得闭环系
统稳定,且对于有限能量的干扰信号,对系统期望输
出影响最小. 该理论一面世,就广泛应用于各种复杂
系统的鲁棒控制器设计中[7∼9]. 实际上,除了可用于
控制器设计,该理论还可用于评价系统的稳定特性.

本文从气动弹性运动方程出发,导出了系统传递
函数矩阵,根据其H∞–范数在颤振临界点附近趋于
无穷大的特点,发展了一类新的颤振分析方法. 数值
算例显示,本文方法结果精度良好,且在提高颤振分
析自动化程度方面具有应用潜力.

2 理理理论论论准准准备备备(Theory background)
2.1 气气气动动动弹弹弹性性性系系系统统统(Aeroelastic system)
气动弹性系统是一种典型的多输入多输出

(MIMO)系统. 在拉氏域内, 模态坐标下的气动弹
性运动方程可表示为
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[s2M + sB + K − q∞Q(sb/V )]{η} = {u}, (1)

其中: s为拉氏变量, u为外激励信号, η为模态位移

响应向量; M ,B,K分别为广义质量阵、广义阻尼

阵和广义刚度阵; Q(sb/V )为拉氏域气动力矩阵,
q∞ = 1/2ρ∞V 2为速压, ρ∞为大气密度, V为风速,
b为参考长度.

记气动弹性系统的传递函数矩阵为P , 则
式(1)可简写为如下输入输出关系:

[P ]{u} = {η}, (2)

其中:
P = F−1,

F = s2M + sB + K − q∞Q(sb/V ),

从而P是依赖于s和速度V的参变矩阵.

令s = jω, k = ωb/V ,可定义颤振矩阵为

F (jω) = −ω2M + jωB + K − q∞Q(k). (3)

2.2 气气气动动动弹弹弹性性性系系系统统统的的的H∞–范范范数数数(H∞–norm of the
aeroelastic system)
由式(2)(3)可知P仅在频域上容易获得, 而

其H∞–范数可定义为系统频响函数矩阵最大奇异
值的上界

||P ||∞ = sup
ω

σ̄[P (jω)]. (4)

随着风速V逐渐增加而于趋近颤振速度VF时,系
统趋于失稳, ||P ||∞也趋于无穷大.则

lim
V→VF

||P ||∞ = ∞. (5)

注意到气动力矩阵仅在简谐运动假设下可用,因
此仅在临界失稳情况下, 即当且仅当V = VF时,
||P ||∞ = ∞. 而在颤振速度VF的去心邻域内,
||P ||∞均为有限值. 据此, 可以仅用频域气动力来
考察颤振稳定性.

由于P与F互为逆矩阵,由式(4)可有

||P ||∞ = sup
ω

σ−1[F (jω)]. (6)

对于气动弹性系统这样的连续参数系统, F为连

续函数矩阵,其奇异值也是连续的[10]. 因此,在颤振
速度附近, ||P ||∞也为连续.由此可以制定出相应的
算法,用于颤振临界速度的求解.

3 算算算法法法的的的引引引入入入(Introduction of the algorithm)
式(5)保证了在颤振临界速度VF附近, ||P ||∞趋

于无穷大;事实上,线性气动弹性系统的颤振临界点
是唯一的. 结合这两点,可有如下推论:

推推推论论论 1 存在dV > 0,使得

max
06V 6VF+dV

||P ||∞ = ||P (VF)||∞ = ∞.

引入参数dV是为了保证求解过程中可以获得

包含VF的速度区间. ω在覆盖参与计算的模态频

率区间内取值. 实际数值计算一般仅能在有限个
离散频率点上进行, 故式(5)所述极限值难以达到.
但推论1仍能保证: 在颤振临界速度所在区间内,
||P ||∞存在一极大值点, 从而可以用来搜索颤振临
界点.

由推论1和以上分析,可以通过逐渐增加风速,以
较密的频率间隔, 结合式(3)(6)来求得||P ||∞, 进而
搜索||P ||∞极大值对应的速度区间, 并采用二分法
细分查找, 直至获得满足精度要求的颤振临界速度
解.算法具体实现如下:

Step 1 给定频率范围和频率间隔, 在风
速V (l)上计算相应的||P (V (l))||∞;

Step 2 增加风速 V (l) = V (l+1) + dV , 计算
||P (V (l+1))||∞. 重复这一过程, 直至在速度区间
[V (l−1), V (l+1)]上获得局部极大值||P (V (l))||∞;

Step 3 在区间[V (l−1), V (l+1)]上用二分法查
找max ||P ||∞, 其对应的风速和频率, 即为颤振临
界速度VF和颤振频率ωF.

注意在Step 2中用到了局部极大值, 若||P ||∞在
较低风速V < VF下呈现极大值波动变化,那么算法
失效, 故而需要引入有效性判据来判定||P ||∞发生
突变的速度点. 这里采用了如下的形式

min
i
||P (V (i))||∞/||P (V (l))||∞ < ε, (7)

其中ε < 1为门槛值, 满足该式的||P ||∞点为有
效局部极大值. 一般地, 当速度取点越密, 即增
幅dV越小,发生突变时式(7)左端项就越小. 可以预
见V (l) → VF时,该项趋于零. 本文算例中ε取为0.15.
对于实际气动弹性系统,当V << VF时, ||P ||∞一般
不会发生类似在颤振速度VF附近的剧烈增长.

4 数数数值值值算算算例例例(Numerical example)
根据上述算法步骤, 编制了计算程序, 对一

个标准机翼算例HA145B[11]进行了颤振特性计算,
与MSC/NASTRAN软件p − k法的计算结果进行对

比,以验证算法的精度.

计算的频率区间为[1,400] rad/s, 覆盖机翼的
前10阶弹性模态频率, 计算的频率间隔为0.5 rad/s.
二分法搜索速度区间的收敛精度设为1 m/s,即区间
长度不足1 m/s时计算结束. 颤振特性分析结果见
表1.
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表 1 HA145B颤振分析结果
Table 1 Flutter results for HA145B

算法 VF/(m · s−1) ωF / Hz

p−k法 321.9 3.06
本文方法 322.2 3.09

由表1可知,采用本文算法与经典解法所得结果
基本一致.可见基于H∞–范数的颤振分析方法具有
很高的求解精度.

计算过程中得到的||P ||∞随风速变化趋势见
图1. 由图1可知随风速增加,系统H∞–范数先减小后
增加,到达一极大值点后又开始减小. 然而,需要注
意的是, 在过了颤振临界点之后, 系统颤振失稳, 所
得H∞–范数不再具有实际意义.但为了适应算法需
要, 这里仍用其辅助求得H∞–极大值点. 在越过极
大值点后, ||P ||∞的减小并不代表气动弹性系统稳
定性的恢复.因为此时已经发生了颤振,振动幅值发
散,频域非定常气动力失效,故该段转折曲线仅起到
标示颤振临界点的作用.

图1中仅发现一处局部极大值点,且满足式(7)的
有效性判据. 在其邻域区间内采用二分法搜索,即得
到表1结果,同时也验证了在颤振速度附近H∞–范数
发生突变的结论.对应于较低风速时, H∞–范数曲线
并未出现极大值波动,变化较为平缓,表明此时系统
的稳定特性变化不大,印证了前文的论述.

图 1 ||P ||∞随风速变化曲线
Fig. 1 ||P ||∞ curve as a function of velocity

图1曲线显示的||P ||∞幅值都不大, 即使在颤振
临界速度附近,其幅值仍然较小,故其绝对幅值的参
考意义不大.但在颤振临界速度附近, ||P ||∞幅值的
相对变化极为明显, 从而验证了本文算法以此作为
搜索颤振临界点判据的合理性. 此外还表明, 虽然
式(5)所述的极限值并非总能在实际计算中达到,但
其仍可以用来指示颤振临界速度所在的区间.

5 结结结论论论(Conclusions)
根据气动弹性系统传递函数矩阵的H∞–范数在

颤振临界速度附近取极大值的特点, 发展了一种基
于H∞–范数的频域颤振分析方法. 结合H∞–范数的
频域求解, 可以直接应用频域气动力来进行颤振分
析.对比传统方法, 本文方法属于完全频域方法, 无
需求解颤振特征根, 具有算法简洁、自动化程度高
的优点. 数值算例显示,本文方法结果具有良好的精
度.
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