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系系系数数数为为为对对对称称称梯梯梯形形形模模模糊糊糊数数数的的的模模模糊糊糊线线线性性性规规规划划划
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(南京航空航天大学经济与管理学院,江苏南京 210016)

摘要:针对模糊系数的线性规划,提出了一种系数为对称梯形模糊数的线性规划的方法,同时得出一些定理、命
题以及相应的算法,并通过实例验证了该方法的有效性. 该方法与常规方法的不同之处在于无须将模糊线性规划
转化为经典线性规划就能得到满意的模糊优化解,因此提出的方法所取得的规划结果更加满足决策者的需要.
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Fuzzy linear programming
with symmetrical trapezoidal fuzzy coefficients
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Abstract: In dealing with the linear programming with fuzzy coefficients, we propose a linear programming method
involving symmetrical trapezoidal fuzzy numbers, and give the corresponding theorems, propositions and algorithms. The
efficiency of the method is demonstrated by an example. The proposed method differs from the conventional ones in the
fact that the optimal solution can be obtained without transforming it into the classical linear programming. This makes the
results more desirable to the decision makers.
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1 引引引言言言(Introduction)
在社会经济系统中,许多因素不能用精确的数量

来描述. 模糊数学为描述这些因素提供了一个有效
的数学工具. 近年来,除了将模糊数学应用于混沌控
制[1]外,具有模糊系数的线性规划理论[2,3]得到了广

大学者的关注.
国外学者Bellman等人提出了模糊环境下决策问

题及求解的方法之后, Tanaka等人开创性提出模糊
线性规划[4,5]理论. Maleki等人运用模糊数的比较方
法获得了最优解[6].
国内学者梁志贞,施鹏飞等人提出了一种具有三

角模糊系数的线性规划方法[7], 但需将它转化为常
规线性规划才能得到最优解. 闫立梅提出了系数为
梯形模糊数的可能性线性规划问题[8], 得到了一定
置信水平下的经典等价条件,并用单纯形法求得其
最优近似解. 其他方法可参考文献[9].

2 知知知识识识准准准备备备(Knowledge preparation)
定定定义义义 1 R上的一个模糊集ã是一个对称梯形模

糊数,若存在实数a1和a2, a1 6 a2,则有如下关系式

成立:

ã (x) =





x

h
+

h− a1

h
∈ [a1 − h, a1] ,

1 ∈ [a1, a2] ,
−x

h
+

a2 + h

h
∈ [a2, a2 + h] .

0.

(1)

令ã = [a1, a2, h, h]和b̃ = [b1, b2, k, k]是两个对称梯
形模糊数,则ã和b̃的算子如下:

加法:

ã + b̃ = [a1, a2, h, h] + [b1, b2, k, k] =

[a1 + b1, a2 + b2, hg, h + k] . (2)

减法:
ã− b̃ = [a1, a2, h, h]− [b1, b2, k, k] =

[a1 − b1, a2 − b2, h− k, h− k] . (3)

乘法:
ãb̃ = [a1, a2, h, h] [b1, b2, k, k] . (4)
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定定定义义义 2 令ã = [a1, a2, h, h]和b̃ = [b1, b2, k, k]是

两个对称梯形模糊数,当且仅当
(a1−h)+(a2+h)

2
<

(b1 − k) + (b2 + k)
2

; 或者
a1 + a2

2
<

b1 + b2

2
; 或

者
a1+a2

2
=

b1+b2

2
, b1 <a1, b2 <b2;或者

a1 + a2

2
=

b1 + b2

2
, b1 = a1, a2 = b2等上述几种情景之一发生

时,可定义“6”关系为ã 6 b̃(或者b̃ > ã).

定定定理理理 1 对于任何对称梯形模糊数ã, b̃和c̃, 下
列等式成立:

1) c̃(ã + b̃) ≈ (c̃ã + c̃b̃);
2) c̃(ã− b̃) ≈ (c̃ã− c̃b̃).
定定定理理理 2 “6”在对称梯形模糊数中是一种

偏序关系: “6”关系在对称梯形模糊数中是一个
线性次序关系. 对于任意两个对称模糊数ã, b̃; 假
定ã 6 b̃时, ã 6 (1− λ) ã + λb̃ 6 b̃,则λ的取值范围

是0 6 λ 6 1.

定定定义义义 3 对于任意对称模糊数x̃,当a > 0和h >
0时, x̃ > [−a, a, h, h],则可定义x̃ > 0,也可用0̃来表
示[−a, a, h, h],注意0̃等价于[0, 0, 0, 0] = 0.

定定定义义义 4 令F (S)是所有对称梯形模糊数的集
合,模糊线性规划模型如下:



max Z̃ ≈
n∑

j=1

c̃jx̃j,

s.t.
n∑

j=1

aijx̃j 6 b̃i, i = 1, 2, 3, · · · ,m0,

n∑
j=1

aijx̃j > b̃i, i=m0+1,m0+2, · · · ,m,

x̃j > 0, j = 1, 2, 3, · · · , n,

(5)

此处aij ∈ R, c̃j, x̃j, b̃i ∈ F (s), i = 1, 2, 3, · · · ,m,
j = 1, 2, 3, · · · , n.

定定定义义义 5 当X̃ = (x̃1, x̃2, x̃3, · · · , x̃n) ∈ F n (S)
时, 若x̃i ∈ F (S), 满足约束(5), 则该线性规划有模
糊可行解.

定定定义义义 6 令Q是式(5)的所有模糊可行解, 如果
c̃x̃0 > c̃x̃,∀x̃ ∈ Q, 此处c̃ = (c̃1, c̃2, · · · , c̃n)及c̃x̃ =
c̃1x̃1 + c̃2x̃2 + · · ·+ c̃x̃n,可行解x̃0 ∈ Q则是式(5)的
一个模糊可行解.

定定定义义义 7 令 X̃ = (x̃1, x̃2, x̃3, · · · , x̃n),假设X̃是

AX̃ ≈ b̃, x̃j ≈ [−αj, αj, hj, hj], 对于αj > 0和
hj > 0; 那么X̃有一些非0成分. 假定这些非0成
分的列向量a1, a2, a3, · · · , ak线性无关,则X̃是一个

模糊基本解.

3 模模模糊糊糊可可可行行行解解解(Feasible fuzzy solution)
模糊规划问题转化成标准形式如下:{

max Z̃ ≈ C̃X̃,

s.t. AX̃ ≈ b̃, X̃ > 0.
(6)

此处A是一个实矩阵(m × n). b̃ (m× 1), C̃ (1× n),
X̃ (n× 1)是由对称梯形模糊数组成的模糊矩阵.

3.1 模模模糊糊糊基基基本本本可可可行行行解解解的的的改改改进进进(Improvement of the
basic feasible fuzzy solution)
定定定理理理 3 令X̃B = B−1b̃是式(6)的一个模糊基本

可行解,如果A中的任意一列aj不在B中,对于i, i ∈
{1, 2, 3, · · · ,m}, 条件(Z̃j − c̃j) ≺ 0, yij > 0成立,
那么通过aj替代B中的一列, 就有可能得到一个模
糊基本可行解.
定定定理理理 4 如果X̃B = B−1b̃是式(6)的模糊基本

可行解, Z̃0 ≈ C̃BX̃B是目标函数的模糊值, 且如
果

ˆ̃XB是另一个模糊可行解, 通过接纳一个非基
本列向量aj , ∀ (z̃j − c̃j) ≺ 0−ij > 0, 对于i, i ∈
{1, 2, 3, · · · ,m},可得到 ˆ̃Z ≈ ˆ̃CB

ˆ̃XB ,从而ˆ̃z > z̃0.

3.2 无无无界界界解解解(Unbounded solution)
对于(z̃j − c̃j) ≺ 0, yij > 0, 值得考虑将A中(B

中没有)一个列向量aj单独插进基里. 如果x̃ = [x1,

x2, h, h]> 0̃,且λ>0,那么λx̃=[λx1, λx2, λh, λh] >
0̃. 当λx̃> ỹ,若λ>0, (z̃j−c̃j)≺ 0̃,则λ(z̃j−c̃j)≺ 0̃.
定定定理理理 5 令X̃B = B−1b̃是式(6)的一个模糊基

本可行解, 如果A中(不在B中)存在一个向量aj , 对
于任一i, i ∈ {1, 2, 3, · · · ,m}, 使(z̃j − c̃j) ≺ 0̃,
且yij 6 0;则模糊线性规划(6)有一个无界解.

3.3 优优优化化化条条条件件件(The optimized condition)
在经典线性规划中,若在基本矩阵中插入和删除

向量将导致下列情形之一发生:
1) 存在j, 使(z̃j − c̃j) ≺ 0̃, yij 6 0, i = 1, 2,

3, · · · ,m;
2) 对于任一j,有(z̃j − c̃j) > 0̃.
在情形1)下可得到无界解,在情形2)下可得到优

化解.
定定定理理理 6 如果X̃B = B−1b̃是式(6)的模糊基本

可行解,若对于A的所有列向量aj ,有(z̃j − c̃j) > 0̃,
则X̃B是式(6)的模糊优化解.

4 算算算法法法举举举例例例(Example of the algorithm)
一家公司生产3种产品D1, D2及D3, 3种产品

有3种不同的设备A,B,C加工. 假定该公司所有产
品都能在市场上销售掉,试分析公司如何对每天加
工产品时间进行决策以使利润最大化.
分分分析析析 由于每件产品的利润, 每台设备的加工

时间及每种产品的加工数量都是不确定的, 为此建
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立模糊线性规划问题来解决此问题,用对称梯形模
糊数表示任一不确定的值. D1的利润接近于10, 可
用对称梯形模糊数表示为[9, 11, 2, 2], 同理D2利润
可表示为[14, 16, 3, 3], D3利润可表示为[19, 21, 2, 2],
用公式来表示该模糊规划问题如下:

max z̃ ≈ [9, 11, 2, 2]x̃1 + [14, 16, 3, 3]x̃2 +

[19, 21, 2, 2]x̃3,

s.t.





10x̃1 + 20x̃2 + 30x̃3 6 [485, 515, 6, 6],
20x̃1 + 40x̃3 6 [580, 620, 8, 8],
30x̃1 + 40x̃2 6 [690, 710, 5, 5],
x̃1 > 0̃, x̃2 > 0̃, x̃3 > 0̃.

引进松弛模糊变量s̃1, s̃2和s̃3, 使max z̃ ≈ C̃X̃服从

于AX̃ ≈ b̃及X̃ > 0.

表 1 单位产品的生产时间及设备每天产能
Table 1 Production time of unit product and per day

productivity of equipments

设备 D1 D2 D3 产能/(分/天)

A 10 20 30 500
B 20 — 40 600
C 30 40 — 700

1) 初始迭代.
根据X̃B = B−1b̃得出初始模糊基本可行解:

x̃1 = [0, 0, 0, 0], x̃2 = [0, 0, 0, 0],

x̃3 = [0, 0, 0, 0], s̃1 = [485, 515, 6, 6],

s̃2 = [580, 620, 8, 8], s̃3 = [690, 710, 5, 5],

目标函数的目标值为

z̃≈ [0, 0, 0, 0], z̃3 − c̃3)≈ [−21,−19, 2, 2] ≺ 0̃.

根据定理3,4,得到一个新的模糊基本可行解为

x̃1 = x̃2 = [0, 0, 0, 0], x̃3 = [
580
9

,
620
9

,
8
9
,
8
9
]

s̃1 = [
425
9

,
1145

9
,
194
9

,
194
9

], s̃2 = [0, 0, 0, 0],

s̃3 = [690, 710, 5, 5].

改进的目标函数模糊值为: z̃ ≈ [
11020

9
,

13020
9

,
1752

9
,
1752

9
],满足(z̃3 − c̃3) ≺ 0̃.

2) 二次迭代.
与上述步骤相似,再次迭代得到一个新的模糊基

本可行解为

x̃1 = [0, 0, 0, 0], x̃2 = [
425
81

,
1145
81

,
194
81

,
194
81

],

x̃3 = [
580
9

,
620
9

,
8
9
,
8
9
], s̃1 = [0, 0, 0, 0],

s̃2 = [0, 0, 0, 0], s̃3 = [
8075
81

,
24045

81
,
1552
81

,
1552
81

].

模糊目标函数的改进值

z̃ ≈ [
105130

81
,
135500

81
,
20840

81
,
20840

81
].

根据定理6所得模糊基本可行解是一个模糊优化解.

5 结结结语语语(Conclusion)
提出一种具有对称梯形模糊系数的线性规划方

法, 并得出一些定理和命题以及相应的算法, 通过
一个实际算例说明了这种规划方法的有效性和可行

性. 本文的方法与一些现有的方法有较大的改进,即
无须将模糊线性规划问题转化为常规线性规划问题

就能得到最优解, 为模糊规划研究提供一个建设性
参考.
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