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摘要:针对不确定采样控制系统的鲁棒保性能控制问题,首先将采样系统描述为跳变线性系统,基于矩阵凸组合
思想构造了分段连续Lyapunov函数,进而在线性矩阵不等式框架内给出了不确定采样系统鲁棒稳定的条件.针对范
数有界参数不确定采样系统,提出了鲁棒保性能控制器设计的在线算法,在每个采样周期内通过求解一组线性矩阵
不等式的可行解来构造出状态反馈增益矩阵. 最后的仿真算例验证了所提设计方法的有效性.
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Robust guaranteed cost control for sampled-data systems based on
piecewise continuous Lyapunov functions
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Abstract: In our work, the sampled-data system is described as a jump linear system. By introducing the piecewise
continuous Lyapunov functions based on matrix convex combination, we develop the robust stability conditions for the
uncertain sampled-data system in the framework of linear matrix inequality (LMI). The state-feedback gain matrices are
obtained as feasible solutions from solving a set of LMIs in every sampling period. A simulation is performed to demon-
strate the effectiveness of the proposed design method.
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1 引引引言言言(Introduction)
在实际控制工程中,仅考虑系统的稳定性是不够

的,还需要考虑其他性能指标,线性二次型指标在一
定程度上反映了系统的动态特性, 如调节时间、控
制能量的约束等. 线性二次型最优控制要求被控对
象的数学模型精确已知, 然而, 在实际控制工程中,
由于系统变得越来越复杂, 不可能获得系统的精确
数学模型. 针对这个问题, Chang和Peng[1]于1972年
提出鲁棒保性能控制(guranteed cost control, GCC)思
想,基本思想是当系统不确定在允许的范围内时,所
设计的控制器能保证闭环系统鲁棒稳定, 且二次性
能指标不超过某一确定的上界. 鲁棒保性能控制器
使系统具有鲁棒稳定和鲁棒性能的性质就决定了它

在实际工程中具有重要的实际意义.
对于采样系统的二次型控制问题,已经取得了许

多研究成果[2–8], 研究方法大体上分为两种: 第1种,
基于提升技术的控制设计;第2种, 基于具有混合系
统特性的跳变系统方法的控制设计.跳变系统方法
与提升技术方法相比有如下优势: 描述上具有清楚

的物理含义; 适合处理参数不确定、时滞等复杂采
样系统; 时域状态空间计算简单易行. Lu等[9]基于

跳变Riccati不等式方法研究了时变范数有界参数不
确定采样系统的鲁棒保性能控制问题,并将研究结
果应用于打浆造纸过程控制,取得了较好的效果.但
对于跳变Riccati方程或Riccati不等式,求解不是很方
便. 基于LMI的凸优化方法在系统和控制领域得到
了广泛的应用,高效的数值算法可用来解决控制器
求解问题.文献 [10–12]基于LMI优化方法和跳变模
型研究了采样系统的滤波器设计问题.

本文将基于文献 [9–10, 12]的思路, 研究参数不
确定采样系统的鲁棒保性能控制问题. 基于凸组
合思想构造分段连续Lyapunov函数,应用分段连续
Lyapunov函数推导参数不确定采样系统的稳定条
件,在此基础上,提出状态反馈鲁棒保性能控制器的
在线设计方法.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem description)
保性能控制设计中往往不考虑外部扰动的影响,
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考虑如下参数不确定采样系统:



ẋ(t) = [A + ∆A(t)]x(t) + [B + ∆B(t)]u(t),

x(0) = x0,

y(ih) = Cx(ih),

(1)

其中: x(t) ∈ Rn为系统状态向量, u(t) ∈ Rm为控

制输入向量, y(ih) ∈ Rr为采样输出, i为非负整数,
h > 0为系统的非病态采样周期(即采样后系统的能
控性不变), A,B和C为描述名义系统的已知适维实

矩阵, ∆A(t),∆B(t)为描述参数不确定性的实值不
确定矩阵函数,具有如下形式:

[∆A(t) ∆B(t)] = MF (t)[Na Nb], (2)

其中: M, Na, Nb为已知实矩阵, F (t) ∈ Ri×j是元素

为Lebesgue可测的未知矩阵函数,且满足

FT(t)F (t) 6 I, ∀t, (3)

其中I为具有适当维数的单位矩阵.

定义如下连续二次型性能指标:

J =
w ∞

0
[xT(t)Qx(t) + uT(t)Ru(t)]dt,

Q > 0, R > 0. (4)

考虑由零阶保持器实现的状态反馈控制器

u(t) = K(i)x(ih), ih < t 6 (i + 1)h (5)

应用到采样系统(1)中,可得到闭环采样控制系统{
ξ̇(t)=[Ac + ∆Ac(t)]ξ(t), t 6= ih, ξ(0)=ξ0,

ξ(ih+) = Adξ(ih),
(6)

其中:

ξ(t) =

[
x(t)
u(t)

]
, ξ0 = [xT

0 0]T, Ac =

[
A B

0 0

]
,

∆Ac = McF (t)Nc, Mc =

[
M

0

]
,

Nc = [Na Nb], Ad =

[
I 0

K(i) 0

]
.

本文所要研究的问题可描述如下:

问问问题题题 1 状态反馈保性能控制问题.对于参数不
确定采样系统(1)和二次型性能指标(4),在每个采样
时刻在线设计形如式(5)的状态反馈控制器,使相应
闭环系统(6)渐近稳定, 且二次型性能指标J小于某

一确定的性能上界.

3 基基基于于于分分分段段段连连连续续续Lyapuno函函函数数数的的的鲁鲁鲁棒棒棒稳稳稳
定定定分分分析析析(Robust stability analysis based on
piecewise continuous Lyapunov functions)
在设计保性能控制器之前,笔者先基于分段连续

Lyapunov函数方法得到参数不确定采样系统鲁棒稳
定的条件.

3.1 分分分段段段连连连续续续Lyapunov函函函数数数的的的构构构造造造(Construction
of piecewise continuous Lyapunov functions)

为方便叙述,记Ãc = Ac + ∆Ac(t),以下引理基
于时变Lyapunov函数方法给出了闭环采样系统鲁棒
渐近稳定的充分条件.

引引引理理理 1 如果存在对称正定矩阵P (t), P (i+),
P (i)使如下矩阵不等式成立:

Ṗ (t) + Ãc

T
P (t) + P (t)Ãc < 0, t 6= ih, (7)

AT
d P (ih+)Ad − P (ih) < 0, i = 0, 1, 2, · · · , (8)

那么闭环采样系统(6)渐近稳定.

证证证 为闭环采样系统 (6)定义如下形式的
Lyapunov函数:

V (t) =

{
ξT(t)P (t)ξ(t), t 6= ih,

ξT(t)P (t)ξ(t), t = ih, ih+.

下面分两步来完成证明:
第第第1步步步 连续部分. 对闭环采样系统中的连续部

分,在区间ih < t 6 (i + 1)h中,定义Lyapunov函数
V = ξT(t)P (t)ξ(t),对时间求微分,可得

V̇ (t) = ξ̇T(t)P (t)ξ(t) + ξT(t)Ṗ (t)ξ(t) +

ξT(t)P (t)ξ̇(t) =

ξT(t)Ãc

T
P (t)ξ(t) + ξT(t)Ṗ (t)ξ(t) +

ξT(t)P (t)Ãcξ(t) =

ξT(t){Ṗ (t) + Ãc

T
P (t) + P (t)Ãc}ξ(t).

根据Lyapunov稳定性理论可知连续部分渐近稳定的
充分条件是: 存在时变对称矩阵P (t) > 0,满足微分
Riccati不等式

Ṗ (t) + ÃT
c P (t) + P (t)Ãc < 0, t 6= ih.

第第第2步步步 离散部分. Lyapunov函数在t = ih, ih+

处求差分,得

∆V (ih) = V (ih+)− V (ih) =

ξT(ih+)P (ih+)ξ(ih+)− ξT(ih)P (ih)ξ(ih) =

ξT(ih)
[
AT

d P (ih+)Ad − P (ih)
]
ξ(ih).

根据离散Lyapunov稳定性理论,由式(8)可知离散部
分渐近稳定. 引理得证.
在分析不确定采样系统鲁棒稳定性的引理1中采

用了时变的Lyapunov函数, 这在实际计算时有一定
的困难.为了便于应用线性矩阵不等式技术来设计
保性能控制器, 必须构造一种便于计算的Lyapunov
函数. 为了解决这个问题,基于矩阵凸组合思想构造
如下形式的分段连续Lyapunov矩阵[13]:

P (t) = P (i + 1)− (t− (i + 1)h)W (i + 1),

ih < t 6 (i + 1)h, (9)

其中:顶点P (i+1)是对称正定矩阵,顶点P (i+1)−
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hW (i + 1)也是对称正定矩阵, 从而可以保证在区
间ih < t 6 (i + 1)h中, Lyapunov矩阵P (t)是对称正
定的. 这样构造的Lyapunov函数具有一个明显的特
点: 只需在凸组合的端点处判定相应线性矩阵不等
式的成立与否. 证毕.

3.2 参参参数数数不不不确确确定定定采采采样样样系系系统统统的的的鲁鲁鲁棒棒棒稳稳稳定定定条条条件件件(Con-
dition of robust stability of parametric uncertain
SD systems)

考虑自治闭环采样系统(6), 以下定理基于式(9)
定义的分段连续Lyapunov函数给出了闭环采样系统
鲁棒稳定的充分条件.

定定定理理理 1 自治闭环采样系统(6)鲁棒渐近稳定的
充分条件为:对于每个采样区间ih < t 6 (i + 1)h,

i = 0, 1, 2, · · · ,存在对称正定矩阵P (i + 1+), P (i +
1)和矩阵W (i + 1),满足

ÃT
c P (i + 1) + P (i + 1)Ãc + W (i + 1)−

h[ÃT
c W (i + 1) + W (i + 1)Ãc] < 0, (10)

ÃT
c P (i + 1) + P (i + 1)Ãc + W (i + 1) < 0, (11)[
−P (i + 1) AT

d

Ad −P (i + 1+)−1

]
< 0. (12)

证证证 由引理1可知,闭环系统连续部分渐近稳定
的条件为

Ṗ (t) + ÃT
c P (t) + P (t)Ãc < 0. (13)

将式(9)定义的分段连续Lyapunov矩阵代入上式,得

ÃT
c P (i + 1) + P (i + 1)Ãc + W (i + 1) +

(t− (i + 1)h)[ÃT
c W (i + 1) + W (i + 1)Ãc] < 0.

由于P (t)是关于端点的凸组合形式, 只需在端点处
检验式(13)是否成立,即采样区间ih<t6 (i+1)h中,
在t = (i + 1)h处检验P ((i + 1)h)和在t = ih+处检

验P (ih+)是否满足式(13),可得式(10)和式(11).
离散部分: 针对系统(6)的离散跳变方程的每个

跳变点定义Lyapunov函数

V (i + 1) = ξT(i + 1)P (i + 1)ξ(i + 1).

计算时间差分

∆V = ξ(i + 1+)TP (i + 1+)ξ(i + 1+)−
ξ(i + 1)TP (i + 1)ξ(i + 1) =

ξ(i+1)T[AT
d P (i+1+)Ad−P (i+1)]ξ(i+1).

依据离散Lyapunov稳定理论可得AT
d P (i + 1+)Ad −

P (i + 1) < 0. 进一步应用 Schur补引理得到如下
LMI: [

−P (i + 1) AT
d

Ad −P (i + 1+)−1

]
< 0. (14)

定理得证.

4 基基基于于于ILMI的的的状状状态态态反反反馈馈馈保保保性性性能能能控控控制制制器器器设设设计计计
(ILMI-based state-feedback guaranteed cost
controller design)
基于迭代线性矩阵不等式技术给出参数不确定

采样系统的状态反馈保性能控制问题可解的充分条

件和控制器参数化形式. 为了导出主要结果,给出以
下引理.

引引引理理理 2[14] 给定适当维数的矩阵Y, M和N , 其
中Y是对称的,则

Y + MF (t)N + NTFT(t)MT < 0

对于所有满足FT(t)F (t) 6 I的矩阵F成立,当且仅
当存在一个常数ε > 0,使得

Y +
1
ε
MMT + εNTN < 0.

对于闭环采样系统(6), 二次型指标(4)可改写为
J =

w ∞
0

ξT(t)Qcξ(t)dt, 其中Qc = diag{Q,R}. 给

出鲁棒保性能控制器的定义:

定定定义义义 1 对于闭环采样系统(6), 如果存在对称
正定矩阵P (t), P (i+), P (i)满足

Ṗ (t) + [Ac + ∆Ac(t)]TP (t) +

P (t)[Ac + ∆Ac(t)] + Qc < 0, (15)

AT
d P (i+)Ad − P (i) < 0, (16)

那么,对于所有允许的参数不确定性,控制器(5)称为
鲁棒保性能控制器.

为了揭示定义1和闭环系统稳定性和性能的关
系,给出以下引理.

引引引理理理 3 若控制器(5)是一个鲁棒保性能控制
器,则闭环采样系统(6)全局一致渐近稳定,此外,对
所有允许的不确定性,相应二次型性能指标满足

J 6 ξ(0)TP (0)ξ(0).

证证证 由矩阵不等式(15)和(16)和引理1,可知闭环
系统渐近稳定.
接下来,证明闭环系统二次型性能指标小于一个

确定的性能上界. 对任意的s ∈ [ih, ih + h),有w s

ih
V̇ (ξ(t))dt =

ξT(s)P (s)ξ(s)− ξT(ih)P (ih)ξ(ih) =w s

ih
{ξT(t)[Ṗ (t) + [Ac + ∆Ac(t)]TP (t) +

P (t)[Ac + ∆Ac(t)]]ξ(t)}dt <w s

ih
ξT(t)(−Qc)ξ(t)dt. (17)

另一方面,考虑闭环系统离散跳变方程,有

∆V (ih) = ξT(t)Pξ(t)|ih+

ih =

ξT(ih+)P (ih+)ξ(ih+)− ξT(ih)P (ih)ξ(ih) =

ξT(ih)
[
AT

d P (ih+)Ad − P (ih)
]
ξ(ih) < 0.
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在时间区间T ∈ [0,∞),可得

ξT(T )P (T )ξ(T )− ξT(0)P (0)ξ(0) <w ∞
0

ξT(t)(−Qc)ξ(t)dt +
∑

ih∈[0,∞]

ξT(ih)
[
AT

d P (ih+)Ad − P (ih)
]
ξ(ih).

注意到系统是稳定的,得到ξ(∞) = 0,由式(16)可得w ∞
0

ξT(t)Qcξ(t)dt 6 ξT(0)P (0)ξ(0),

即二次型性能指标值小于ξT(0)P (0)ξ(0). 定理得
证.
定义1和引理3给出了状态反馈保性能控制器设

计的条件, 但该条件是无穷维的, 为此, 需要将定
义1中描述的无穷维微分矩阵不等式转换成可由数
值算法可解的有限维线性矩阵不等式. 以下定理基
于分段连续Lyapunov函数方法给出了参数不确定采
样系统状态反馈鲁棒保性能控制器存在条件及增益

矩阵K(i)的参数化形式.

定定定理理理 2 如果在每个采样区间ih < t 6 (i+1)h
(i=0, 1, 2,· · · )中,存在对称正定矩阵P (i+1+), P (i+
1)、矩阵W (i + 1):





P (i + 1+) =
[
P+

11 P+
12

∗ P+
22

]
,

P (i + 1) =
[
P11 P12

∗ P22

]
,

W (i + 1) =
[
W11 W12

∗ W22

]
(18)

和标量ε1(i + 1) > 0, ε2(i + 1) > 0及状态反馈控制
器参数矩阵K(i),满足如下LMIs:




Ω11(i+1) Ω12(i+1) Ψ13(i+1)
∗ Ω22(i+1) Ψ23(i+1)
∗ ∗ − ε1(i+1)I


<0, (19)




Φ11(i+1) Φ12(i+1) P11M

∗ Φ22(i+1) PT
12M

∗ ∗ − ε2(i+1)I


 < 0, (20)

[
Π11(i + 1) ∗
ΠT

12(i + 1) Π22(i + 1+)

]
< 0, (21)

其中:

Ω11(i + 1) =

ATP11 + P11A + W11 − h[W11A + ATW11] +

ε1(i + 1)NT
a Na,

Ω12(i + 1) =

ATP12 + P11B + W12 −
h[W11B + ATW12] + ε1(i + 1)NT

a Nb,

Ω22(i + 1) =

BTP12 + PT
12B + W22 −

h[WT
12B + BTW12] + R + ε1(i + 1)NT

b Nb,

Ψ13(i + 1) = [P11 − hW11]M,

Ψ23(i + 1) = [PT
12 − hWT

12]M,

Φ11(i + 1) =

ATP11 + P11A + W11 + Q + ε2(i + 1)NT
a Na,

Φ12(i + 1) =

ATP12 + P11B + W12 + ε2(i + 1)NT
a Nb,

Φ22(i + 1) =

BTP12 + PT
12B + W22 + R + ε2(i + 1)NT

b Nb,

Π11(i + 1) = −
[
P11 P12

∗ P22

]
,

Π22(i + 1+) = −
[
P+

11 P+
12

∗ P+
22

]−1

,

ΠT
12(i + 1) =

[
I 0

K(i) 0

]
,

那么闭环采样系统(6)渐近稳定,且二次型性能指标
J 6 ξT(0)P (0)ξ(0).

证证证 由引理3可知, 闭环系统连续部分鲁棒保性
能控制问题有解的条件是

Ṗ (t) + [Ac + ∆Ac(t)]TP (t) +

P (t)[Ac + ∆Ac(t)] + Qc < 0. (22)

应用定理1,将式(9)构造的分段连续Lyapunov矩阵代
入式(22),得到如下LMIs:

[Ac + ∆Ac(t)]TP (i + 1) + P (i + 1)[Ac +

∆Ac(t)] + W (i + 1) + Qc − h[(Ac +

∆Ac(t))TW (i + 1) + W (i + 1)(Ac +

∆Ac(t))] < 0, (23)

[Ac + ∆Ac(t)]TP (i + 1) + P (i + 1)[Ac +

∆Ac(t)] + W (i + 1) + Qc < 0. (24)

将不确定性的形式∆Ac = McF (t)Nc代入LMI(23),
可得

AT
c P (i + 1) + P (i + 1)Ac + W (i + 1) + Qc +

P (i + 1)McF (t)Nc + NT
c FT(t)MT

c P (i + 1)−
h[AT

c W (i + 1) + W (i + 1)Ac]−
h[W (i + 1)McF (t)Nc +

NT
c FT(t)MT

c W (i + 1)] < 0. (25)

进一步合并同类项并应用引理 2和Schur补引理,
式(25)成立等价于存在ε1(i + 1) > 0,满足

[
Ξ1(i+1) [P (i+1)−hW (i+1)]Mc

∗ − ε1(i + 1)I

]
<0, (26)
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其中

Ξ1(i + 1) =

AT
c P (i + 1) + P (i + 1)Ac + W (i + 1) +

Qc − h[AT
c W (i + 1) + W (i + 1)Ac] +

ε1(i + 1)NT
c Nc.

将定理2中定义的正定矩阵P (i + 1)和W (i + 1)代入
式(26)可得式(19). 基于类似的方法,式(24)成立等价
于存在ε2(i + 1) > 0,满足

AT
c P (i + 1) + P (i + 1)Ac + W (i + 1) + Qc+

1
ε2(i + 1)

P (i + 1)McM
T
c P (i + 1)+

ε2(i + 1)NT
c Nc < 0.

由Schur补引理得到[
Ξ2(i + 1) P (i + 1)Mc

MT
c P (i + 1) − ε2(i + 1)I

]
< 0, (27)

其中

Ξ2(i + 1) =

AT
c P (i + 1) + P (i + 1)Ac + W (i + 1) +

Qc + ε2(i + 1)NT
c Nc.

将定理2中定义的正定矩阵P (i + 1)和W (i + 1)代入
式(27)可得式(20).
离散部分: 针对离散跳变方程的每个跳变点定

义Lyapunov函数

V (i + 1) = ξT(i + 1)P (i + 1)ξ(i + 1). (28)

计算时间差分

∆V = ξ(i + 1+)TP (i + 1+)ξ(i + 1+)−
ξ(i + 1)TP (i + 1)ξ(i + 1) =

ξ(i + 1)T[AT
d P (i + 1+)Ad −

P (i + 1)]ξ(i + 1).

将定理2中定义的正定矩阵P (i + 1+)和P (i + 1)代
入定理1中的式(12)可得式(21). 定理得证.
结合定理2可给出如下状态反馈鲁棒保性能控制

器设计的在线算法.
算算算法法法 1
Step 1 给定有限时域0 6 t 6 (N − 1)h和采样

周期h,选取终点初始值P (N+),设定i = N − 1准备
反向迭代求解;

Step 2 利用高效的内点法求解线性矩阵不等

式组(19)−(21),得到矩阵P (i+1),W (i+1),K(i)和
标量ε1(i + 1), ε2(i + 1);

Step 3 利用式(9)计算下一个采样区间的终点
值P (ih+),即

P (ih+) = P (i + 1)− hW (i + 1).

Step 4 若i 6=0,设定i= i− 1,循环执行Step 2和
Step 3,否则结束.

实现算法1的关键是在每个采样区间内,能实时
高效地完成线性矩阵不等式组的求解. 优化问题
一般可划分为两类, 即P问题和NP难问题. 所谓P问
题,就是可以被关于问题本身的参数, 如维数, 约束
个数等的多项式时间内求解的问题. NP难问题仍
然是计算复杂性理论未解决的难题.具有线性矩阵
不等式(组)约束的凸优化问题是P问题,即为多项式
时间可解的, 且能够得到全局最优解. 目前, LMI问
题的多项式时间数值解法有多种, 如椭球法和内点
法. 内点法又分中心内点法、投影法和原始–对偶法.
Nestorov[15]等对不同内点法的计算复杂性界限给出

了理论分析,从理论上保证了LMI求解的效率.随着
凸优化问题数值求解算法的发展和完善, 基于LMI
的在线控制算法将得到广泛的应用. 本文后续给出
的基于LMI的在线算法均采用高效的内点算法来保
证求解的实时性.

5 仿仿仿真真真算算算例例例(Simulation example)
本节给出数字仿真算例来验证所提方法的有效

性.

例例例 1 为了验证定理 2所提出的基于分段连续
Lyapunov函数的状态反馈鲁棒保性能控制器设计方
法的有效性,考虑参数不确定采样系统(1),参数矩阵
如下:

A =

[
−1.25 − 0.2
0.2 − 2

]
, B =

[
0.2
0.3

]
.

设系统矩阵具有如下形式的摄动:

∆A(t) =

[
−0.1 sin t − 0.1 sin t

0.12 sin t 0.12 sin t

]
,

∆B(t) =

[
−0.1 sin t

0.12 sin t

]
,

则,根据式(2),不确定时变矩阵F (t) = sin t,从而得
到表征参数不确定性的矩阵

M =

[
−0.1
0.12

]
, Na = [1 1], Nb = 1.

采样周期选择为h=0.1 s,仿真时间10 s,在有限
区间ih<t6 (i+1)h, i=0, 1, 2,· · ·, 100. 根据定理2,
利用MATLAB LMI工具箱求解LMIs(19)−(21),可得
到状态反馈控制器. 选取终点值P (100+) = diag{1,

1, 1, 1, 1},得到的最后迭代结果为

P (0) =




2.9879 0.1789 − 0.0142
0.1789 2.3482 − 0.0143
−0.0142 − 0.0143 2.3212


 ,
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W (0) =




3.7962 − 0.5136 − 0.6421
−0.5136 5.4734 − 0.5541
−0.6421 − 0.5541 − 2.4532


 ,

K(0) = [0.2877 0.2432].

系统的初始状态x(0) = [1 −1]T, 由定理2得
到的二次型性能指标上界为4.9783. 图1和图2分别
给出了闭环系统的状态响应和控制信号,仿真结果
表明闭环采样系统是稳定的, 验证了所提方法的
有效性. 图3给出了在每个采样区间优化得到的矩
阵P (i+1)的最小特征值,表明每个区间的P (i+1)都
是正定的,从而保证了闭环系统渐近稳定.

图 1 系统状态响应曲线
Fig. 1 The state response

图 2 系统的控制输入
Fig. 2 The control actuation

图 3 矩阵P (i + 1)的最小特征值

Fig. 3 The minimum eigenvalues of matrices P (i + 1)

6 结结结论论论(Conclusion)
本文基于跳变系统方法研究了参数不确定采样

系统的状态反馈鲁棒保性能控制问题.基于分段连

续Lyapunov函数方法给出了参数不确定采样系统鲁
棒稳定的充分条件,在此基础上提出了状态反馈鲁
棒保性能控制器的在线设计算法, 该算法可通过求
解迭代线性矩阵不等式得到控制器参数矩阵.
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