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摘要: 利用一个非负函数V (x), 推广了小时间状态模可观测和大时间状态模可观测的定义, 提出了小时
间V (x)可观测和大时间V (x)可观测的概念. 利用V (x)可观测的概念,讨论了子系统无源的切换系统不变集的有界
输出反馈镇定及动态输出反馈镇定. 利用多Lyapunov函数证明了闭环系统渐近稳定. 仿真例子验证了文中结论正
确性.
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Abstract: By employing a nonnegative function V (x), we extend the definitions of small-time and large-time state-norm
observability to the definitions of small-time and large-time V (x) observability. Based on the concept of V (x) observability,
we stabilize the invariant sets of the switched systems with passive subsystems by using the bounded output feedback and
the dynamic output feedback. The results are proved in detail by using multiple Lyapunov functions. Numerical examples
are employed to verify the proposed method.
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1 引引引言言言(Introduction)
近年来,对切换系统的研究引起了越来越多学者

的关注. 目前对切换系统稳定性的研究大多数集中
在对系统平衡点稳定性的研究[1∼3]. 因此,讨论切换
系统集合稳定性及反馈镇定具有重要意义.近年来,
切换系统不变集稳定性和反馈镇定问题引起众多学

者的关注[4∼8],其中,文[4]提出了状态模可观测的概
念,用于推广切换系统LaSalle不变性原理. 但是,应
用此概念无法分析切换系统不变集(如极限环)的稳
定性.

为讨论切换系统不变集的输出反馈镇定, 文[8]
提出了输入输出对V (x)稳定的概念. 但是, 这个概
念较难验证. 为此,本文将状态模可观测[4]的概念进

行推广, 提出了V (x)可观测的概念, 虽然概念的条
件较强,但是验证相对容易. 另外. 文[8]中设计的控
制器没有考虑输入饱和现象,且文[8]没有讨论系统

不变集的动态输出反馈控制.本文在V (x)可观测概
念基础上,利用无源性结论,分两种情况讨论切换系
统不变集输出反馈镇定问题:

1) 设计有界输出反馈控制器, 使得切换系统不
变集渐近稳定;

2) 设计动态输出反馈控制器, 讨论切换系统不
变集的反馈镇定.

2 相相相关关关概概概念念念(Definitions)
文中, | · |表示欧式范数, ‖z‖J表示J上信号z最

大模.

非线性系统 {
ẋ = f(x, u),

y = h(x).
(1)

其中: x ∈ Rn为系统状态, u ∈ Rm为控制输入,
y ∈ Rp为系统输出, f(·, ·)连续可微, h(·)连续.
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为研究切换系统不变集的输出反馈镇定,将状态
模可观测[4]进行推广,提出V (x)可观测的概念.

定定定义义义 1 如果存在非负函数V (x), ∀ τ > 0,

∃γ1, γ2 ∈ K∞,

V (x) 6 γ1(‖y‖[t,t+τ ]) + γ2(‖u‖[t,t+τ ]), (2)

称系统(1)小时间V (x)可观测. 如果∃τ > 0,γ1, γ2 ∈
K∞,使得上式成立,称系统(1)大时间V (x)可观测.

定定定义义义 2 [9] 如果V −1([0, a]) = {x ∈ Rn : 0 6
V (x) 6 a,∀ a > 0}是紧集,称非负函数V (x)适定.

3 输输输出出出反反反馈馈馈(Output feedback)
切换系统{

ẋ = fσ(x) + gσ(x)uσ,

y = hσ(x).
(3)

其中: x ∈ Rn为系统状态, u ∈ Rm为控制输入,
y ∈ Rm为系统输出, fσ(·), gσ(·)连续可微, hσ(·)连
续, fσ(0) = 0, gσ(0) = 0. 函数σ : [0,∞) → Q =
{1, 2, · · · , N}表示右端连续逐段常值切换信号.

记{ti}∞i=1是按先后顺序排列的时间点,称为切换
系统的切换时间点. 显然在区间[ti, ti+1)中σ为常值.
将所有σ(t) = q ∈ Q的区间起始时刻记为{tqk

}∞k=1,
那么它是{ti}∞i=1的子序列.

3.1 有有有界界界输输输出出出反反反馈馈馈(Bounded output feedback)

记S0
q = {x : Vq(x) = 0}, Z ⊂ S0 =

N⋃
q=1

S0
q是最

大不变集, 函数φq : Rm → Rm连续, φq(0) = 0, 且
y = hq(x) 6= 0, yTφq(y) > 0, ∀ q ∈ Q.

定定定理理理 1 如果切换系统(3)满足如下假设:

1) ∀ q ∈ Q,第q个子系统是无源的,且存在非负
光滑的存储函数Vq(x);

2) ∃S0
q紧邻域S

cq
q = {x : Vq(x) 6 cq}, ∀ x0 ∈

S
cq
q ,第q个子系统小时间Vq(x)可观测,

设计幅值可任意小的输出反馈控制

uq = − βq

1 + hT
q (x)φq(y)

φq(y),

φq(y) = [
∂Vq(x)

∂x
gq(x)]T, βq > 0

及如下切换信号σ(t): 存在τ > 0, 相邻的两次切换
之间的时间间隔不小于τ ,且在切换时间点ti,

Vq(x(ti)) > Vp(x(ti)), q = σ(ti−1), p = σ(ti), (4)

Z局部渐近稳定;如果Vq(x)适定, Z全局渐近稳定.

证证证 取uq = − βq

1 + hT
q (x)φq(y)

φq(y), 由于第q

个子系统无源且Vq(x)非负光滑, 那么V̇q(x) 6 0,

设计的切换序列使得在切换时间点满足式(4), 那
么Vq(x)非增.因此存在η,使得 lim

t→∞
Vq(x) = η.

如果切换系统(3)只有有限多个切换时间点, 那
么切换系统将退化为一个连续系统,定理易证.

如果切换系统(3)无穷多次切换到某个子系统.
不失一般性,假设切换系统(3)无穷多次切换到第q个

子系统, 那么第q个子系统有无穷多个切换时间

点{tqk
}∞k=1,当k →∞时, tqk

→∞.

对∀ ta, tb ∈ [tqk
, tqk

+ τ), tb > ta,

Vq(x(tb))− Vq(x(ta)) 6
w tb

ta

yT(s)uq(s)ds 6 0,

当k →∞时, ta →∞, tb →∞,由上式可得, y → 0,
进而可得, uq → 0. 由于第q个子系统小时间Vq(x)可
观测,那当k →∞时,

V (x) 6 γ1(‖y‖[t,t+τ ]) + γ2(‖u‖[t,t+τ ]) → 0. (5)

即

lim
t→∞

Vq(x(t)) = Vq( lim
t→∞

x(t)) = 0,

因此, d( lim
t→∞

x(t), S0) = 0. 因为Z ⊂ S0是最大不

变集, 因此Z局部渐近稳定. 不难验证, ‖uq(x)‖ 6
0.5βq, 取足够小的βq, 反馈控制uq的幅值可任意小.
同理可得,如果Vq(x)适定,那么Z全局渐近稳定.

由定理1类似思路,可得如下定理:

定定定理理理 2 如果切换系统(3)满足定理1假设1)且
存在S0

q紧邻域S
cq
q = {x : Vq(x) 6 cq}, ∀ x0 ∈ S

cq
q ,

第q个子系统大时间Vq(x)可观测, 设计与定理1中
相同的反馈控制器uq和切换信号σ(t),其中定理1中
的τ不小于大时间Vq(x)可观测的时间常数, 不变
集Z局部渐近稳定;如果Vq(x)适定,那么Z全局渐近

稳定.

由定理1和定理2可得如下推论:

推推推论论论 1 如果切换系统(3)满足定理1(或定
理2)的假设, 集合S0只包含x = 0, 那么x = 0在定
理1(或定理2)中相同的反馈控制器和切换序列作用
下局部渐近稳定;如果Vq(x)适定,那么x = 0全局渐
近稳定.

3.2 动动动态态态输输输出出出反反反馈馈馈(Dynamic output feedback)
利用动态输出反馈来讨论切换系统的不变集的

反馈镇定,有如下定理:

定定定理理理 3 如果切换系统(3)满足定理1(或定
理2)假设, 可设计反馈控制器ξ̇ = −[hq(x)]T −
ξ, uq = ξ 及如定理1(或定理2)的切换信号σ(t), 使
得不变集Z局部渐近稳定;如果Vq(x)适定,那么Z全

局渐近稳定.



第 8期 林相泽等: 切换系统不变集的输出反馈镇定 909

证证证 利用动态反馈控制器uq,可得闭环系统{
ẋ(t) = fq(x) + gq(x)ξ,

ξ̇ = −[hq(x)]T − ξ.
(6)

取Lyapunov函数Wq(x, ξ) = Vq(x) + 0.5ξTξ,不难证
明定理结论.

由定理3可得如下推论:

推推推论论论 2 如果切换系统(3)满足定理3的假设,集
合S0只包含x = 0, 那么x = 0在定理3中相同的
反馈控制器和切换序列作用下局部渐近稳定; 如
果Vq(x)适定,那么x = 0全局渐近稳定.

4 仿仿仿真真真例例例子子子(Numerical examples)
下面设计反馈控制器,使得不变集渐近稳定.

4.1 例例例 1(Example 1)
具有A,B两个子系统的切换系统:

A : ẋ =

(
0 − 0.25
4 0

)
x +

(
−0.5 0

0 − 8

)
uA, (7)

yA =−0.5(x2
1+(0.25x2)2−1)

(
x1

x2

)
, (8)

B : ẋ=

(
0 − 2

0.5 0

)
x+

(
−2
√

2 0
0 −0.5

√
2

)
uB,

(9)

yB =−0.5
√

2((0.5x1)2+(x2)2−1)

(
x1

x2

)
.

(10)

取

VA = 0.25(x2
1 + (0.25x2)2 − 1)2,

VB = 0.25((0.5x1)2 + x2
2 − 1)2,

将状态空间划分为

XA = {x : |x1 6 0.25
√

5|x2|}, XB = R2/XA,

那么

S0 = {x : x ∈ XA, VA(x) = 0} ∪
{x : x ∈ XB, VB(x) = 0}.

取

uA =
yA

4 + ‖yA‖2
,

uB =
√

2yB

2 + ‖yB‖2
,

从x0 = (1.2,−4.5)T出发, S0渐近稳定,如图1.

图 1 有界输出反馈

Fig. 1 Bounded output feedback

取动态反馈控制器ξ̇ = −yi − (ξ1, ξ2)T, ui =
ξ, i = A,B,那么S0渐近稳定, ξ → 0,如图2和图3所
示.

图 2 动态输出反馈

Fig. 2 Dynamic output feedback

图 3 ξ轨迹图

Fig. 3 Trajectory of ξ

注注注 1 由例子可知,切换系统平衡状态不是孤立平衡

点, 而是极限环, 利用状态模可观测[4]无法分析系统稳定

性,而利用文中结论易得切换系统不变集渐近稳定.
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