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摘要: 基于Pade近似变换,将小时滞饱和系统的稳定域估计转化为估计奇异摄动饱和系统的稳定域问题.证明了
此奇异摄动饱和系统的稳定域具有可解耦性,并在此基础上建立LMI优化模型并提出小时滞饱和系统稳定域估计
的降阶方法. 算例仿真验证了方法的正确性和有效性.
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LMI-based stability region estimation for dynamical systems with
saturation nonlinearities and a short time-delay
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Abstract: Based on Pade approximation, the stability region estimation for dynamical systems with saturation non-
linearities and a short time-delay is transformed to that for singular perturbation systems with saturation nonlinearities
(SPSSN). The stability region of the singular systems with saturation nonlinearities is proved to be decomposable when the
time-delay is short enough. Based on this characteristic, we develop a linear matrix inequality(LMI) optimization model,
and propose an order-reduction method for estimating the stability region of systems with saturation nonlinearities and a
short time-delay. Simulation results show the effectiveness and the validity of the proposed method.
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1 引引引言言言(Introduction)
实际系统(如电力系统)往往存在饱和现象,这可

能会降低系统的稳定性[1∼5], 故分析饱和系统的稳
定域引起了很多学者的重视,并且稳定域估计理论
研究取得了很大的进展[1,6∼9]. 然而, 时滞环节会进
一步降低系统的稳定性[10∼12]并增加稳定域估计的

难度.因此, 当饱和与时滞因素同时存在时, 稳定域
估计是个十分重要的课题.

目前,同时考虑饱和与时滞对系统稳定性影响的
研究主要基于Lyapunov直接法. Chen等人提出时滞
饱和系统控制器的设计方法[2,12∼15], Cao等[11,16]利

用线性矩阵不等式优化方法估计时滞饱和系统的稳

定域以减少保守性. 然而,此类方法考虑的模型中通
常没有考虑饱和函数包含时滞因素,这在小系统或
分散控制中是符合实际的, 但在电力系统等大系统
中,如基于广域测量信号控制系统,饱和函数通常包

含了时滞因素[17],所以利用传统方法估计此类系统
的稳定域将失效. 本文基于此背景,针对饱和函数中
存在时滞环节的时滞饱和系统,提出一种估计此类
系统稳定域的近似方法.

Pade变换是工程上处理时滞环节常用的方法之
一,它是用有理多项式近似传递函数,收敛速度快而
且当阶次足够高时误差很小, 这在时滞参数较小时
尤为如此[18,19]. 因此,在小时滞情况下,用非时滞饱
和系统的动态性能可以近似时滞饱和系统的动态性

能,而且本文作者还发现此近似系统是奇异摄动饱
和系统(SPSSN).根据近似系统奇异摄动的特性, 我
们证明了此SPSSN系统的稳定域具有解耦性, 并建
立SPSSN系统稳定域估计的LMI降阶优化模型, 在
此基础上提出一种估计小时滞饱和系统稳定域的估

计方法.

符号: x > (6)y表示向量x − y的每个分量都满
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足xi − yi > (6)0; 矩阵A > (>)0表示A是(半)正
定矩阵; (A)i表示矩阵A的第i行向量; (A)ij表示矩

阵A的第i行第j列元素; 符号“⇔”表示“当且仅
当”; Cn,τ表示时间段[−τ , 0]至Rn的连续映射集.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem formulation)
考虑如下时滞饱和系统




ẋ(t) = Ax(t)Adx(t− τ) + Bsat(Kx(t)+
Kdx(t− τ)),

x0(θ) = φ(θ), θ ∈ [−τ, θ],
(1)

其中: x(t) = [x1(t), · · · , xn(t)] ∈ Rn是状态

量; τ > 0是时滞参数; φ ∈ Cn,τ是初值函数;

sat(u) = [sat(u1), · · · , sat(us)]T, s是输入u的维数

且sat(u) = sgn(u) ∗min{1, | u |}.

为方便分析, 定义如下变量: 令xt表示状态x(t)
在时间段[t − τ, t]中的值, 即xt = x(t + θ), θ ∈
[−τ, 0]. Ωd = {x0 | ϕt(x0) → 0}为系统(1)的稳

定域, 其中ϕt(x0)表示经过初始状态为x0的轨迹曲

线.

定义Cn,τ空间中的集合Θ和βΘ:

Θ0 = {φ ∈ C(n,τ) | −u0 6 φ(t) 6 u0,∀t ∈ [−τ, 0]},
βΘ0 = {φ ∈ C(n,τ) | φ = βφ1, φ1 ∈ Θ0}.

定义欧氏空间中对应Θ0的集合X0:

X0 = {x ∈ Rn | −u0 6 x 6 u0},
其中: β > 0是常数,向量u0和u0是常向量.

注注注 1 1) 集合Θ0实质是引入预想初始状态集合的参

考集合,即假设初始状态组成的集合“相似于”参考集合,
更详细的定义见文献[1];

2) Θ0是函数空间C(n,τ)中的集合, 而X0是欧氏空

间Rn中的集合, 它们满足如下关系: 如果xt ∈ Θ0成立,

那么x(t + θ) ∈ X0, ∀θ ∈ [−τ, 0].

在工程中, 对于给定的一些初始状态, 判断系

统(1)轨迹的稳定性十分重要,此问题本质是刻画此

系统的稳定域,但由于饱和及时滞因素的影响,这一

工作十分困难,本文将估计此系统的稳定域,而且考

虑如下的特殊情况:

1) 考虑时滞参数τ很小.

2) 考虑预想初始状态x0所在的集合的形状

和Θ0相似,即此集合可以用βΘ0来表示且x0 ∈ βΘ0.

显然,如果估计的稳定域包含的初始状态越多则

结果越好,反之结果越保守.因此,为了减少保守性,

我们期望估计的稳定域能包含尽可能大的初始状态

集合βΘ0. 由于初始状态集合的基本形状Θ0已经确

定,要获得尽可能大的初始状态集合就是获得的最

大值,因而本文将主要解决如下问题:

确定最大的β,使得βΘ0 ⊂ Ωd 成立,即寻找最大

值β∗,使得对于∀x0 ∈ β∗Θ0,轨迹ϕt(x0)将收敛到平
衡点. 因此,可建立如下优化模型:

max β

s.t. ϕt(x0) → 0(or βΘ0 ⊂ Ω∗
d), x0 ∈ βΘ0,

(2)

其中集合Ω∗
d是系统(1)估计的稳定域.

由于无法直接获得系统(1)的稳定域, 所以直接

求解问题(2)十分困难.为此, 后文中将逐步把其中

的约束条件替换为更严格的充分条件: 保证轨迹

ϕt(x0)收敛到平衡点零, 并将此优化问题转化

为LMI优化问题求解.后文将需要如下假设条件:

假假假设设设 1 系统(1)中矩阵A+Ad +B(K +Kd)是
稳定的,即τ = 0时的雅可比矩阵是稳定的.

假假假设设设 2 τ ∈ [0, τ ∗],其中τ ∗是足够小的常数.

3 稳稳稳定定定域域域估估估计计计理理理论论论基基基础础础(Theories of the sta-
bility region estimation)
本节利用PADE近似理论,将时滞系统(1)的稳定

域估计问题转化为SPSSN系统稳定域估计问题, 并

证明此SPSSN系统的稳定域具有可解耦性.

3.1 时时时滞滞滞环环环节节节的的的PADE近近近似似似(Pade approximation
for the time-delay)

在复频域中, 时滞环节传递函数可用P (s) =
e−τs表示, τ表示延时时间. 当参数τ很小时, 为了

克服时滞因素导致的稳定域估计困难, 我们采

用Pade1阶近似方法处理延时环节, 其近似的表达

式为[18]

P (s) =
(2− τs)
(2 + τs)

, (3)

为此令

z(t) = x(t− τ), (4)

在复频域内为z(s) = e−τsx(s), 所以结合

式(3)得

z(s) =
2− τs

2 + τs
x(s) = −x(s) +

4
2 + τs

x(s). (5)

再令

y(t) = z(t) + x(t), (6)

在时域内式(5)变换为如下的微分方程

τ ẏ(t) = −2y(t) + 4x(t), (7)
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结合式(4)和(6)(7),当假设2成立时,系统(1)的动态性
能可由如下两时段的动力系统近似描述:



ẋ(t) = Ax(t) + Adφ(t)+
Bsat(Kx(t) + Kdφ(t)), t ∈ [0, τ ],

x(0) = φ(τ) ∈ βΘ0,

(8)





ẋ = (A−Ad)x + Ady+
Bsat((K −Kd)x + Kdy), t ∈ [τ, +∞],

τ ẏ = Cx + Dy.

(9)

其中: C = 4I, D = −2I; x(τ)的值由系统(8)决定.
而由式(6)可知y的初始量满足

y(τ) = φ(τ) + x(τ), (10)

因此,经过PADE变换后,问题(2)可变为

max β,

s.t. (x(τ), y(τ)) ∈ Ω, x0 ∈ βΘ0,
(11)

其中: x(τ), y(τ)是式(8)和(10)将初始值x0 ∈ βΘ0映

射为τ时刻的状态值; Ω是系统(9)的稳定域.

由上面的优化问题可知, 求解的关键在于估
计系统(9)稳定域Ω并同时确定其初始状态x(τ)
和y(τ)(此工作将在第4节中计算).此外,与原系统相
比, 系统(9)增加了n个状态变量, 而且因为参数τ很

小,所以它实质上是SPSSN系统,因而直接估计稳定
域可能会出现非刚性、维数高等问题.为此,我们将
分析系统(9)的基本性质,并在此基础上解决奇异性
和维数高等问题.

3.2 近近近似似似系系系统统统的的的基基基本本本性性性质质质(Basic characteristics of
the approximation system)
作如下坐标变换:[

x̃

ỹ

]
=

[
I 0

Lx(τ) I

][
x

y

]
, (12)

其中矩阵Lx(τ)由后文决定.

在新坐标下,系统(9)可记为{
˙̃x(t) = Ãx̃(t) + Adỹ(t) + Bψ(x̃, ỹ),
τ ˙̃y(t) = C̃x̃(t) + D̃ỹ(t) + τLxBψ(x̃, ỹ),

(13)

其中: Ã = A − Ad − AdLx + BK̃, K̃ = K −
Kd − KdLx, ψ(x̃, ỹ) = sat(K̃x̃ + Kdỹ) − K̃x̃,
C̃ = C −DLx(τ) + τLxÃ, D̃ = D + τLxAd.

下面的引理1说明,可以选择合适的矩阵Lx(τ)使
得C̃ = 0成立,从而ỹ和x̃变量部分解耦.

引引引理理理 1 考虑如下矩阵方程:

C̃ = C −DLx(τ) + τLx(τ)Ã, (14)

式中的变量和式(13)中相同. 对∀τ ∈ (0, τ ∗), 方

程(14)的解矩阵Lx(τ)惟一存在且是τ的光滑函数.

证证证 因为∂C̃/∂Lx |τ=0= −D = 2I非奇异,所以
由隐函数定理[20]论成立.

利用式(12)的坐标变换并选择满足方程(14)的矩
阵Lx(τ),那么系统(13)可进一步简化为{

˙̃x(t) = Ãx̃(t) + Adỹ(t) + Bψ(x̃, ỹ),
τ ˙̃y(t) = D̃ỹ(t) + τLxBψ(x̃, ỹ).

(15)

因此,估计系统(9)的稳定域仅需估计系统(15)的
稳定域.下面引理进一步给出相关性质.

引引引理理理 2 [8] 设x̃ ∈ F , 系统(15)中的非线性函
数ψ满足‖ ψ(x̃, ỹ) ‖6‖ Kd ‖ · ‖ ỹ ‖,其中集合F为

F = {x̃ ∈ Rs | −e 6 K̃x̃ 6 e}, (16)

其中e是具有合适维且分量都为1的列向量.

引引引理理理 3 对∀τ ∈ (0, τ ∗),原点是系统(9)的双曲
稳定平衡点.

引引引理理理 4 对∀τ ∈ (0, τ ∗), 原点是系统(15)的双
曲稳定平衡点.

证证证 这两个引理证明较简单,此处略.

3.3 稳稳稳定定定域域域解解解耦耦耦估估估计计计理理理论论论(Theories of the stability
region decompositions)
由于直接估计如系统(15)这种SPSSN系统的稳

定域,将遇到高维(计算量大)和奇异性(条件数大)等
困难.为此,构造系统(15)的如下两个伴随系统:

˙̃x(t) = Ãx̃(t), (17)
˙̃y(η) = D̃ỹ(η) + τLxBψ(x̃(η), ỹ(η)). (18)

引引引理理理 5 对∀τ ∈ (0, τ ∗), 如果如下条件成立:
1)Ω̃x ∈ Rn1是伴随系统(17)在集合F̃1中的不变集,
即Ω̃x ⊂ F̃1. 2)对于系统(18), 当x ∈ F2恒成立时其

轨迹满足: 存在与τ无关的正数γ和l使得

‖ ỹ(η) ‖6 le−γτ , ∀y0
1 = ỹ(0) ∈ Ω̃y, ∀η > 0.

其中F̃1定义为

F̃1 = {x̃ | −σe 6 K̃x̃ 6 σe}, (19)

σ为常数且σ ∈ (0, 1).

结论: 笛卡尔积Ω̃x × Ω̃y是系统(15)稳定域的一
个子集. 其中集合Ω̃y ⊂ Rn2表示球心在原点、半径

足够大但有界的球; n1和n2分别是x̃和ỹ的维数, 在
本文中满足n1 = n2 = n.

证证证 详见文献[8]中定理3,此处略.

由此引理可知, 估计系统(15)的稳定域, 只需在
集合F̃中寻找伴随系统(17)的不变集,这一方面可以
克服系统的奇异性(条件数大); 另一方面也减少了
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计算量(伴随系统是低维系统).但是,应用此结论有
两个前提条件, 一是伴随系统(17)的不变集必须存
在, 另外就是伴随系统(18)必须满足条件2. 下面证
明,对于时滞近似系统(15),这些条件是成立的.

定定定理理理 1 对∀τ ∈ (0, τ ∗), 零点是伴随系统(17)
的双曲稳定平衡点.

证证证 因为在原点很小范围内ψ(x̃, ỹ) = Kdỹ, 故
系统(15)在原点处的雅克比矩阵为

J =

[
Ã ∗
0 τ−1(D̃ + τLxBKd)

]
.

又因为变换(12)是可逆变换, 故系统(15)和(9)的
雅克比矩阵稳定性相同.由引理3可知系统(9)的雅克
比矩阵是稳定的,从而命题成立.

此定理说明准静态系统(17)的平衡点是双曲稳
定的, 所以是全局稳定的, 而集合F̃1的边界都是高

维平面. 因此,由文献[1, 18]等方法很容易在集合F̃1

中找到一个高维椭球使得它既是系统(19)的不变集,
也是系统(19)稳定域的子集.

定定定理理理 2 考虑系统(18)的性质. 对∀τ ∈ (0, τ ∗),
如果存在η∗ > 0(η∗可以是无穷大量), 使得x̃(η) ∈
F对∀η ∈ [0, η∗)成立,那么存在与τ无关的正数γ,系
统的轨迹满足

‖ ỹ(η) ‖6‖ ỹ(0) ‖ e−γη, ∀η ∈ [0, η∗). (20)

其中ỹ(0)是ỹ(η)的初值.

证证证 在时间段[0, η∗)考虑系统的性质.

选择Lyapunov函数为V = ỹTỹ, 它沿着系
统(20)的轨线导数满足(利用C = 4I, D = −2I)

V̇ = ỹT(D̃T + D̃)ỹ + 2τ ỹTLxBψ =

−ỹT[4I − τ(LxAd + AT
d LT

x )]ỹ + 2τ ỹTLxBψ.

应用引理2可得‖ ψ(x̃, ỹ) ‖6‖ Kdỹ ‖,所以

V̇ 6−2(2−τ ‖ LxAd ‖ −τ ‖ LxB ‖‖ K̃d ‖) ‖ ỹ ‖2 .

因为当τ = 0时2 − τ ‖ LxAd ‖ −τ ‖ LxB ‖
‖ K̃d ‖= 2 > 0,又因其中的变量是τ的连续函数,所
以当τ足够小时存在与τ无关的正数γ满足

V̇ 6 −2γ ‖ ỹ ‖2= −2γV.

再根据微分方程中的比较定理得[20]:

ỹTỹ = V (η) 6 V0e−2γ1η =‖ ỹ(0) ‖2 e−2γ1η.

因为考虑的时间段为η ∈ [0, η∗),所以

‖ ỹ(η) ‖6‖ ỹ(0) ‖ e−γη, η ∈ [0, η∗).

显然上述证明对η∗是无穷大量仍然成立.

由定理2可以发现引理5中条件2也是成立的, 因
此,结合定理1和定理2关于伴随系统的性质,并应用
引理5可得系统(15)稳定域的如下结论.

定定定理理理 3 考虑系统(19). 对τ ∈ (0, τ ∗), 都存在
集合Ω̃x,使得Ω̃是此系统在集合中的不变集,而且笛
卡尔积Ω̃x × Ω̃y是系统(15)稳定域的一个子集. 其中
集合F̃1定义如式(19)所示, 集合Ω̃y ⊂ Rn是一个球

心在原点、半径足够大且有界的球体.

证证证 因为由定理1可知存在集合Ω̃x,使得它是系
统(17)在集合F̃1中的不变集, 所以引理5的条件1成
立. 此外, 由定理2可知, 当x ∈ F2将恒成立时(对
应η∗无穷大),伴随系统(20)的轨迹满足: 存在与τ无

关的正数γ和l使得

‖ ỹ(η) ‖6‖ ỹ(0) ‖ e−γη, ∀η > 0, ∀y0
1 = ỹ(0) ∈ Ω̃y.

所以引理5中条件2也成立, 因而引理5条件都成
立,故Ω̃x × Ω̃y是系统(15)稳定域的子集.

注注注 2 1) 上述引理和定理对τ ∈ (0, τ∗)都成立,前提
是τ∗ > 0足够小, 故上述结论也可表达为:存在τ∗ > 0, 使
得对τ ∈ (0, τ∗)结论成立.但本文仍然采用τ∗ > 0足够小这

种说法,使得结论及其证明过程更简洁;

2) 由于定理3中 eΩy是很大的球, 所以此定理实质说明
系统(15)的稳定域具有可解耦性, 即优化问题(11)中的约
束(x(τ), y(τ)) ∈ Ω可替换为

x(τ) = ex(τ) ∈ Ωx. (21)

4 稳稳稳定定定域域域估估估计计计的的的优优优化化化方方方法法法(Optimization
method for the stability region estimation)

4.1 初初初始始始条条条件件件的的的确确确定定定方方方法法法(Method for the initial
states calculation)
对于问题(11), 上节讨论了其中的稳定域估计

问题,本节将讨论剩下的一个问题,即x(τ)和y(τ)的
求解方法, 同时还将引入LMI优化模型获取β的最

大值.在已知Θ0的基础上, 估计τ时刻系统(9)的初
值x̃(τ) = x(τ)所在的集合X1,以确定x̃(τ) ∈ X1成

立的充分条件.

用待定系数法,设集合X1具有如下形式:

X1 = {x ∈ Rn| − u1 6 x 6 u1},
类似地,在Cn,x中定义对应的集合Θ1为

Θ1 = {φ| − u1 6 φ(t) 6 u1,∀t ∈ [0, τ ]}, (22)

其中,向量u1和u1是待求的变量.

接下来将用待定系数法确定向量u1和u1.

构造两个矩阵K+和K−满足

(K+)ij =

{
(K)ij, (K)ij > 0,

0, 其他,
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(K−)ij =

{
(K)ij, (K)ij 6 0,

0, 其他,

其中(·)ij表示取矩阵的第i行j列元素.

对于系统(8),当xτ ∈ Θ1时,对∀t ∈ [0, τ ],有
[
K−−K+

] [
u1

u1

]
6 Kx 6

[
K+−K−

] [
u1

u1

]
.

(23)

按同样的方法构造其他矩阵A−, A+等. 因为
当a > 0时sat(a) 6 a, 而当a 6 0时sat(a) > a, 又
因为向量K+u1 −K−u1和K+

d u0 −K−
d u0每个分量

都是正数,而K−u1−K+u1和K−
d u0−K+

d u0的每个

分量都为负, 所以结合式(8)可得x(t)(∀t ∈ [0, τ ])被
限制在一个高维矩形中. 如果令这个矩形的边长和
待求的系数u1和u1相等, 那么很显然, 此时可以根
据u0和u0可以求得u1和u1, 这就是待定系数法的主
要思想.限于篇幅此处将推导略去.

利用上面介绍的待定系数法思路,可得到如下的
方程: 化简可得以下等价方程:[

I − τH+
1 τH−

1

τH−
1 I − τH+

1

][
u1

u1

]
=

[
I + τH+

2 −τH−
2

−τH−
2 I + τH+

2

][
u0

u0

]
, (24)

其中: I是n维的单位阵, H+
1 = A+ + B+K+ +

B−K−, H−
1 = A−+B+K−+B−K+, H+

2 = A+
d +

B+K+
d + B−K−

d , H−
2 = A−

d + B+K−
d + B−K+

d .

注注注 3 上式中共有2n个方程, 2n个未知数,而且当τ较

小时, 变量u1和u1 可由u0和u0惟一确定且是其线性函数,

证明略.

另外, 由上式的线性关系, 当系统(8)的初始条
件满足x0 ∈ βΘ0时, 必然可得xτ ∈ βΘ1, 所以系
统(9)的初始条件x(τ)满足x̃(τ) = x(τ) ∈ βX1. 因
此, 考虑x0 ∈ βΘ0, 优化问题(2)或(11)中约束(21)可
替换为更强的充分条件

βX1 ⊂ Ω̃x. (25)

4.2 稳稳稳定定定域域域估估估计计计的的的LMI优优优化化化模模模型型型(LMI Optimiza-
tion model for the stability region estimation)
由前面定理3, 在集合F̃1 中寻找系统(17)的不变

集就能得系统(15)的稳定域子集, 利用文献[1]中方
法,很容易求得椭球Ω̃ = {x̃ ∈ Rn|x̃TPx̃ 6 1}满足
此要求,其中正定矩阵P满足ÃTP + PÃ 6 0.

进一步, 为减少稳定域估计结果的保守性, 在
满足要求的所有正定矩阵P 中, 结合初始状态量

x̃(τ)所在集合βX1的形状, 选择最优的矩阵P使得

估计的稳定域Ω̃ = {x̃ ∈ Rn|x̃TPx̃ 6 1} ⊂ F̃1能包

含最大的集合βX1, 即β最大, 从而问题(2)或(11)可
转化为

β∗ = max
P>0

β, (26)

s.t. a) βX1 ⊂ Ω̃ = {x̃ ∈ Rn| x̃TPx̃ 6 1},
b) Ω̃ ⊂ F̃1,

c) ÃTP + PÃ 6 0.

其中: 约束a)表示式(35)成立; 约束b)和c)表示Ω̃是

系统(19)在F̃1中的不变集
[1], 所以问题(36)的最优

解Ω̃ = {x̃ ∈ Rn| x̃TPx̃ 6 1}满足定理3条件, 从
而可获得对应于问题(2)的近似最优解β∗.

4.3 优优优化化化模模模型型型的的的化化化简简简(Simplification of the opti-
mization model)
本节将优化(36)简化为LMI凸优化问题. 因为

高维矩形βΘ1可看作是一个特殊的凸多面体, 其
顶点坐标分别为Z0

i = β[x0
1, x

0
2, · · · , x0

n]T, i =
1, 2, · · · , 2n,其中x0

k = −u1
k或u1

k.

因此, 根据凸多面体的性质, 约束a)等价于每个
顶点都在椭球Ω̃中[1],即

βΘ1 ⊂ Ω̃ ⇔ β2(Z0
i )TPZ0

i 6 1, i = 1, 2, · · · , 2n.

(27)

另外由矩阵Schur性质,约束b)等价于[1,5]

{
x̃| x̃TPx̃ 6 1

} ⊂
{

x̃| − σ1 6 K̃x̃ 6 σ1
}
⇔

[
σ2 (K̃)i

(K̃T)i P

]
> 0, (28)

式中K̃i表示矩阵K̃的第i行行向量.

再令

γ = β−2, (29)

从而问题(26)可变换为以下LMI凸优化问题[5,6]

γ∗ = min
P>0

γ, (30)

s.t. a) (Z0
i )TPZ0

i 6 γ, i = 1, 2, · · · , 2n,

b)

[
σ2 (K̃)i

(K̃T)i P

]
> 0,

c) ÃTP + PÃ 6 0.

注注注 4 1) 系统(17)是在原点小邻域内系统(1)的准静
态系统,所以 eA的条件数不大,故利用优化模型(30)估计稳
定域不会出现奇异的问题;

2) 延时环节导致系统近似为非时滞饱和系统时扩充
为2n个状态变量. 然而, 由式(30)可知, 本文方法仍然只有
估计n维饱和系统稳定域的计算量;
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3) 在优化(30)中, 最优值γ∗和经验常数σ的取值有关,

而且不难证明γ∗/σ是常数,证明略(见文献[3]). 因此,在实

际求解此优化时可令σ = 1, 然后根据比例关系得到对应

于实际σ值的最优解. 另外,根据此比例关系还可以克服调

整σ值而需重新求解的问题,从而大大减少计算量.

4.4 稳稳稳定定定域域域估估估计计计的的的降降降阶阶阶算算算法法法(Reduced-order
method for the stability region estimation)
当延时时间足够小时, 矩阵Lx(τ)惟一存在. 考

虑到它是τ的光滑函数,利用泰勒级数逼近,令

Lx(τ) = L0
x + τL1

x + τ 2L2
x + τ 3L3

x · · · , (31)

其中矩阵L0
x、L

1
x和L2

x是待求量.
将式(41)代入式(14)中,再比较等式两端τ的各次

系数,得



L0
x = D−1C, L1

x = D−1L0
xÃ

0,

L2
x = −D−1L0

x(Ad + BKd)L1
x + D−1L1

xÃ
0,

...
(32)

其中Ã0 = A−Ad −AdL
0
x + B(K −Kd −KdL

0
x).

利用式(42)就可得Lx(τ)的近似式, 再结合前面
的分析可得系统(9)稳定域估计的算法为
步步步骤骤骤 1 建立系统(8), (9)的模型;
步步步骤骤骤 2 计算得Lx(τ)的近似式,选择经验常数σ

并建立系统(15)的模型;
步步步骤骤骤 3 根据Θ0并解方程(24)得集合X1;
步步步骤骤骤 4 解优化问题(30)得Ω̃ = {x̃| x̃TP ∗x̃ 6

1}和最优值β∗,即可得系统的近似稳定域.

5 算算算例例例仿仿仿真真真(Simulation results)
考虑2维时滞饱和系统,表达式为(1)所示,其中:

A =

[
1 −1
0 1

]
, Ad =

[
0 2
1 0

]
, B =

[
1 1
0 1

]
,

K =

[
0 0

−1 0

]
, Kd = −

[
2 2

−1 2

]
.

容易验证,当τ = 0时系统在原点处雅可比矩阵
的特征根为λ1,2 = −1±√3i,故假设1成立.

5.1 Pade近近近似似似模模模型型型误误误差差差分分分析析析结结结果果果(Error analysis
of the approximation model)
通过时域仿真可以发现,系统的时滞极限平衡点

渐进稳定时τ的最大值在0.179 至0.182之间, τ在此
范围内系统的轨迹开始振荡发散.

选择不同的时滞参数τ , 用相同的初始条件(考
虑初始条件为φ(t) = [sin t, cos t]T), 分别对原系统
和Pade近似系统进行时域仿真, 其误差见图1.由图
可以发现,在时滞极限范围内, Pade近似带来的误差
很小且随着时间t增大逐渐收敛; 而随着时滞参数τ

的减小, Pade近似引起的误差也减小. 因此, 在小时

滞情况下利用非时滞的近似模型估计时滞饱和系统

的稳定域是合理的.

图 1 实际轨迹与近似轨迹误差曲线

Fig. 1 Errors between the real trajectories and the

approximate trajectories

图 2 稳定域估计结果

Fig. 2 Results of the estimated stability region
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5.2 稳稳稳定定定域域域估估估计计计结结结果果果(Results of the stability re-
gion estimation)
下面应用前面的方法估计稳定域. 其中: σ取

为0.9,初始条件φ(t), ∀t ∈ [0, τ ]所在集合的参考形
状为单位正方体,即u0

1 = u0
1 = u0

2 = u0
2 = 1.

利用算法1, 当τ = 0.06时最优值β∗ = 0.14, 对
应稳定域的估计结果如图2(a), 其他时滞参数的稳
定域结果如图2(b)所示.图中的直线为集合F̃1 的边

界, 其交叉而成的区域为集合F̃1. 在估计的稳定
域中任选一点, 系统的轨迹将收敛到平衡点, 如
图2(a)中曲线φt(x0)所示,其中此曲线的初始状态满
足x0(t) = [−0.25, 0.25]T, ∀t ∈ [−0.06, 0].

6 结结结论论论(Conclusions)
基于Pade变换,将小时滞饱和系统的动态特性近

似为SPSSN系统的动态特性.证明了只要时滞参数
足够小,近似的SPSSN系统的稳定域具有可解耦性,
在此基础上提出一种估计小时滞饱和系统稳定域的

方法. 文中提出的方法可以一定程度地克服奇异性
和维数灾等问题.
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