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含含含随随随机机机穿穿穿越越越特特特征征征指指指标标标的的的离离离散散散系系系统统统满满满意意意估估估计计计问问问题题题
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摘要:当待估量的期望值是一个有界区域时,对待估量穿越目的域边界问题进行了讨论.通过对离散估计系统的
区域极点、随机穿越特征量等指标的相容性进行分析,给出了一种满足多指标要求的满意待机估计策略,并设计了
基于双线性矩阵不等式组(BMIs)的求解算法. 所给出的待机估计策略可保证待估量在目的域内平均滞留度满足一
定的指标,同时相对目的域边沿的平均穿越周期尽可能小,从而达到了待估量在目的域内、外的时间分布更加均匀
的目的. 数值算例说明了所设计的估计策略满足多指标要求.
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Satisfactory estimation problem for discrete systems with stochastic
passage characteristics index constraint

QI Guo-qing1, CHEN Li1, WANG Yuan-gang2, SHENG An-dong1

(1. School of Automation, Nanjing University of Science & Technology, Nanjing Jiangsu 210094, China;
2. School of Sciences, Nanjing University of Science & Technology, Nanjing Jiangsu 210094, China)

Abstract: When the expectation value of an estimate is a finite area, the problem of stochastic passage over the target
area boundary is discussed. By analyzing the consistency between the indices of the area pole and the stochastic passage
characteristics of the discrete estimation system, we propose a satisfactory estimation strategy for opportunity-awaiting,
which satisfies the requirements of multi indices; and develop the solution algorithm based-on bi-linear matrix inequali-
ties(BMIs). The presented estimation strategy for opportunity-awaiting ensures the estimate to satisfy the index of average
residence degree in the target area, and keeps the average traversing period over the target area boundary to be as small as
possible. Therefore, the time distributions of the estimate being inside and outside the target area can be uniform as desired.
Finally, the results are illustrated by a numerical example.
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1 引引引言言言(Introduction)
工程系统中常常遇到对目标未来点的估计值需

求非传统的一个动态点, 而是一个平面(或空间)区
域,例如在有激光随动测距的电视跟踪系统中,需要
不断预测未来目标的中心点位置,并将估计量发送
给激光伺服机构, 使激光轴指向目标[1]. 只有当激
光光束落入目标有效反射区域(目标靶面,或称目的
域)时, 激光测距机方能获得测距回波, 进而实现对
目标的跟踪. 要实现对目标的平稳跟踪, 既要保证
一定的激光回波率,还必须使激光光束穿出有效反
射区域后, 尽快地返回该区域,以保持航路连续,而
不致使得航路中断,贻误战机.传统的最小方差估计
只能满足估计误差方差单一指标的最优, 这容易导

致当待估量位于目的域内时,会长时间滞留其中;而
一旦穿出目的域,又会长时间滞留在其外. 为此,需
要设计一种估计策略,在满足系统估计精度要求并
保证待估量在目的域内平均滞留时间占总时间比

率(平均滞留度[2])达到一定指标的同时,使待估量穿
越目的域边沿的频率提高, 从而使得待估量在目的
域内、外的时间分布更加均匀. 对上述光电跟踪系
统则意味着在激光回波率较低时, 可使距离漏测的
时间分布更加均匀,从而能保证对目标的连续跟踪.

文献 [2]在研究随机穿越特征量[3]指标的基础上

开创了待机估计与控制问题.待机问题源于随机振
动问题[4], 待机估计与待机控制是待机问题的两个
子命题.文献 [2, 5, 6]先后给出了矩形与椭圆目的域
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下的控制策略求解算法,文献 [7]研究了待机控制中
被控量在目的域内外的时间分布情况. 文献 [1]研究
了基于图像跟踪的目标波门满意估计策略设计问

题, 但只考虑了平均滞留度指标. 文献 [8]研究了保
证激光回波率的满意估计问题,但只讨论了一阶预
测方差与激光连续漏测次数之间的关系.文献 [9]讨
论了连续系统中的待机估计问题.本文综合研究了
待估量的滞留度和平均穿越周期指标,采用求解双
线性矩阵不等式(BMI)的方法,给出了离散系统下满
足多指标要求的待机估计策略的设计算法. 所给出
的待机估计策略既可保证待估量的平均滞留度满足

一定的指标, 又可使待估量在目的域内、外的时间
分布更加均匀.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem statement)
2.1 离离离散散散系系系统统统随随随机机机穿穿穿越越越特特特征征征量量量描描描述述述(Statement

on stochastic passage characteristics of discrete
system)
假定目的域 Ω为图 1所示的矩形区域, 其中

心O为目标预测中心, 假定目标未来点服从以
预测点为中心的正态分布. 记目标现在点和预
测点分别为Z(k) = [x(k), y(k)]T, Ẑ(k + 1) =
[x̂(k + 1), ŷ(k + 1)]T. 并假定x, y方向上的估计互不

相关,则目标未来点Z(k+1)可视为均值为Ẑ(k+1),
协方差为diag{σ2

x, σ
2
y}的平稳2维各态历经随机序列,

(σ2
x, σ

2
y)为位置通道的预测误差方差. 相邻两次预测

量Ẑ(k), Ẑ(k + 1)之间稳态协方差阵满足下式[5]:

Cov[Ẑ(k), Ẑ(k + 1)] =

[
γxσ

2
x 0

0 γyσ
2
y

]
, (1)

其中γx, γy分别为x, y方向上的相关系数. 根据正态
分布假定, Z(k)在Ω内的平均滞留度为[5]

Sin =
[
ϕ(σ̄−1

x )−ϕ(−σ̄−1
x )

] [
ϕ(σ̄−1

y )−ϕ(−σ̄−1
y )

]
,

(2)
其中:

σ̄x =
σx

a
, σ̄y =

σy

a
, ϕ(x) =

1√
2π

w x

−∞
e−

z2
2 dz,

平均穿越周期Tch为

Tch=
T

Sin− f(−σ̄−1
x , σ̄−1

x , γx)f(−σ̄−1
y , σ̄−1

y , γy)
,

(3)
其中T为采样周期,

f(µ1, µ2, v) =
1√
2π

w µ2

µ1

[ϕ(
µ2 − zv√

1− v2
)− ϕ(

µ1 − zv√
1− v2

)]e−
z2
2 dz,

平均滞留时间和平均待机时间分别为[2]

Tin = TchSin, Tout = Tch(1− Sin). (4)

图 1 以目标预测点为中心的坐标系

Fig. 1 Rectangular target area

2.2 待待待机机机估估估计计计特特特征征征量量量分分分析析析(Analysis on opportu-
nity awaiting estimation characteristics)
令σ̄x = kσ̄y,由式(2)看出若取定k及a, b时, Sin仅

随σx, σy增大而减小. 由式(3) (4)可见, Tch, Tin, Tout

的大小依赖于γx, γy及σx, σy. 令a = b, γx = γy =
γ, k = 1,则Sin, Tch, Tin, Tout在γ一定而随σ̄x的变化

曲线如图2(a)所示, Tch, Tin, Tout在σ̄x一定而随γ的变

化曲线如图2(b)所示.

(a)

(b)

图 2 随机穿越特征量变化曲线

Fig. 2 Curve of stochastic passage characteristics

实际工程中一般要求Sin不低于50% ,而由图2(a)
可知当Sin < 50%时, 恰是Tch的下降段, 因此在Tch

单调下降区间上研究本文的问题是有意义的. 本文
的研究目的是在保证一定滞留度的条件下, 使待估
量相对目的域的平均穿越周期尽可能小, 因此只需
在保证一定σ̄x的情况下尽量减小γ即可.
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2.3 问问问题题题数数数学学学描描描述述述(Mathematical statement of the
problem )
对x, y两个方向解耦处理,设系统状态变量为

X(k) = (x(k), ẋ(k),XT
r )T ∈ Rn, (5)

其中: Xr ∈ R(n−2), Rn为n维实数空间. 设状态方程
与测量方程为{

X(k + 1) = ΦX(k) + w(k),
Y (k) = HX(k) + v(k).

(6)

其中: H =[1 0 · · · 0]n, w(k), v(k)分别为均值为零、
方差为W , V的不相关高斯白噪声序列, (Φ,H)为完
全可观测对. 已知随机初始状态的统计特性为

E{X(0)} = X0, Var{X(0)} = P0,

Cov{X(0),w(k)} = 0,

Cov{X(0), v(k)} = 0.

设计如下离散形式预测器:

X̂(k + 1) = ΦX̂(k) + K[Y (k)−HX̂(k)], (7)

其中K为待求的预测增益,预测误差方程为

X̃(k+1) = [Φ−KH ]X̃(k)−Kv(k)+w(k). (8)

若存在增益阵K使得Φ −KH稳定,则稳态预测误
差方差P是如下离散Lyapunov方程的唯一正定解

L(P, K) = (Φ −KH)P (Φ −KH)T +

KV KT + W − P, (9)

则相关系数γ为[5]

γ = e1PeT
2 /(e1PeT

1 ), (10)

其中: e1 = [1 0 · · · 0]n, e2 = [0 1 0 · · · 0]n.

本文的目标是解决如下问题:

问问问题题题 1 寻找预测增益阵K,使得误差系统(8)在
约束1) 2)下, 使待估量Z(k)对目的域Ω的平均穿越

周期尽可能小,

1) 矩阵Φ − KH的极点集Λ(Φ − KH) ⊂
D(0, l);

2) Z(k)在目的域Ω内的平均滞留度Sin > τ .

其中D(0, l)为复平面上中心在坐标原点, 半径
为l(0 < l < 1)的开圆盘, τ为给定正数.

3 主主主要要要结结结论论论(Main results)
引引引理理理 1 误差系统(8)存在估计增益K使得约

束1)成立,当且仅当矩阵变量(Q1, Q2,K)的如下双
线性矩阵不等式组(BMIs)

(Φ −KH)Q1(Φ −KH)T − l2Q1 < 0, (11)

L(Q2,K) < 0, (12)

Q1 > 0, Q2 > 0 (13)

有解, 且若(Q1, Q2,K)是上述不等式组的任一解,
则K作为估计增益必使误差系统(7)的稳态状态方
差阵P满足关系: P 6 Q2. 而满足约束1)的所有估
计增益K相应的稳态方差阵的下确界Pl 可通过对

式(11)∼(13)求解极值问题Min{tr(Q2)}得到[10].

当给定平均滞留度指标τ时, 可由式(2)获得一
个位置分量方差上界指标στ . 易见, 只有当σ2

τ >

HPlH
T 时, 问题1的研究是有意义的, 否则无法找

到与约束1)相容的平均滞留度指标τ . 因此滞留度指
标亦可转变为对估计误差方差上界的约束,即

HQ2H
T < σ2

τ . (14)

不等式(14)与不等式(11)∼(13)联立, 若存在可行
解(Q1, Q2,K), 则K 是一个使误差系统(8)满足约
束1), 2)的预测增益阵. 通过引理1求解得到的可
行解Q2 与稳态预测方差阵P可能不满足等式关

系e1PeT
2 /(e1PeT

1 ) = e1Q2e
T
2 /(e1Q2e

T
1 ), 这会造

成在矩阵不等式求解中难于约束γ,为此引入如下定
理.

定定定理理理 1 若存在预测增益K使得误差系统(8)渐
近稳定, 则K所对应的稳态误差方差阵P可通过对

关于标量m>0及矩阵变量Q>0的如下不等式组:

L(Q,K) > −mI, (15)

L(Q,K) < mI, (16)

求解极值问题Min(m)得到. 其中I为适维单位阵.

证证证 由Lyapunov单调性可证得定理结论.

证毕.

如下推论给出了求解问题1的指导思想.

推推推论论论 1 对关于变量(Q1, Q2,K,m)如下BMIs:

(Φ −KH)Q1(Φ −KH)T − l2Q1 < 0, (17)

L(Q2,K) > −mI, (18)

L(Q2,K) < mI, (19)

HQ2H
T < σ2

τ , (20)

Q1 > 0, Q2 > 0. (21)

同 时 求 解 约 束 极 值 问 题 Max(Q2), Min(m),
Min{e1Q2e

T
2 /(e1Q2e

T
1 )},若解(Q1, Q2,K)存在,则

预测增益阵K为满足问题1的解.
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4 满满满意意意待待待机机机估估估计计计策策策略略略的的的求求求解解解(Solution of
satisfactory opportunity awaiting estimation
strategy)
显然双线性矩阵不等式组(17)∼(21)是不便于利

用MATLAB-TOOLBOX中的LMI工具箱求解的, 需
要对其进行适当处理. 根据文献 [11], 式(17)成立的
充分条件是如下关于矩阵变量(Q1,K)的线性矩阵
不等式成立


−lQ1 + Γ (K, S) ∗ ∗

(ΦQ1)T −lQ1 + Ξ (Q1, Q̃1) ∗
HTKT −Q1 −I


 ,

(22)
其中:

Γ (K, S) = −KHST − SHTKT + SST,

Ξ (Q1, Q̃1) = −Q1Q̃
T
1 − Q̃1Q1 + Q̃1Q̃

T
1 .

S, Q̃1为维数适当的矩阵. 于是式(17)转化成为线性
矩阵不等式.

根据文献 [12, 13], 采用摄动法, 在e1Q2(k+1)e
T
2

/[e1Q2(k+1)e
T
1 ] < γk约束下, 通过寻找通路Q2(k+1)

= Q2k + δQ2, 实现对式(18) (19)的线性化, 其
中e1δQ2e

T
1 > 0, γk = e1Q2ke

T
2 /(e1Q2ke

T
1 ), 同时

对K作微小摄动: Kk+1 = Kk + δK. 于是式(18)可
转化为

(Φ−KkH)δQ2(δKH)T +

δKHδQ2(Φ−KkH)T −
δKHδQ2(δKH)T+ η1(δK, δQ2)−
δK(HQ2kH

T + V )δKT < 0, (23)

而式(19)可转化为

−(Φ−KkH)δQ2(δKH)T−
δKHδQ2(Φ−KkH)T +

δKHδQ2(δKH)T + η2(δK, δQ2)+

δK(HQ2kH
T+V )δKT< 0, (24)

其中:

η1(δK, δQ2) = −ρ(δK, δQ2)−mI,

ρ(δK, δQ2) =

(Φ −KkH)Q2k(Φ −KkH)T −
Q2k + (Φ −KkH)δQ2(Φ −KkH)T − δQ2 −
δKHQ2k(Φ −KkH)T −
(Φ −KkH)Q2k(δKH)T +

KkV δKT + δKV KT
k + W + KkV KT

k ,

η2(δK, δQ2) = ρ(δK, δQ2)−mI.

矩阵不等式(23) (24)中存在非线性项(Φ − KkH)δ
Q2(δKH)T, δKHδQ2(Φ − KkH)T, 不便于利
用Schur补引理转化成线性矩阵不等式的形式. 为
此引入如下结论

MNT + NMT 6 MMT + NNT, (25)

利用式(25),并忽略高阶无穷小项, (23)(24)将分别化
为转化如下关于δQ2, δK, m的矩阵不等式

δKH(δKH)T+(Φ−KkH)δQ2δQ2(Φ−
KkH)T−δK(HQ2kH

T+V )δKT+

η1(δK, δQ2) < 0, (26)

δKH(δKH)T+(Φ−KkH)δQ2δQ2(Φ−
KkH)T+δK(HQ2kH

T+V )δKT+

η2(δK, δQ2) < 0. (27)

为降低保守性,式(25)中M , N应尽可能接近,或
它们的迹均非常微小. 式(26)中还存在一个负定二
次型项−δK(HQ2kH

T + V )δKT,为消除该项,令

M1M
T
1 =HQ2kH

T + V. (28)

再根据文献[11],并令

Θ(δK,M2) =

−δKM1M
T
2 −M2M

T
1 δKT+M2M

T
2 , (29)

其中M2为任意适维矩阵, 则式(27)成立的充分条件
是如下不等式成立:

δKH(δKH)T+[Φ−KkH]δQ2δQ
T
2 [Φ−

KkH]T+Θ(δK,M2)+η2(δK, δQ2) < 0, (30)

此时可以利用Schur补引理将式(27)和式(30)转化为
关于矩阵变量(δQ2, δK)的线性矩阵不等式.

下面给出求解满足问题1的满意预测增益的步
骤.

算算算法法法 1
Step 1 利用引理1, 令Q1 = Q2, 求解极值问

题Min{tr(Q2)}, 可得到稳态预测增益Kl及相应的

稳态预测方差阵Pl,令

Q20 = Pl,K0 = Kl,

Q̃1 = Pl, δK = 0, S = KlH,

M1 =
√

HPlHT + V ,M2 = δKM1,

γ0 = e1Q20e
T
2 /[e1Q20e

T
1 ],

置迭代次数k = 0;
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Step 2 求解式(22)及如下线性矩阵不等式组的

约束极小值问题:

Min{m} : (m,Q1, δQ2, δK)


Θ(δK,M2) + η2(δK, δQ2) ∗ ∗
(δKH)T −I ∗

δQ2(Φ −KkH)T 0 −I


 , (31)




η1(δK, δQ2) ∗ ∗
(δKΨ)T −Ψ ∗

δQ2(Φ −KkH)T 0 −I


 , (32)

δQ2 > 0, Q1 > 0, m > 0, (33)

e1(Q2k+δQ2)eT
2 /[e1(Q2k+δQ2)eT

1 ]<γk, (34)

δK · δKT < λI, δQ2 · δQ2
T < λQ2k, (35)

H(Q2k + δQ2)HT < σ2
τ . (36)

其中I为适维单位阵, λ为一微小正实数(如λ < 0.4),

Ψ = HHT + V + HQ2kH
T.

若解(m, Q1, δQ2, δK)存在, 令Kk+1=Kk + δK,

记Kk+1所对应的稳态方差阵为Pk+1. 若Pk+1满

足HPk+1H
T < σT

τ ,则令

Q2(k+1) = Q2k + δQ2,

S = Kk+1H, Q̃1 = Q1,

M1 =
√

HQ2(k+1)HT + V ,M2 = δKM1,

γk+1 = e1Q2(k+1)e
T
2 /[e1Q2(k+1)e

T
1 ],

k ← k + 1,

重新计算Step2; 如果HPk+1H
T > σT

τ , 则令Ku =
Kk, 终止计算. 得到的Ku为满足问题1的满意预测

增益.

5 数数数值值值算算算例例例(Numerical example)
设系统参数

a = b = 8,

X(k) = [x(k), ẋ(k), ẍ(k)]T,

Φ =




1 T T 2/2
0 1 T

0 0 1


 ,W =




1 0 0
0 1 0
0 0 1


 ,

T = 1 s,H = [1 0 0]T, V = 16,

l = 0.9, τ = 0.5,

由式(2)得到στx = στy = 7.619. 由算法1的Step1得

满意增益

Kl = [1.362 0.6524 0.1491]T,

相应稳态预测方差阵为

Pl =




45.5027 28.0318 7.9383
28.0318 23.2893 7.5985
7.9383 7.5985 4.5596


 ,

显然此时的滞留度指标与区域极点指标是相容的.
此时相关系数为γ̂ = 0.6160, 平均滞留度为Ŝin =
0.5843,平均穿越周期T̂ch = 5.3160. 令误差方差上
界指标σ2

τ = 7.6192 = 58.0492. 再由算法1,迭代22
次,解得满意预测增益阵

Ku = [1.6362 0.731 0.1892]T,

相应的稳态预测方差为

Pu =




53.9013 31.3557 9.2544
31.3557 24.7226 8.1195
9.2544 8.1195 4.7813


 ,

(Φ − KuH)的极点位于(0.0004, 0.6817 ± 0.2965i),
此时的相关系数为γ = 0.5817, 满意平均滞留
度为Sin = 0.5244, 满意平均穿越周期为Tch =
4.9363 < T̂ch, Ku即为满足问题1的预测增益.

6 结结结论论论(Conclusions)
本文以一类具有激光测距的目标跟踪系统为例,

研究了离散系统中具有有限目的域下的满意待机估

计问题,通过求解双线性矩阵不等式组,获得了满足
多指标要求的满意待机估计策略.数值算例表明,所
设计的估计策略可在待估量相对目的域保持一定滞

留度的前提下,增大其穿越目的域边沿的频率,工程
上则表现为,可使得激光测距设备的距离漏测在时
间上分布更加均匀, 而不是集中的聚在一段时间区
域,从而保证对目标的连续跟踪,因此本文所提供的
设计算法可为工程人员在系统参数设定上提供一定

的参考依据.
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