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Abstract: The hybrid model-predictive-control for mechanical system with backlash is studied. The operation model of

a mechanical system with backlash is distinguished into the�backlash mode�and the�contact mode�, and a piecewise

affine(PWA) model of the mechanical system with backlash is built. For controlling this constrained PWA system, the

optimal control law is derived by using the model predictive control(MPC) method; the offline solution of which is ob-

tained by using the dynamic programming and the multi-parametric quadratic programming method. Finally, a piecewise

quadratic(PWQ) Lyapuno function for the stability of the closed-loop system is found by transforming its searching process

to a semi-definite programming. Experiments in tracking a reference speed signal demonstrate that the hybrid MPC gives

desirable performances for the mechanical system with backlash, satisfying the real-time control requirements for systems

with small sampling time.
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1 ������(Introduction)
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�����, �����
�����
����

����
���.
������	�����

������	,����PWA��. ��,
��

�PWA������������������

�. �PID�����,������������

���������������.

2 ���������������������������(Hybrid system mod-

eling for backlash)
����
�		������������

��.��������
PWA�����:

xk+1 =fPWA(xk, uk)=A{i}xk + B{i}uk + f{i},

(1)

����: 2008−04−23;������: 2009−03−05.


���:����		����
�	
��(XK100070532).
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xk

uk

]
∈ D{i},

D{i} :=
{ [

x

u

]
|[(Px){i} (Pu){i}]

[
x

u

]
� (P0){i}}.

��: k � 0, x ∈ R
n���
�, x ∈ R

m���


�, {D{i}}D
i=1�(x, u) ⊂ R

n+m�������
�

�. ��(Px){i}x + (Pu){i}u � (P0){i}�	�
�

�	����
�		������������

�����
.

�1�����������
�. ��1��,

���
��	, ��Ml����
�, Jm��

������, Jl��������, ks�cs��

�	���
���, cm�cl����
��, �

�M2��

�
,���
�2α.

� 1 �������
�

Fig. 1 A schematic diagram of the linear two-mass model

� 2 �������	�

Fig. 2 A block diagram for the linear two-mass system

��������	�

�����	. �

�

����,�2�����
�����:

Jmω̇m = −cmωm + Tm − Ts,

Jlω̇l = −clωl + Ts + Tl.
(2)

��: Tm����
, Ts���
, Ts������:

Ts =

{
ks(Δθ−θb)+cs(ωm−ωl), ����,

0, ����.

(3)

��: Δθ = θm − θl�θb�����������

�,���θb�����	�	
�����
[4]:

θ̇b =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

max[0, Δθ̇+
ks

cs

(Δθ − θb)], θb =−α,

Δθ̇+
ks

cs

(Δθ − θb), |θb|<α,

min[0, Δθ̇+
ks

cs

(Δθ − θb)], θb =α.

(4)


��3�������	,��������:

|θb| < α, (5a)

θb = α ∧ Δθ̇ +
ks

cs

(Δθ − θb) < 0, (5b)

θb = −α ∧ Δθ̇ +
ks

cs

(Δθ − θb) > 0. (5c)


���������
�����	, �

�(5b)
(5c)��. ��
��: x(t) = [ωm, ωl, θm,

θl, θb]T,��	
��PWA��	���

ẋ(t) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

Acox(t) + Bu(t), �����,

Ablx(t) + Bu(t), ����,

Acox(t) + Bu(t), �����,

(6)

Aco =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−cm + cs

Jm

cs

Jm

− ks

Jm

ks

Jm

ks

Jm

cs

Jl

−cl + cs

Jl

ks

Jl

−ks

Jl

−ks

Jl

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 0 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

Abl =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

− cm

Jm

0 0 0 0

0 − cl

Jl

0 0 0

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0

1 −1
ks

cs

−ks

cs

−ks

cs

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, B=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

K

Jm

0
0
0
0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

3 ������������������������������			(Design of hy-

brid model predictive controller)
��������
ut+k|t, ���
�x
t	


��k���
�xt+k|t. ������	���

��:

J(UNc−1
t , xt|t) :=

‖ xt+N |t − xr ‖2

PN
+

N−1∑
k=0

‖ xt+k|t − xr ‖2

Q
+

Nc−1∑
k=0

‖ ut+k|t − ur ‖2

R
. (7)

��: N�Nc � N������	
���	
;

‖x‖2
M = xTMx;��
�PN , Q�R������;

xr�ur�����������.

���PWA��������	�����

(CFTOC)��:

J∗
N(xt|t) := min

UN−1
t

JN(UN−1
t , xt|t), (8a)

����

{
xt+k+1|t =fDYN(xt+k|t, ut+k|t),
xt+N |t ∈ T.

(8b)
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fDYN(xt+k|t, ut+k|t)���(1)���	���. �

�(8a)(8b)������[5, 6]����������

	
������,��	
���.

������ 1[7] 
��	�������, ��

������(8a)(8b), PWA���CFTOC�
�

�PWA�������:

u∗(xt+k|t) = F
{i}
k xt|t + G

{i}
k , ��xt+k|t ∈ R

{i}
k .

(9)

��R
{i}
k , i = 1, · · · , Nk��������:

R̄
{i}
k = {x|xTH i

kx + qi
kx � ri

k}.

��ωm�ωl���������	
����

����
����	��
����	�.��

����,������
���CFTOC:

x̃t+k|t =

⎡
⎢⎣ xt+k|t

ut+k−1|t
ωlR

⎤
⎥⎦ .

��: xt+k|t = [ωm, ωl, Δθ, θb]�
���
��
��
�, ut+k−1|t������������

�, ωlR�����ωl����, ���Δut+k|t �
ut+k|t − ut+k−1|t���������
����

�, MPC�����

min
ΔUNc−1

t ,s
qss

2+
N−1∑
k=0

‖ωl −ωlR ‖2

Q+
Nc−1∑
k=0

‖ Δut+k|t ‖2

R
.

�����⎧⎪⎨
⎪⎩

xt+k+1|t = fDYN(xt+k|t, ut+k|t),
|ωl − ωm| � Δωmax + s,

s � 0.

��: Δωmax����������������

�. ��	���fDYN����(6)�	.

4 ������			������(Stability analysis)
�������������������

�����������	. ��������

������������	�PWQ Lyapunov�

�. �PWQ Lyapunov ������������

�(SDP).

������ 1 (��
)[7] ��
�P ⊆ R
n,��q�

����P � {x ∈ R
n|Hx � K}���,
���

��
, H ∈ R
q×n,K ∈ R

q.

��(9)����	������������

���	�PWA�����

x(k + 1) = Arx(k) + gr, x(k) ∈ Pr, x ∈ R. (10)

��
��
��	r������
�	

Pr � {x ∈ R
n|Hrx � Kr}. (11)

��	�(10)��PWA�������
�SPWA

= Ur∈RPr.

���(10)��PWA��������
Pi,�

��i �= j,Pi ∩Pj = ∅. ��PWA������,�

x(0) ∈ SPWA ⇒ x(k) ∈ SPWA, ∀ k � 0.

���1��� ����
i
j�����, ��	�

��������Pij . 
�������
��T :

t(i, j) =

{
1, ∃ x ∈ int(Pi), s.t.Aix + gi ∈ Pj.

0, �
.

��int(·)��������
. ����
�t�

���
��T � {i, j ∈ R|t(i, j) = 1}.

���2��� ��	���i, j ∈ T������
�Pij

Pij = {x ∈ R
n|x ∈ Pi, Aix + gi ∈ Pj} =

{x ∈ R
n|Hijx � Kij}. (12)

��t(i, j) = 0, 	�Pij = ∅. 
����
�

�Pr�, PWQ(x)������	:

PWQr(x) = xTQrx + xTLr + Cr. (13)

���������:

βxTx � PWQr(x) � αxTx,

α, β > 0, ∀ x ∈ Pr, ∀ x ∈ R,
(14a)

PWQj(Aix+gi)−PWQi(x)�−ρxTx,

ρ > 0, ∀ x ∈ Pij, ∀ i, j ∈ T .
(14b)

Gij = Kij − Hijx,

ΔVij(x) = PWQj(Aix + gi) − PWQi(x).

��S-Procedure[8],����(14b)����	

∃Nij �0 :ΔVij(x)�−ρxTx−GT
ij(x)NijGij(x).

(15)

��: ρ > 0,�Nij�

���	��
��



�. 
�x̄ = [x 1]T, x ∈ Pij ,��	������

�:

ΔVij(x) = x̄T

[
ΔQij ΔLij

ΔLT
ij ΔCij

]
x̄ � (16a)

x̄T(−
[
−HT

ij

KT
ij

]
Nij[−Hij Kij] − ρ

[
I 0
0 0

]
)x̄.

(16b)
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ΔQij, ΔLij�ΔCij���(10)�PWQ(x)��	�
	
.

���SDP��	�PWQ Lyapunov��: ��

�


PWQr, Nr, Nij, ρ, ε,

s.t. ∀ r ∈ R, ∀ i, j ∈ T ,[
−ΔQij − ρI − ΔLij

−ΔLT
ij − ΔCij

]
�

[
−HT

ij

KT
ij

]
Nij[−Hij Kij], (17a)

⎡
⎢⎣Qr−εI

1
2
Lr

1
2
LT

r Cr

⎤
⎥⎦�

[
−HT

r

KT
r

]
Nr[−Hr Kr],

(17b)

Nij � 0, Nr � 0, ρ > 0, ε > 0, (17c)

Nr = NT
r , Nr ∈ R

dr×dr , Nij = NT
ij ,

Nij ∈ R
dij×dij , Cq = 0, Lq = 0 ∈ R

n,

∀ q ∈ R0, R0 � {r ∈ R|0 ∈ Pr}. (17d)

��(16)��, ��(17a)����: ΔVij(x) �
−ρxTx. ��, ��(17c)����, Nr�Nij���

�
�	�.��, dr�dij���
Hr�Hij���,

��Hr�Hij���Pr = {x ∈ R
n|Hrx � Kr}�

�(12)�	.

������ 1 (��SDP	
����	) ���

�(9)����PWA����������SDP(17)


���,	���������
�����.

��� 
���PWA������������

�
,��

SPWA =
⋃

i,j∈T
Pij =

⋃
i∈R

Pi.

��,
��	1,�(14)���������	
�

��; �����
: �(17)���(14); ��(16)�

�,�(17a)���(14b);���,�(17b)���
�


, PWQ Lyapunov���
�������; ��

�(17d),�
���	�. �
,�(17)���(14)�

�. ��.

5 ������			���(Experiment results)
�����
��������������

������������. ����	���

�Ts = 0.04, ��	
N = 4, ��	
Nc = 1.

��: Q = 0.1, R = 0.01. ���������

������: |u| � 5 V, |θb| � α = 5◦, ��

|Δω| � π/2 rad/s�

�3��4�������(r = 20◦/s)����
	��������. ��3����,��PID��

�������������,
���

��

��,���������;��4����,
��

�����������������
��	�


�����,���������������

����, �	�����
�������	�

��	�	.

� 3 PID��������

Fig. 3 Tracking error by PID controller

� 4 ��������������

Fig. 4 Tracking error by hybrid model predictive controller

6 						(Conclusions)
��������������������

����,���	�������������

�������	,���	���,
�����

�������,		�
0.09/rad�������,

�����������������.
�



���
�����	����,�������

��
�	����
�.���PWQ Lyapunov�

�������SDP��, �
��������

��PWQ Lyapunov��.
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