
第 26卷第 8期
2009年 8月

控 制 理 论 与 应 用
Control Theory & Applications

Vol. 26 No. 8
Aug. 2009

T-S模模模糊糊糊系系系统统统的的的构构构造造造及及及其其其逼逼逼近近近能能能力力力的的的充充充分分分条条条件件件

肖小石, 毛志忠, 袁 平

(东北大学信息科学与工程学院自动化研究所,辽宁沈阳 110004)

摘要:针对任意多变量非线性函数, 至今缺少一种简单有效的构造性方法来建造一个T-S模糊系统对其实现给
定精度的模糊逼近.本文在逼近函数g(X) ∈ C2及g(X) /∈ C2两种情况下给出了一种当模糊集满足均匀性、连续

性、正规性条件下T-S模糊系统的构造方法以及该T-S模糊系统逼近能力的充分条件.该构造性方法简单易行且其逼
近能力充分条件的保守性低. 最后通过仿真研究证实了该方法的正确性与有效性.
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Construction of T-S fuzzy system and the sufficient condition of
its approximation ability
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Abstract: A constructive method for building the T-S fuzzy system to approximate a given multi-variable nonlinear
function is yet to be found. In either case of g(X) ∈ C2 or g(X) /∈ C2, this paper proposes a convenient method for
building a T-S fuzzy system and gives a loose sufficient condition of its approximation ability, when the fuzzy sets are
uniformly distributed, continuous and normalized. A simulation example is given to show the correctness and effectiveness
of the method.
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1 引引引言言言(Introduction)
T-S模糊模型自1985年由Takagi和Sugeno提出以

来, 由于其特殊的规则后件引起了广泛的研究兴
趣. 文献[1,2]研究了T-S模糊系统的逼近能力, 证明
了T-S模糊系统是一个万能逼近器. 文献[3]研究了
随机过程的T-S模糊逼近问题, 证实了T-S模糊系统
较强的逼近能力. 文献[4,5]研究了T-S模糊系统逼近
能力的充分条件,给出了一个较为乐观的模糊划分
结果.文献[6∼8]研究了T-S模糊系统的稳定性问题,
得出了系统稳定的充分条件.这些工作都为T-S模糊
系统走向控制工程应用打下了坚实的理论基础. 但
是,以上文献都是一些关于T-S模糊系统存在性的讨
论, 并没有涉及到T-S模糊系统的构造问题. 尽管在
文献[4,5]中作者的分析已经暗含了T-S模糊系统的
确定性方法, 但是由于采用多项式为过渡手段使得
问题复杂化, 不但其充分条件的求解较复杂, 而且
未能明确给出一个T-S模糊系统的构造性方法. 这种
构造性方法的缺失,也从一个方面说明了对于T-S模

糊逼近本质的研究有待深入. 本文给出了逼近函
数g(X) ∈ C2及g(X) /∈ C2两种情况下T-S模糊系统
的一种构造方法及其逼近能力的充分条件,在一定
程度上揭示了T-S模糊系统的本质.

2 基基基本本本概概概念念念(Preliminary concepts)
为便于讨论,首先给出一些模糊系统的一些基本

概念. 考虑多输入单输出的模糊系统f : U ⊂ Rn 7→
V ⊂ R,其中U = U1 × U2 × · · · × Un =

n∏
j=1

Uj为输

入空间, V ⊂ R为输出空间. 第j个输入变量的论域

为[αj, βj],模糊划分数为Nj . 定义T-S模糊系统为:

Ri : if x1 is Ai
1 and x2 is Ai

2 and · · · and xn is Ai
n,

then y = ai0 + ai1x1 + · · ·+ ainxn. (1)

其中: xj(j = 1, 2, · · · , n)为第j个输入变量, Ai
j为xj

的第i个模糊集, M =
n∏

j=1

Nj为模糊规则数, 第i条

模糊规则的激发强度为µi(X) =
n∏

j=1

µAi
j
(xj), 其
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中µAi
j
(xj)表示xj隶属于模糊集Ai

j的隶属度.同时给
出如下定义:

定定定义义义 1 一个模糊集A被称为是正规模糊集,如
果hgt(A) def= sup

x∈ U
µA (x) = 1.

定定定义义义 2 模糊基Ai(i = 1, 2, · · · , N)被称为
在U ∈ R上是连续的, 若对x ∈ U , µAi

(x) = 1,
对于j 6= i, µAj

(x) = 0.

定定定义义义 3 第i个模糊集Ai的中心Ci定义为

Ci =
1
2
(min arg(µAi

(x) = 1) +

max arg(µAi
(x) = 1)),

模糊间距

Di = Ci − Ci−1 (i = 1, 2, · · · , N), C0 = αj,

最大模糊间距

D = max{Di|i = 1, 2, · · · , N}.
对于论域[αj, βj], 当采用均匀模糊划分且划分数

为Nj时,显然有D 6 βj − αj

Nj − 1
. 本文后面的分析采用

均匀模糊划分并且模糊集满足正规性和连续性.

3 T-S模模模糊糊糊系系系统统统的的的构构构造造造及及及其其其逼逼逼近近近能能能力力力的的的充充充
分分分条条条件件件分分分析析析(Ananlysis of constructing T-S
fuzzy system and the sufficient condition of
its approximation ability)
逼近函数g(X)有g(X) ∈ C2和g(X) /∈ C2两种

情况, 其中符号C2表示具有连续2阶导数的函数集
合,因此下面分两种情况讨论.

3.1 逼逼逼近近近函函函数数数g(X) ∈ C2时时时T-S模模模糊糊糊系系系统统统的的的构构构造造造
及及及其其其逼逼逼近近近能能能力力力的的的充充充分分分条条条件件件(Construction of
T-S fuzzy system and its approximation ability
when g(X) ∈ C2)

对于任一在U =
n∏

j=1

[αj, βj]上具有连续 2阶导

数的实函数g(X)(X ∈ Rn), 考虑构造T-S模糊系统
来实现给定误差ε下的模糊逼近. 考察如式(1)所示
的T-S模糊系统的每一条规则Ri(i = 1, 2, · · · ,M),
它决定了一个特殊的输入矢量X i = (x1, x2, · · · ,

xn),其中每一个分量恰好等于相应的模糊子集的中
心C

ij

j (ij = 1, 2, · · · , Nj). 对任意的输入矢量X ,考
察如下采用重心法解模糊的T-S模糊系统:

fTS(X) =

M∑
i=1

µi(X)(ai0 +
n∑

j=1

aijxj)

M∑
i=1

µi(X)
. (2)

当用它来逼近给定函数g(X)时,逼近误差

|fTS(X)− g(X)| =

|

M∑
i=1

µi(X)(ai0 +
n∑

j=1

aijxj)

M∑
i=1

µi(X)
− g(X)| =

|

M∑
i=1

µi(X)(ai0 +
n∑

j=1

aijxj − g(X))

M∑
i=1

µi(X)
|. (3)

设当系统触发规则Ri时每一输入变量xj所对应的模

糊子集的中心为C
ij

j ,将g(X)在X i = [Ci1
1 , Ci2

2 , · · · ,

Cin
n ]处泰勒(Tailor)展开有

g(X)=g(X i)+∆ gT(X i)(X−X i)+r2(X). (4)

其中∆gT(X i)为g(X i)在X i处的梯度,

r2(X) =
1
2
(X−X i)T

d
dX

dg(X)
dX

|X=η

为拉格朗日(Lagrange)余项,
d

dX

dg(X)
dX

|X=η

为g(X)的海赛(Hessian)矩阵, η位于X与X i之间. 为
构造T-S模糊系统,令

ai0+
n∑

j=1

aijxj =g(X i)+∆ gT(X i)(X−X i). (5)

解之得 



ai0 = g(X i)−∆ gT(X i)X i,

ai1 = ∆ gT
1 (X i),

...
ain = ∆ gT

n (X i).

(6)

其中∆ gT
j (X i)(j = 1, 2, · · · , n)为g(X)在X i处梯度

的第j个分量. 当i从1取到M时, 模糊系统的M组参

数就确定了, 即确定了整个T-S模糊系统. 下面考虑
当规则数应满足什么条件以使构造的模糊系统达

到给定的逼近精度.假定每个输入变量的模糊划分
数相同, 即N1 = N2 = · · · = Nn = N , 由式(3)和
式(5)有

|fTS(X)− g(X)| = |

M∑
i=1

µi(X)r2(X)

M∑
i=1

µi(X)
|. (7)

因为

r2(X)=
1
2
(X−X i)T

d
dX

dg(X)
dX

∣∣∣∣
X=η

(X−X i)6
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1
2

d
dX

dg(X)
dX

∣∣∣∣
X=η

L2

(N − 1)2
6

1
2

n∑
j=1

n∑
k=1

‖∂2g(X)
∂xj∂xk

‖∞ L2

(N − 1)2
.

其中: L = max{(βj − αj)|j = 1, 2, · · · , n}, N为L

相应的划分数, ‖ · ‖∞定义为sup| · |. 所以有

|

M∑
i=1

µi(X)r2(X)

M∑
i=1

µi(X)
| 6

|

M∑
i=1

µi(X)(
1
2

n∑
j=1

n∑
k=1

‖∂2g(X)
∂xj∂xk

‖∞ L2

(N − 1)2
)

M∑
i=1

µi(X)
| =

1
2

n∑
j=1

n∑
k=1

‖∂2g(X)
∂xj∂xk

‖∞ L2

(N − 1)2
. (8)

在给定逼近误差ε条件下有

|fTS(X)− g(X)| 6
1
2

n∑
j=1

n∑
k=1

‖∂2g(X)
∂xj∂xk

‖∞ L2

(N − 1)2
6 ε ⇒

N > N0 =⌈
L

√
1
2ε

n∑
j=1

n∑
k=1

‖∂2g(X)
∂xj∂xk

‖∞ + 1

⌉
. (9)

其中d·e定义为向上取整函数,例如d3.3e = 4,下同.
综合以上分析,得到如下定理:

定定定理理理 1 对于任意一个在U =
n∏

j=1

[αj, βj]上具

有连续二阶导数的实函数g(X)(X ∈ Rn), 给定逼
近精度ε > 0,当采用均匀模糊划分且划分数N满足

式(9)时,存在如下T-S模糊系统:



fTS(X) =

M∑
i=1

µi(X)(ai0 +
n∑

j=1

aijxj)

M∑
i=1

µi(X)
,

ai0 = g(X i)−∆ gT(X i)X i,

ai1 = ∆ gT
1 (X i),

...

ain = ∆ gT
n (X i),

(10)

使得‖fTS(X)− g(X)‖∞ < ε.

其中µi(X) =
n∏

j=1

µij(xj)为第i条模糊规则的

激发强度, 规则数M = Nn, ∆gT
j (X i)为函数g(X)

在X i处梯度的第j个分量.

3.2 逼逼逼近近近函函函数数数g(X) /∈ C2时时时T-S模模模糊糊糊系系系统统统的的的构构构造造造
及及及其其其逼逼逼近近近能能能力力力的的的充充充分分分条条条件件件(Construction of
T-S fuzzy system and its approximation ability
when g(X) /∈ C2)

当g(X)在U =
n∏

j=1

[αj, βj]上不具有连续 2阶导

数, 即g(X) /∈ C2时, 在参考文献[4,5]的基础上给
出如下定理(其推导过程与定理1类似, 细节见文
献[4,5]).

定定定理理理 2 对于任意一个在U =
n∏

j=1

[αj, βj]上不

具有连续2阶导数的实函数g(X)(X ∈ Rn), 给定逼
近精度ε > 0,当采用均匀模糊划分且划分数N满足

N > N0 =⌈
L

√
1

2(ε− ε1)

n∑
j=1

n∑
k=1

‖∂2Pq(X)
∂xj∂xk

‖∞+1

⌉
(11)

时,存在如下T-S模糊系统:



fTS(X) =

M∑
i=1

µi(X)(ai0 +
n∑

j=1

aijxj)

M∑
i=1

µi(X)
,

ai0 = Pq(X i)−∆PT
q (X i)X i,

ai1 = ∆PqT
1
(X i),

...
ain = ∆PqT

n
(X i),

(12)

使得‖fTS(X)− g(X)‖∞ < ε.

其中ε > ε1 > 0, Pq(X)为一多项式(通常可
由g(X)的展开式得到)且‖Pq(X)− g(X)‖∞ < ε1.

注注注 1 定理中的充分条件是在一般意义下的,由于无

穷范数‖·‖∞的“放大”作用,此条件尚具有一定的保守性.

针对某一具体逼近函数g(X),有可能当模糊划分数N远远

小于N0时模糊系统fTS仍然能够很好地实现给定精度的模

糊逼近.

注注注 2 若采用均匀模糊划分时逼近效果较好,可考虑

采用非均匀模糊划分来减小模糊规则数以进一步简化模糊

系统,即在逼近函数g(X)非线性特性较强的区域使模糊间

距相对小一些,而在g(X)非线性特性较弱的区域模糊间距

可取得相对较大一些[9].

4 算算算例例例(Example)
为便于比较, 选取g(X) = ex1−x2 , 其中x1, x2 ∈

[−0.5, 0.5], 给定一致逼近误差0.2. 当采用Mamdani
模糊系统时,文献[1,10]给出的模糊划分数为351, 29,
分别对应123201, 841条模糊规则.显然,这两个结果
都过于保守, 严重影响了模糊系统的实际应用. 当
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采用T-S模糊系统时,文献[4]以多项式为过度手段得
出模糊划分数为8. 而根据本文的方法构造T-S模糊
系统, 当模糊划分数为7时就能实现精度为0.2的模
糊逼近.图1给出了模糊划分数为7时的逼近误差曲
面, 其最大逼近误差小于0.02. 鉴于逼近效果较好,
考虑减少模糊划分数以简化模糊系统,图2给出了模
糊划分数为3时的逼近误差曲面,从图2可以看出,模
糊系统在模糊划分数为3时仍然能够很好地以给定
精度ε = 0.2逼近g(X), 已经接近最简模糊系统(模
糊划分数为2).

图 1 模糊划分数为7时的逼近误差曲面

Fig. 1 Approximation error surface with 7 fuzzy sets

图 2 模糊划分数为3时的逼近误差曲面

Fig. 2 Approximation error surface with 3 fuzzy sets

5 结结结论论论(Conclusions)
本文提出了一种当模糊集满足均匀性、连续

性、正规性条件时T-S模糊系统的构造方法及其逼近
能力的充分条件, 并给出了相应定理. 定理的推导
过程在一定程度上揭示了T-S模糊逼近的实质,即T-
S模糊系统本质上是逼近函数在M (M为规则数)个

点上的一次泰勒(Tailor)展开式的线性组合.该构造
性方法简单易行,其逼近能力充分条件的保守性低,
有望在一定程度上解决模糊系统的维数灾问题以及

模糊规则的获取问题.
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