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具具具有有有转转转换换换函函函数数数的的的均均均匀匀匀差差差分分分进进进化化化算算算法法法及及及性性性能能能分分分析析析

赵云涛, 王 京, 宋 勇, 凌 智

(北京科技大学高效轧制国家工程研究中心,北京 100083)

摘要: 对于求解复杂优化问题,差分进化算法存在后期收敛缓慢、易于陷入局部最优等缺点. 为此,从充分利用
求解信息和目标信息角度提出了具有转换函数的均匀差分进化算法. 首先对3个算子进行分布均匀性分析及设计,
使其生成的个体能完全表征解空间特征,并增强种群多样性. 其次,为简化优化环境,利用一种适应度转换函数使
得当前局部极小点及相关区域拉伸一定高度而优于当前极小点的函数部分保持数值不变.最后通过性能指标的定
量评价,结果验证了改进算法在有效性、鲁棒性和效率上的优异性能.
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and performance analysis
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Abstract: When differential evolution algorithm is applied in complicated optimization problems, it has the shortages
of prematurity and stagnation. By efficiently utilizing the information of objective function and solving problems, a uniform
differential evolution algorithm with transform function is proposed in this paper. Firstly, three operators are designed to
generate individuals which obey uniform distribution. Individuals can fully represent the solution space. So the diversity of
populations and capability of global search will be enhanced. Secondly, a transform function used to simplify the objective
function is constructed. It stretches the current local minimum and related regions up to a certain height, while keeps
the optimized function unchanged under the local minimum. Thus, the number of local minima will be largely decreased
with the progress of iterations. Finally, the improved algorithm is quantitatively evaluated by performance indices. The
simulation results show that it has perfect property in efficacy and converges faster, and is more stable.
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1 引引引言言言(Introduction)
由Storn R和Price K于1995年提出的差分进化算

法(differential evolution, DE)[1]是一种随机的群体演
化搜索算法, 其通过个体合作与竞争所产生的群
体智能来指导优化过程. 由于其易用性、稳健性和
强大的全局寻优能力, 目前已在多个领域取得成
功[2∼4]. 但在具有多峰, 噪声等复杂的优化环境下,
依然存在后期收敛速度缓慢, 易于陷入局部极值点
的缺点. 为避免出现这些问题, 前人在改善算法参
数[2], 算子改进[4]和与其他优化算法相结合形成混

合算法[5]等方面做了相关改进研究.

本文从充分利用求解信息和目标信息角度即将

个体有效映射解空间特征和简化复杂优化环境相

结合对算法进行改进. 首先依据文献[6]提出的均匀

分布能完全表征解空间特征并有利于增强种群多样

性, 对差分进化算子进行均匀性研究.通过分析,经
变异和选择操作后均可得到符合均匀分布个体,而
对不能产生均匀分布特征的交叉算子则根据数论一

致分布点集理论进行改进, 得到具有均匀分布性的
改进交叉算子. 其次, 采用转换函数对原函数变换,
使当前局部极小点及劣于此点的区域得以拉伸一定

高度并保持被优化函数值在当前局部极小点以下部

分的数值不变,这样迭代中可大量消除局部极小点
数量从而有效降低了后续搜索难度.最终得到可快
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速求解复杂优化问题的具有转换函数的均匀差分进

化算法(简记为AtDE).

最后采用“平均截止代数”和“平均优化性

能”两个性能指标对算法量化评估,仿真表明,在求
解复杂优化问题上AtDE算法收敛性、鲁棒性和寻优
效率等方面都得到了显著提高.

2 具具具有有有转转转换换换函函函数数数的的的均均均匀匀匀差差差分分分进进进化化化算算算

法法法(Uniform differential evolution algorithm
with transform function)
连续参数优化模型定义如下: min f : S → R,其

中, f为适应值函数, S =
n∏

i=1

[xD
i , xU

i ]为搜索空间也

即解空间, 这里[xD
i < xU

i ] , i = 1, 2, · · · , n, 每个变
量信息可以用M维向量表示xi = (xi1, xi2, ···xiM)T,
R为值域空间.

在DE算法中, 将待优化变量可作为算法个体直
接处理, 设xg

i (i = 1, 2, · · · , n)是第g代的n个个体,
这些个体组成了第g代的种群xg.

2.1 算算算子子子均均均匀匀匀性性性研研研究究究(Study of uniformity)
算法初始化后, 所有个体在解空间内均符合

均匀概率分布,通过一系列变异(记为Mg)、交叉(记
为Cg)、选择(记为Sg)操作最终完成种群进化. 因搜
索过程中保持均匀分布的群体能充分表征解空间特

征, 有利于增强种群多样性和阻止后期算法搜索停
滞. 下面对各算子做具体研究,不失一般性,令个体
取值范围均映射到(0, 1).

1) 变异算子.

引引引理理理 1 设x1, · · · , xn是区间(0, 1)上独立随机

变量, c1, · · · , cn是常数,又设X =
n∑

i=1

ci · xi,若xi ∼
U(0, 1)且c1是整数,则X ∼ U(0, 1)[7].

定定定理理理 1 差分进化算法经变异操作Mg后生成

的中间种群服从均匀分布.

证证证 对于DE算法中某个待变异的目标个体xg
i ,

经变异操作后生成中间个体vg
i ,记为

vg
i = Mg(x

g
i ) = xg

r1 + F (xg
r2 − xg

r3). (1)

其中: r1, r2, r3为在种群中随机选择的3个互不
相同个体, 且r1, r2, r3与目标个体序号i不同, F ∈
[0, 2]是一个实常数因子.

因xg
r1, x

g
r2, x

g
r3 ∼ U(0, 1), c1 = 1, c2 = −c3 =

F . 根据引理1, 经xg
r1, x

g
r2, x

g
r3线性组合得到的中间

变量vg
i服从均匀分布,即vg

i ∼ U(0, 1).

定理1证明经变异操作个体依然服从均匀分布.

2) 交叉算子.

交叉算子用于个体搜索空间的扩展,其通过原目

标个体xg
i与变异后中间个体vg

i分量的随机交换得到

中间个体ug
i ,具体计算形式见公式(2):

ug
i = Cg(x

g
i ⊗ vg

i ) ={
vg

ij,如果 rand 6 CR 或 j = mbr(i);
xg

ij,如果 rand > CR 或 j 6= mbr(i),
(2)

ug
i = (ug

i1, u
g
i2, · · · , ug

iM).

式中: ⊗代表交叉操作; rand为[0, 1)间随机数;
mbr (i) ∈ 1, 2, · · · ,M ; CR ∈ [0, 1]为交叉算子.

这种采用分量与分量交换的随机生成方式,很难
得到均匀分布个体而且搜索范围相当有限,可能会
忽略临域中更好的点. 根据数论网格定义,采用网格
法产生的点集能均匀地分布于搜索空间[8], 它的搜
索效果要比上述随机交叉法好,因此可采用数论网
格理论改进交叉算子.

定定定义义义 1 命CM为M维单位立方体, 对于某点
集H1 = {(bi1, bi2, · · · , biM), i = 1, · · · , n}, ∀h =
(b̃1, b̃2, · · · , b̃M), 满足0 6 bij 6 b̃j点的个数记

为N(H1, h), j = 1, 2, · · · ,M .

φ(n) = sup
h∈CM

∣∣∣∣
N(H1, h)

n
− µ(h)

∣∣∣∣ ,

其中: µ(h) = b̃1 b̃2 · · · b̃M , 称点集H1有偏差

φ(n).若φ(n) = O
(
n−(1+ε)

)
, ∀ε > 0, 则H1为一致

分布点集[8].

定定定义义义 2 形如H1 = {(b̃1×i, · · · , b̃M×i), i = 1,

2, · · · , n}的点集, 采用分圆域方法取b̃j = ej, 1 6
j 6 M ,则H1满足上述一致分布点集定义

[8].

对于DE中两待交叉个体xg
i = (xg

i1, x
g
i2, · · · , xg

iM),
vg

i = (vg
i1, v

g
i2, · · · , vg

iM), 命J为两个体不同分量集

合即J =
{
j|xg

ij 6= vg
ij, 1 6 j 6 M

}[9]
. 设集合H2 ={

(a1, a2, · · · , an)|j ∈ J, aj = ∗; j /∈ J, aj = xg
ij

}
,

由于xg
i和vg

i交叉后的个体必然位于集合H2, 则可
用定义的一致分布点集得到优良个体.

定定定理理理 2 采用上述定义的一致分布点集得到的

交叉个体符合均匀分布.

证证证 设xg
i和vg

i有r个分量不相等, 将其集合记
为H3 = {(b1, b2, · · · , br)}. 根据定义, 一致分
布点集H1 = {(b̃1 × i, · · · , b̃r × i), i = 1, · · · , n},
且b̃j = ej, 1 6 j 6 r.

因一致分布点集中各点均符合均匀分布,可任取
一点替代H3. 则经交叉操作后得到个体可取为

ug
i = Cg(x

g
i ⊗ vg

i ) = (ug
i1, u

g
i2, · · · , ug

iM),

其中: 当j /∈ J , ug
ij = aj ; 当j ∈ J则{b1} , · · · ,

{br}被依次填充到ug
ij , {bj}表示bj的小数部分. 因
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此经改进交叉算子得到的中间个体符合均匀分布,
定理得证.

3)选择算子.

DE算法根据贪婪准则选择下一代成员, 见公
式(3):

xg+1
i =Sg(x

g
i , u

g
i )=

{
xg

i ,如果 f(ug
i )>f(xg

i );
ug

i ,其他.
(3)

基于贪婪准则的选择算子不能够产生新的个体,
因此经选择操作后种群依然服从均匀分布.

2.2 适适适应应应度度度转转转换换换函函函数数数(Transform function)
算法在运行过程中, 不断检测搜索到的极值信

息.如果任两次(可根据测试函数的复杂程度灵活设
定)迭代后,极值信息f(xb)都未改变,则认为算法陷
入局部极小点,并根据此信息将解空间划分为S1 =
{x|f(x) > f(xb)}和S2 = {x|f(x) < f(xb)}. 因此,
可采用一种转换函数来简化复杂优化环境, 消除比
局部极值点差的搜索区域,而优于此局部极值点的
函数部分保持不变.从而使算法更容易摆脱优化问
题的局部极值点, 并与种群个体均匀性分布协同作
用, 保证算法能以较大机率收敛于问题的全局最优
解.

本文设计了如下适应度转换函数公式:

ϕ(x) =
(M (f(x)− f(xb)) + 1)

2
·

(f(x∗)− f(x)) + f(x). (4)

其中f(x∗)为初始化时某点的适应度函数.

M(x) = −sgn2(x) + sgn(x) + 1. (5)

sgn(·)为符号函数,此转换函数具有如下性质:

1) 若算法找到新点x使得f(x) > f(xb),
则M(f(x) − f(xb)) = 1, 即拉伸所有劣于f(xb)的
点到f(x∗),使其位于“切平面”上.

2) 对f(x) < f(xb)部分, M(f(x) − f(xb)) =
−1, 则ϕ(x) = f(x). 即函数f(x)中所有优
于f(xb)的部分保持不变.

根据上述性质可知, 定义的转换函数满足设
计要求. 因为转换函数的使用并没有改变搜索
目标, 只是有效降低后续搜索过程难度. 通过转
换操作, 所有聚集在局部最优点xb周围个体将提

升到某一“切平面”上. 随着算法运行, 这些个
体很容易掉入镶嵌在“切平面”上的凹陷区域,
即S2 = {x|f(x) < f(xb)}. 一旦算法又一次陷入局
部极小,则再一次施行变换,直至找到全局最优点.

2.3 算算算法法法步步步骤骤骤(Steps of algorithm)
根据前两小节, AtDE算法具体步骤为

Step 1 置g = 0,产生初始种群;

Step 2 计算种群每个个体适应度;

Step 3 评估最优个体是否位于局部极小点, 位
于则令f(x) = ϕ(x);否则转Step 4;

Step 4 如果满足停机条件,停机;否则转Step 5;

Step 5 执行变异操作Mg得到中间种群vg;

Step 6 对原种群xg及中间种群vg采用均匀交叉

算子Cg,得到中间新种群ug;

Step 7 通过选择算子Sg(xg, ug)得到下一代新
种群xg+1;

Step 8 置g = g + 1,并转Step 2.

3 评评评价价价指指指标标标(Performance indices)
为评估改进算法的优化性能,本文通过两个评价

指标分别从效率和收敛性能方面定量分析.

1) 截止代数[10].

f(x)在可行域内首次达到计算精度ε(ε为一很小
正数)时的进化代数称为截止代数. 如果在达到预设
定的最大进化代数Gmax而仍未达到计算精度ε, 则
截止代数为Gmax.

2) 平均截止代数[10].

设AsG为达计算精度ε的平均截止代数, SGi为

第i次独立运行时的截止代数, RN为独立运行次数,
则集合

SG = {SGi|0 < SGi 6 Gmax, i = 1, · · · , RN} ,

将SG中不同元素按从小到大顺序排列,得到新集合

SG′ = {SG′
i|SG′

i 6 SG′
i+1, i = 1, · · · ,M − 1,

M 6 RN},
C = {Ci|0 < Ci 6 RN , i = 1, 2, · · · ,M} ,

其中Ci 为SG′
i 对应的统计频数, 由C可得SG′

i对应

的统计频率pi构成的集合

P = {pi|pi =
ci

RN

,
M∑
i=1

pi = 1,

0 6 pi 6 1, i = 1, · · · ,M},
则平均截止代数AsG为:

AsG =
M∑
i=1

SG′
i · pi. (6)

3) 平均优化性能.

设f∗i (xg)为第i次独立执行时,算法运行第g代得

到的最佳适应度函数. 则平均优化性能AvGg可表示

为

AvGg =
1

RN

RN∑
i=1

f∗i (xg), (7)

其中0 < g 6 Gmax.
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4 仿仿仿真真真试试试验验验(Simulation test)
为验证算法效率及收敛性能,本文采用6个基准

测试函数(函数1 Rosenbrock、函数2 LevyNo.5、函
数3 LevyNo.8、函数4 Schaffer、函数5 Schwefel、函
数6 Generalized Schwefel), 并与DE算法和实数
编 码 遗 传 算 法(SGA)进 行 比 较, 其 中Schwefel
及Generalized Schwefel函数为高维复杂多峰值函数.
这几个函数采用普通优化方法很难取得较好优化效

果,可有效检验算法全局搜索性能.其中,函数4为求
全局极大值,其余函数均求极小值.

各算法独立运行30次,对于函数1 ∼ 4,群体规模
为40,最大迭代次数取200; 对于函数5、函数6,群体
规模为150,最大迭代次数取500. SGA算法参数参考
文献[11]设置,交叉概率Pc = 0.9并采用自适应变异
概率. DE参数参考文献[12]设置,其中

CR = 0.8, F = 0.5,

AtDE参数采用上述DE设置. 为比较各算法收敛性
能,停机条件只设最大迭代次数而未加计算精度限
制,测试结果见表1及图1.

图 1 平均优化性能对比曲线

Fig. 1 Comparison of mean performance

表 1 基准测试函数的仿真结果

Table 1 Simulation results of benchmark functions

SGA DE AtDE
函数 理论最优

平均最优解 优化值方差 平均最优解 优化值方差 平均最优解 优化值方差

函数1 3905.9262 3880.5446 9.3858 3905.9262 0 3905.9262 0
函数2 −176.1375 −170.8375 0.1271 −173.0815 0.0053 −176.1375 0
函数3 0 0.0038454 0.00072 0.00014115 0.00013 0.0000725 0.00008
函数4 1 0.94813 0.00452 0.98192 0.00414 0.99928 0.00032
函数5 0 33.3693 9.0096 0.8104 0.9029 0.0121 0.1145
函数6 −12569.4866 −10065.7665 3.4061 −12167.6607 0.0538 −12569.4853 0.0021

由表1可知, SGA算法在5个具有较高寻优难
度函数上的表现虽然要好于求解Rosenbrock函
数, 但整体寻优性能依然劣于DE和AtDE算法.
DE和AtDE算法在Rosenbrock函数上都能找到最
优点,但是在另外3个较高难度低维函数上AtDE算
法表现优异,鲁棒性也较好.尤其在Levy No.5函数
上, AtDE算法经过迭代寻优能最终找到理论最
优解, 试验验证了改进算法的有效性, 如图1所示.
在高维函数Schwefel和Generalized Schwefel上, 虽
然DE算法也取得了较好优化效果,但AtDE算法由
于采用了维持种群多样性和改善优化环境等措施,
优化结果仍然好于DE算法.

下面以Levy No.5为例, 具体研究AtDE算法寻
优过程. 图2(a)描述了种群在Levy No.5原始函数
上的均匀分布情况, 图2(b)显示AtDE算法在五次
迭代陷入某局部极小点后, 通过对原函数转换即
将局部极小点及劣于局部极小点的函数值提升到

某一“切平面”,有效降低了后续搜索难度.随着
算法运行,最终个体掉入“切平面”的凹陷中. 其
中绿色“∗”代表个体.

实际应用中, 在保证收敛性同时更注重算法
寻优效率, 3种算法求解基准函数的平均截止代
数(ε = 0.001)见表2. 实验结果表明AtDE算法优化
效率有了很大改进,明显优于SGA和DE算法.

表 2 平均截至代数比较

Table 2 Comparison of the AsG

函数 SGA DE AtDE

Rosenbrock 200 83 42
Levy No.5 200 200 57
Levy No.8 200 145 44
Schaffer 200 200 126
Schwefel 490 451 333

Generalized Schwefel 500 475 329
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(a) 在Levy No.5函数空间种群初始分布

(b) 五次迭代后在变换函数空间内种群分布

图 2 AtDE算法对Levy No.5函数优化过程

Fig. 2 Optimization process of Levy No.5 function by AtDE

5 结结结论论论(Conclusion)
以求解复杂优化问题为目标的改进算法,其将

个体均匀分布维持种群多样性和采用转换函数简

化优化环境相结合.因此,能充分利用求解信息和
目标信息从而避免进化后期搜索停滞和陷入局部

最优,提高了寻优效率.仿真结果表明, AtDE算法
在收敛性能和求解效率上都表现十分优异, 具有
很好的应用前景.
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