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State estimation for discrete-time systems with
Markovian time-delay and packet loss
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(School of Information Science and Technology, Dalian Maritime University, Dalian Liaoning 116026, China)

Abstract: In networked control systems, data packet transmission time-delays or even dropouts are always inevitable

due to bandwidth constraints. The state estimation problem for discrete-time linear systems with Markovian time-delay

and packet loss is considered. By setting a buffer with appropriate length on the estimator site, a discrete time-invariant

system with multiple-state Markovian time-delay and packet loss is modeled as a time-variant system whose data receiving

process is described by a two-state Markov chain. Based on the idea of jump linear estimator, we propose a special class of

estimator, termed finite reception history estimator (FRHE). The optimal FRHE design strategy is developed under a known

maximum time-delay. Although the FRHE is suboptimal, it provides a computationally inexpensive estimation method. A

simulation example is presented to demonstrate the effectiveness of the proposed strategy by comparing to time varying

Kalman estimator (TVKE).
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1 ���


(Introduction)
���,���	������������


������.	����	����,��[1, 2]�

���
������������ [3, 4]	���

��	�������������
��	
.

�������,��������
�����

������, ������[5∼8]�������

�	[9]�. Schenato[10, 11]�����������

�, ��������������������

���	
������	.

������,����������,���

�����	��		��	
����
�, �

�������. ��

����������

���	
���,��[9]���
�Markovian�

����, �
��������; �� [10]��

����
��������, �������

�i.i.d����. �������������

�Markovian����	����������


���, ��
�
����	
���. ���

�
��� [10]��������������

	, ���
������������, ���

�����	
�	�������
�����

���������, ��
�� [9]���	


�����
�������(FRHE),�
���

Markovian���������������
�

���	.


		�: 2008−07−17;
�
		�: 2009−03−26.

����:�	����������(60974013);��
��
�
�����(NCET−04−0982);����	������(111066).
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���������,�2��������


�����. �����
����������,

��3�����������,���4��
�

�������. �	,�5��
�	�.

2 ������������(Problem description)
�
�
��
���

x(t + 1) = Ax(t) + Bw(t),
y(t) = Cx(t) + v(t).

(1)

��: t ∈ N = {0, 1, 2, · · ·}	����	, x ∈ R
n�

����, 	���x0, y ∈ R
m������,

w ∈ R
p, v ∈ R

m�������
����,��

(x0, w, v)���
�
���(x̄0, 0, 0)
(P0, Q, R)
�

����������, A ∈ R

n×n, B ∈
R

n×p, C ∈ R
m×n. �
(A,C)��, (A,Q1/2)��,

�R > 0.

�	���,����
����������

������������(��1��),��
�

���������������Markovian��

�������	.��, ��������, ��

���������		
�����.

� 1 ���������

Fig. 1 Networked control systems modeling

��
���������������,�


����
�����. �
�	
��,�
��

�����	,�����������
���

	�
����, ���	����������

���
���. ����	t, ��������

�������y(k)(k ∈ {0, 1, · · · , t})���	�

�����,	���
����0. ��2���

�t = 4
t = 5�	�������:

� 2 t�	������

Fig. 2 The measurement in buffer at time t

��� 1 ����	
��,���	��
���

	��������	
��
��(��2�y(1), y(2))

���.

���
����, 

����γt
k���t�

	������������:

γt
k =

{
1,��y(k)�t�	�����;
0,��.

(2)

��k ∈ {0, 1, 2, · · · , t},�t � k. ���
���

���������τmax = M ,�����τmax�

������	, 	���y(k)���τk ∈ {0, 1,

· · · ,M,∞}���	���:

τk =

{
∞, � t − k � M�γt

k = 0;
tk − k, tkΔ min{t|γt

k = 1}. (3)

���, tk	����y(k)���������.

����������,
������τk��

��
�����	������	:

P [τk+1 = j|τk = i] = pij. (4)

��k�0, i, j ∈{0, 1, · · · ,M,∞},���Markovian

���������Pτ�:

Pτ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

p00 p01 · · · p0M p0∞
p10 p11 · · · p1M p1∞

...
... · · · ...

...

pM0 pM1 · · · pMM pM∞
p∞0 p∞1 · · · p∞M p∞∞

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . (5)

��(4)(5)��0 � pij � 1,
M∑

j=0

pij + pi∞ = 1,��

����	����	�
�
,�
M∑
i=0

pi∞ + p∞∞.


��	
�	t�����
���

�yt(k)(k ∈ {0, 1, · · · , t}), 	yt(k)�	��(��

	�����, ��������	������

�����):

yt(k) = γt
ky(k) = γt

kCx(k) + v(k). (6)

��, ���������������: ��

�(1),�����������	
�����(5)�

�������, 
����������
��

������x(t)
���, 
����x̂(t|t), �

��

��
�����.�:

x̂(t|t)ΔE[x(t)|ỹ(t), γt, x̄0, P0]. (7)

�� ỹ(t) = (yt(1), yt(2), · · · , yt(t)),
γt = (γt

1, γ
t
2, · · · , γt

t).

3 ������ Markovian���������������������������



���(Design for estimator with Markovian

time-delay and packets loss)
�����������,�	t,������
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������	
��������������

�:{
xt(k + 1) = Axt(k) + Bw(k),
yt(k) = Ct(k)xt(k) + v(k),

k = 0, · · · , t.

(8)

��

�������	��Ct(k),
�γt
k��

��C
0��
���, �t�	�������

����
��: ����	��(������


������). �(5)�,��
��������

	,�γt
k��������	,
�����1,	�

����0,���m01	������	����

���������, m11	���������

�����
�����(��3��),	:

m01 =
N−1∑
i=1

p′
i0 + p′

∞0, m′
00 = 1 − m01,

m11 = p′
00 + p′

10, m10 = 1 − m11.

��, ���
���(1)���������

�����������Markovian�����

����(8), 

����
��������

�Markovian���������������


���.

� 3 ��������Markovian��

Fig. 3 Markov chain for packet reception process

3.1 ���


���������������������(Finite reception history

estimator)
��������������

���	

�������,���(8)
���������

��:

x̂t(k|k) = Ax̂t(k − 1|k − 1) + Kt
n(k) ×

(yt(k) − CtAx̂t(k − 1|k − 1)), (9)

k = 1, · · · , t.

��{Kt
n(k)}����
, n(k)∈Nn ={1, · · · , n}.

��, ��(1)�����x̂(t|t)��x̂(t|t) =
x̂t(t|t).

�
�(9)������, ��
�����:

1)������(switching logic),������,�

�����
���������; 2)�
���

�n; 3)�����.

������ 1 �
����r���������

���
Kt
n(k) ∈ Kr = {Kr

1 , · · · ,Kr
n}, 
��

�r�2r
����

�������:

f(γ1, γ2, · · · , γr)=2r−
r∑

k=1

{
1, �� γk = 1
0, �� γk = 0

}
2k−r.

(10)

��γi = 0(��	��)�γi = 1(�����)(i =
1, · · · , r), ���
�
�������
���

����(finite reception history estimator, FRHE),�

���������r��FRHE��,��n = 2r.



1������(9)���������

�n. ��, �
����r������, ���


FRHE���
�FRHE��. �	, �
�
�

�Markovian���, ���
FRHE������

�����FRHE��.

3.2 ���


������r������������FRHE(Optimal FRHE

under certain order r )
�

1�r�FRHE��2r
����

,

�Nn = {1, · · · , 2r},��

�2r�������

�	, 
������������������

�
�. 
2r�����k����������,

�����
	�πj(k) = Pr{n(k) = j}, j ∈ Nn,

�������P = [pij]i,j∈Nn
, 	

����

�π(k + 1) = π(k)P .

�
���
���
:

1) 
FRHE�2r��������	���

�0�������,�π(0) = πss,	πss = πssP ;

2) 
p∗
ij(k) = Pr{n(k − 1) = j|n(k) = i} =

πj(k − 1)pji

πi(k)
;

��
1)������k�p∗
ij = πss

j pji/πss
i ,�

p∗
ij(k)���,
�p∗

ij .

3)�r�FRHE

�������
����

�����,��
Nn������, FRHE��	

���:

E
Nk

[P r(k)] =
Mn∑
i=1

E
Nk−1

[P r(k)|n(k) = i]︸ ︷︷ ︸
:=P r

i (k)

πi(k). (11)

����FRHE����	�	����.

������ 2 �
 Markovian ��������

FRHE���r,
����
�


Jr
∞ = lim

k→∞
tr[ E

Nk

[P r(k)]] (12)

��,	��FRHE��
��r����FRHE.

���i ∈ Nn, 

A--�
�
�--�
���

�:
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1) P r
i (k) = AKr

i
(M r

i (k)),

M r
i (k) =

Nn∑
j=1

p∗
ij(AP r

j (k − 1)AT + BQBT).

��{Kr
i }��
������
,

AKr
i
(M) =̇ (I − Kr

i γ(i)C)M(I − Kr
i γ(i)C)T +

Kr
i V Kr

i
T,

��� (10)��, � i � 2r−1�, γ(i) = 1, �	

γ(i) = 0.

2) P r
i (k) = �i(M r

i (k)),

M r
i (k) =

Nn∑
j=1

p∗
ij[AP r

j (k − 1)AT + BQBT].

��

�i(M) =̇ M − Mγ(i)CT ×
(γ(i)CMγ(i)CT + V )−1γ(i)CM.

��A--�
�
�--�
����
�
[9].

������ 1 
(A,B)��,���
FRHE�
�

��
����--�
��	�
�P r
i (0) = 0 ∀i ∈

Nn, �--�
��
�.

������ 2 
(A,B)��, ��FRHE�
, 	�

� lim
k→∞

tr[E
Nk

[P r(k)]]��.

������ 3 
{P̃ r
i (k)}
{P r

i (k)}����
�
��
�	�
����P r

i (0) � 0�P r
i (0) =

0(∀i ∈ Nn)�A--�
����

, 	P̃ r
i (k) �

P r
i (k),∀ i ∈ Nn,∀ k.

������ 4 
(A,B)��,��
FRHE����


, 	A--�
��
�	
�{P̄i}, ����i ∈
Nn��P̄i > 0.

������ 1 �
���������	����


FRHE��r, 
��	�
�P r
i (0) = 0,∀ i ∈

Nn��--�
�
��{P ss
i },�

�{M ss

i },��

����:

Kr
i =̇M ss

i γ(i)CT(γ(i)CM ss
i γ(i)CT

g(i) + V )−1.

(13)

	������
�FRHE�
, ���	Jr
∞��


���
������FRHE,�����
��

��
{K̃r},�� lim
k→∞

P̃j(k) � P ss
j ∀ j ∈ Nn.

��� ����	�
�P r
i (0) = 0, ∀ i∈Nn��-

-�
�
�����P ss
i �

�M ss

i , ���--�


���������


[9], ��{P ss
i }��--

�
��	
�,�����
��. 
��(13)�

����
,��
4�{P ss
i }�A--�
��	
�

���
��.


{P̃ r
i (k)}��
	�
���

1 � P̃ r
i (0) � P ss

i , ∀ i ∈ Nn

�A--�
�����

, 	���i ∈ Nn, ��


3
P r
i (k) � P̃ r

i (k),����A--�
����


�[9],	
���P̃ r
i (k) � P ss

i . ��A--�
���

���,�

P r
i (k) � P̃ r

i (k) � P ss
i .

��

�� lim
k→∞

P r
j (k) = P ss

j ,��

lim
k→∞

P̃ r
j (k) = P ss

j ,

��������
(13)�FRHE��
�.

�

2��(11)�
���
���
{Kr
i }

�FRHE���,�����
����
{K̃r},�

� lim
k→∞

P̃j(k) � P ss
j ,∀ j ∈ Nn.

3.3 ������Markovian������������������������ FRHE
(Optimal FRHE with Markovian time-delay and

packets loss)
������ 3 �
Markovian��������



1��
������FRHE��
��	, ��

����FRHE���r̄,�


J r̄
∞ = lim

k→∞
tr[E

Nk

[P r̄(k)]] (14)

��,	��FRHE���FRHE.

�����, ��FRHE���r, ������

�����, ���FRHE���r→∞, 	2r→∞,

��FRHE�����������Kt
k, ����

�������
�,��r����������

����,
�	
�
�FRHE��
.��,��

����,��r����,��	���FRHE��

�.��	

������FRHE�������

�.�
��������
�
:

������ 5 ��(1)���������
�

FRHE, �
(11)�����, ������, �

���Jr
∞��. ���
�r1
r2��FRHE, �

�r1 � r2,	Jr1∞ � Jr2∞ .

������ 2 �
�(1)���������, �

�R > 0, �(2)�������(4)�Markovian�

���, �����
�����N���

�(N > M + 1),	��

3���FRHE���:

r′ = τmax + 1 = M + 1. (15)

��� 
����������N > M + 1, �

r′ = τmax + 1 = M + 1�, r′������


�
�(γt

k−r′+1, γ
t
k−r′+2, · · · , γt

k),����n = 2r′
.
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���������r′�FRHE��, ��∀r̃ �=r�

Jr′
∞ � J r̃

∞.

1) ��r̃ � r′, �r̃ � M + 1, ��
5, ��

Jr′
∞ � J r̃

∞.

2) ��r̃ > r′ + 1, 	����

�
�

(γt
k−r̃+1, · · · , γt

k−r′ , γt
k−r′+1, γ

t
k−r′+2, · · · , γt

k), ��

���������M , ��γt
k(k < t − M)��

�1(�
)���0(�	),���
, ��
���,

�

(γt
k−r̃+1, · · · , γt

k−r′)���
	�
��,�

��������γt
k(k � t − M)����
,��

������n = 2r,�	Jr′
∞ = J r̃

∞.

��������r̃ �= r′��Jr′
∞ � J r̃

∞. �	,

��FRHE���r′ = M + 1.

������ 3 �
��������(1), ��R>

0. ���
����(2), Markovian����(4),

�FRHE��(15),	��FRHE���:

1)
��	�
�P r
i (0) = 0 ∀ i ∈ Nn��--�


�
��{P ss
i }, �

�{M ss

i }, �
����

�������
�

Kt
n(k) ∈ Kr′

= {Kr′
1 , · · · ,Kr′

n } :

Kr′
i =̇M ss

i γ(i)CT(γ(i)CM ss
i γ(i)CT

g(i)+V )−1. (16)

2) ��FRHEs����x̂(t|t) = x̂t(t|t)���
��:

x̂t(0|0) = x̄0,M
t(1) = P0. (17)

x̂t(k|k) = Ax̂t(k − 1|k − 1) + γt
kK

t
n(k) ×

(yt(k) − CAx̂t(k − 1|k − 1)), (18)

k = 1, · · · , N.

3)���(1)������τmax = M�,
��

���������N = M +2,��FRHE���

�x̂(t|t) = x̂t(t|t)�����:

x̂t(t−N |t−N)=x̂t−1(t−N |t−N), t>N. (19)

��(18) k = t − N + 1, · · · , t.

��� 1) �

1������
��
���

���FRHE, 
�

4���FRHE����r′.
��(16)���FRHE���
.

2)����	t,�����������	�

���������(8), �������FRHEs�

��
�:

x̂t(k|k) = Ax̂t(k − 1|k − 1) + Kt
n(k) ×

(yt(k) − Ct(k)Ax̂t(k − 1|k − 1)),

k = 1, · · · , N,

x̂t(0|0) = x̄0, M t(1) = P0.

�Ct(k) = γt
kC
���,�����
�
�(18).

3) �t > N�, ����(1)������τmax=
M , �∀t � k + n, �x̂t(k|k) = x̂t−1(k|k). �k =
t − N�, x̂t(t − N |t − N) = x̂t−1(t − N |t − N)�
�. �������������t��k = 1��

�����. ���(19)
���������

t − 1���x̂t−1(t − N |t − N), �����N��

����(18)
���.

�

3�	
�,��������, �M →
∞, ��
���FRHEs, �������
��

���, �������t����������

��, �k = 1����(17)(18)
�����(�

�4(a)). �������������, 
���

���
�������������. ���

����������M�, ����t�	��

�

(yt(1), · · · , yt(t − M − 1))�t − 1�	��
�

(yt−1(1), · · · , yt−1(t − M − 1))��
��
���, ��, t�	��������
t − 1�	
t−M−1������xt−1(t − M − 1|t − M − 1)
��(��4(b)��).

(a)

(b)

� 4 ������
����������FRHE

Fig. 4 Optimal FRHE with infinite and finite memory buffer

4 ���������������





���


(Simulation exam-

ples and error analysis)
���(1),
A�B�C�w�v�M0���

A =

[
1 1
0 1

]
, B =

[
1

1

]
, C = [1 0],

w = 0.1, v = 1.0, M0 =

[
10 0
0 10

]
.


τmax = 2,	r′ = 3, N = M + 2. ������

��
�������m10 = 0.3,m00 = 0.5, 	

m11 = 0.7, m01 = 0.5.



�����r = 1, r = 2
r = 3���
FRHE���TVKE����
���(��5��).
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��5�	
���r���, ���������

���������;�����
���r, ��

���������������.

� 5 FRHE
TVKE�����

Fig. 5 FLHE gains compared with gains of TVKE

���(11)����	��, ������

�FRHE���:

Jr
∞ =

⎧⎨
⎩

3.6696, r = 1;
3.5455, r = 2;
3.5133, r = 3.

(20)

��(20)�	
�,��r���,�	��Jr
∞��,

���
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