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摘要:研究了一般化非自治非线性极小极大加系统的输出反馈镇定问题.首先,提出了闭环系统单极大射影系统
表达式. 其次,研究指出闭环单极大射影子系统存在严格的颜色匹配关系.接着,针对颜色匹配的复杂情况,提出新
的着色图构造.以往对闭环单极大射影子系统中出现的新增圈研究,仅涉及含有一条反馈弧的圈,本文指出新增圈
中可能包含由多条反馈弧构成的圈. 最后,根据新着色图和新增圈特点得到了系统输出反馈镇定的一个充分条件.
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Abstract: The problem of output-feedback stabilization for a general nonlinear, non-autonomous min-max-plus system
is studied; new results of nonlinear discrete event dynamic systems are described. First, the max-plus projection system
representation for a closed-loop system with min-max-plus output feedback is proposed. Second, strict color-match require-
ments for the closed-loop max-plus projection system are pointed out. Then, based on the complexity of the color-match
requirements, a new coloring graph structure is presented. Previous researches only considered new circuits relating to one
feedback edge in the closed-loop max-plus projection system; whereas in this paper, it is pointed out that more feedback
edges can be included in the new circuits. Finally, a sufficient condition for output feedback stabilization of min-max-plus
system is derived according to the new coloring graph and new circuits characteristics.
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1 引引引言言言(Introduction)
极小极大加系统可以描述一类通信网络、计

算机网络、工业制造系统. 近年来, 极小极大加
系统有了一系列研究成果[1∼13], 尤其是预测控制
和反馈控制问题引起了人们的关注[1∼4]. 施加反
馈使非自治极小极大加系统稳定, 即所谓反馈镇
定, 是一个有重要实用价值的问题, 尤其是输出
反馈镇定问题. Cohen等人研究了非自治单极大系
统的镇定[5], 文献[6]给出了非自治极小极大加系
统(F, B,C)状态反馈镇定的一个充分条件,文献[7]给

出了系统(F, B,C)状态反馈镇定的一个充分必要条
件, 文献[8]给出了系统(F,G,C) 状态反馈镇定的一
个充分条件.文献[9]研究了系统(F,G,C)输出反馈的
镇定问题,给出了一个充分条件,由于该系统的输出
函数是单极大函数, 所以在着色图中仅体现为一种
颜色.

本文研究系统(F,G,H)的输出反馈镇定问题,其
输出函数是极小极大加函数, 在着色图中由多种颜
色体现,较文献[9]更为复杂. 由此, 带来系统的单极
大射影子系统如何建立、输出反馈稳定性分析难度
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加大等一系列问题.本文研究指出: (F,G,H)闭环单
极大射影子系统存在严格的颜色匹配关系.针对颜
色匹配要求, 提出新的闭环单极大射影子系统着色
图. 该着色图较好地避免了某些输出矩阵元素容易
构成无效圈的问题.最后, 给出了系统(F,G,H)输出
反馈镇定的一个充分条件.

2 基基基本本本定定定义义义(Basic definitions)
R表示实数集, Rn表示R上n维列向量集. 令R̄ =

R ∪ {−∞}; ∀a, b ∈ R̄, a ∨ b := max{a, b}, a ∧ b :=
min{a, b}; D := (R,∨,+). D称为极大代数. −∞为D上
的零元. 假设x1, x2, · · ·是变量, a ∈ R是参量, 一个
极小极大加式是有限个a + xi经过有限次∨或∧运算
构成的式子. 仅含∨的极小极大加式称为单极大式.
n维极小极大加函数是Rn到Rn的函数,其中每个分支
是Rn到R的关于n个变量x1, x2, · · · , xn的极小极大加

式. 习惯上,记n维极小极大加函数为

F(x) = [F1(x) F2(x) · · · Fn(x)]T,

其中x = [x1 x2 · · · xn]T. 如果Fi(x), 1 6 i 6 n都是单极
大式, 则F(x)称为单极大函数. Gunawardena给出极
小极大加函数表达式[10]:

F(x) =
∧
r∈I

(Ar x). (1)

其中: Ar ∈ Dn×n是F(x)的单极大射影, Ar x为D上的
矩阵乘法运算: (Ar x)i =

∨
16 j6n

ai j(r) + x j, 1 6 i 6 n.

I是F(x)所有单极大射影的指标集合. 令Fk(x) =

F(Fk−1(x)),其中F0(x) = x.

定定定义义义 1 设F(x)是一个n维极小极大加函数, 则
极限向量 lim

k→∞
Fk(x)/k称为F(x)的周期时间(向量),记

为: χ(F) = [χ1(F) χ2(F) · · · χn(F)]T.

一类非自治非线性极小极大加系统:
x(k + 1) = F(x(k)) ∨G(u(k)),

y(k) = Cx(k).
(2)

其中: F(x)同上, G(u) =
∧
s∈J

(Bsu), Bs ∈ Dn×p, C ∈ Dp×n,

x(k) ∈ Rn, u(k) ∈ Rq, y(k) ∈ Rp. 此系统简记
为(F,G,C). 文[8]研究了(F,G,C)的状态反馈镇定问
题,在国际上引起了注意.
而更为一般的、具有更强非线性的极小极大加

系统是 
x(k + 1) = F(x(k)) ∨G(u(k)),

y(k) = H(x(k)).
(3)

其中: H(x) =
∧
t∈T

(Ct x), Ct ∈ Dp×n, 其他同(F,G,C).

此系统简记为(F,G,H). 异步数字电路中两个时间
信号经过“与”门、“或”门时, 分别相当于做极
大、极小运算;因而一般化模型(F,G,H)可以描述带

输入、输出的非自治异步数字电路. 本文研究该系
统的输出反馈镇定问题.为讨论方便,记此系统为S ,
也称为开环系统.
系统S可以用图论的方法来描述. 设ai j(r)表示

Ar的第i行、第 j列元; bi j(s)表示Bs的第i行、第 j列元;
ci j(t)表示Ct的第i行、第 j列元. 图g(Ar)由结点x1, · · · ,
xn 构成, 当ai j(r) , −∞时, 点x j到点xi有权为ai j(r)且
着有第r种颜色的弧;当ai j(r) = −∞时,点x j到点xi没

有着第r种颜色的弧. 在g(Ar)基础上, 加入输入结
点u1, · · · , uq和输出结点y1, · · · , yp, 构成图g(S (r,s,t)).
当bi j(s) , −∞, 点u j到点xi有权为bi j(s)且着有第s种
颜色的弧;当bi j(s) = −∞时,点u j到点xi没有第s种颜
色的弧;当ci j(t) , −∞,点x j到点yi有权为ci j(t)且着有
第t种颜色的弧;当ci j(t) = −∞,点x j到点yi没有第t种
颜色的弧[11].
计算机硬件中含有复杂的异步数字电路,当它们

用系统(F,G,H)描述时, 式(3)及图论工具说明了多
颜色的重要作用.

定定定义义义 2 如果在g(S (r,s,t))中从一个输入结点
到xi有路, 则xi称为(r, s)−能达状态分量. 如果对所
有(r, s) ∈ I × J(I × J是I, J的笛卡儿积), xi是(r, s)−能
达的, 则称xi能达. 如果所有的xi, 1 6 i 6 n能达, 则
称系统S能达. 如果在g(S (r,s,t))中存在xi到某输出结

点的路, 则称xi是(r, t)−能观状态分量. 如果对所
有(r, t) ∈ I × T , xi 是(r, t)−能观的, 则称xi能观. 如
果所有的xi, 1 6 i 6 n能观,则称系统S能观. 如果对
任意(r, t) ∈ I × J, xi都是不能观的, 则称xi全色不能

观.

定定定义义义 3 设A是D上一个n阶矩阵, 定义µ(A) :=
[µ1(A) µ2(A) · · · µn(A)]T ∈ Rn,称µ(A)为矩阵A的周期
时间. 其中µi(A) = max{w(c)/l(c)|c是g(A)中到点xi有

路的圈}, w(c)表示g(A)中圈c的权, l(c)表示g(A)中
圈c的长度[11]. 也称c是点xi的上游圈.

引引引理理理 1 F(x) =
∧
r∈I

(Ar x)的周期时间χ(F)存在,

且χ(F) =
∧
r∈I
µ(Ar)[12].

设对系统S施加输出反馈u(k) = K(y(k))(允
许Ki(y) = −∞). 其中K(y) =

∧
d∈N

Kdy,Kd ∈ Dq×p.

Kd是K(y)的单极大射影, N是K(y)的所有单极大射
影的指标集合.则系统变成闭环系统:

x(k + 1) =
∧

(r,s)∈I×J
(Ar x(k) ∨ Bs(K(y(k)))),

y(k) = H(x(k)) =
∧
t∈T

Ct x(k).
(4)

该系统简记为S (K). 易知S (K)是极小极大加函数.

3 输输输出出出反反反馈馈馈镇镇镇定定定充充充分分分条条条件件件(Sufficient condi-
tion for output feedback stabilization)
在讨论之前,先介绍�运算[8].
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定定定义义义 4 设Kdi , 1 6 i 6 n是K(y)的任意n个单极
大射影矩阵, 则矩阵Kl = [KT

d1
KT

d2
· · ·KT

dn
]T, l ∈ L称

作K(y)的单极大射影直积. L是K(y)的单极大射影直
积的所有单极大射影指标集, |L|等于从N中可重复
地任取n个的排列数,即|N |n.

设Cti , 1 6 i 6 n是H(x)的任意n个单极大射影矩
阵,则矩阵Ce = [CT

t1 CT
t2 · · ·CT

tn ]T, e ∈ E是H(x)的单极
大射影直积. E是H(x)的单极大射影直积的所有单极
大射影指标集,它等于从T中可重复地任取n个的排
列数,即|T |n.

定定定义义义 5 令Bs = [B1T

s B2T

s · · · BnT

s ]T, 其中Bi
s, 1 6

i 6 n是Bs的第i行. �运算定义为
Bs � Kl = [[B1

s Kd1 ]T[B2
s Kd2 ]T · · · [Bn

s Kdn ]T]T ∈ Dn×q. (5)

引引引理理理 2 BsK(y) =
∧
l∈L

(Bs�Kl)y,其中L是K(y)的

单极大射影直积的所有单极大射影指标集[13].

记Bs � Kl = Qsl,则(Bs � Kl)y = QslH(x).

引引引理理理 3 BsK(y) =
∧

(e,l)∈E×L
((Bs�Kl)�Ce)x. 其中

L是K(y)的单极大射影直积的所有单极大射影指标
集, E是H(x)的单极大射影直积的所有单极大射影指
标集.

证证证 由引理2,有

BsK(y) =
∧
l∈L

(Bs � Kl)y =
∧
l∈L

QslH(x) =

∧
l∈L

[
∧
e∈E

(Qsl �Ce)x] =

∧
(e,l)∈E×L

((Bs � Kl) �Ce)x. (6)

证毕.

因此,闭环系统可写成

x(k + 1) =
∧

(r,s,e,l)∈I×J×E×L
(Ar ∨ ((Bs � Kl) �Ce))x =

∧
(r,z)∈I×Z

(Ar ∨Wz)x. (7)

其中

Wz = (Bs � Kl) �Ce =

[[B1
s Kd1Ct1 ]T [B2

s Kd2Ct2 ]T · · · [Bn
s KdnCtn ]T]T. (8)

Z是所有Wz的指标集,它等于J × L × E. (Wz)i j =∨
16m6p

(
∨

16v6q
(biv(s) + kvm(di)) + cm j(ti)). Wz的第i行

由Bi
sKdiCti构成, Bi

s与Kdi和Cti之间有指标匹配要求,
即di、ti由Bs的行标决定. 所以, z对应一个(s, l, e)的
组合集, 其中的l决定一组(Kd1 , · · · ,Kdn ), e决定了一
组(Ct1 , · · · ,Ctn ).

(Ar ∨ Wz)称为S (K)的单极大射影, 相应的系
统x(k + 1) = (Ar ∨ Wz)x称作S (K)的闭环单极大射
影子系统,记为S (r,z)(K).

由引理1、引理2和引理3可得到:

定定定理理理 1 χ(S (K)) =
∧

(r,z)∈I×Z
µ(Ar ∨Wz).

由式(8)知,系统(F,G,H)闭环单极大射影子系统
有严格的颜色匹配关系.下面根据颜色匹配要求,提
出新的闭环系统单极大射影图.

为构造闭环系统单极大射影图,先提出复杂有色
路的简化方法:

当biv(s) , −∞时, 点uv到点xi有权为biv(s)且着
有第s种颜色的弧; 当biv(s) = −∞, 点uv到点xi没有

着第s种颜色的弧; 当cm j(ti) , −∞, 点x j到点ym有

权为cm j(ti)且着有第ti种颜色的弧; 当cm j(ti) = −∞,
点x j到点ym没有第ti种颜色的弧; 当kvm(di) , −∞,
点ym到点uv有权为kvm(di)且着有第di种颜色的弧;
当kvm(di) = −∞, 点ym到点uv没有第di种颜色的弧.
若上述biv(s) , −∞, cm j(ti) , −∞, kvm(di) , −∞, 1 6
v 6 q, 1 6 m 6 p同时存在(其中颜色ti, di由biv(s)下
标i决定), 则构成一条从点x j到点xi的长度为3的有
色路. 这些路中最大的权记为(Wz)i j. 由于每条有
色路的长度均为3, 为简便起见, 将这些路简化为
从点x j到点xi的一条权为(Wz)i j着有z种颜色的弧(颜
色z对应一个(s, l, e)组合集, 该处的(s, ti, di)属于颜
色z的(s, l, e)组合集). 值得注意:构成点x j到点xi的路

中只包含bi�(s), c� j(ti)构成的弧,而并非Bs, Cti中所有

的弧.

由以上简化方法,系统的闭环单极大射影图构造
如下:若(Wz)i j =

∨
16m6p

(
∨

16v6q
(biv(s)+kvm(di))+cm j(ti)) ,

−∞, 则画出点x j到点xi权为(Wz)i j且着有第z种颜色
的弧. 该图记为g(Wz).

在g(Ar)图基础上叠加g(Wz)便得到图g(Ar ∨ Wz),
定义该图中的颜色为(r, z)色, g(Ar ∨ Wz)也记作
g(S (r,z)(Kl)). 注意到, 图g(Ar ∨ Wz)中只含有结点x1,

x2, · · · , xn,当(Ar)i j , −∞时,有x j到xi的(r, z)色弧;或
者当(Wz)i j , −∞时,有x j到xi的(r, z)色弧.

定定定义义义 6 如果在g(Ar∨Wz)中, xi到x j有路,则x j称

为从xi − (r, z)能达; 如果对所有(r, z) ∈ I × Z, x j是

从xi − (r, z)能达,则x j是从xi能达.如果xi是从x j能达,
x j是从xi能达,则称x j与xi是S (K)中的强连通状态分
量. 根据强连通关系可以将系统S (K)划分为若干个
强连通块.

为讨论方便,本文后续讨论都采用所有元素均等
于k的单极大输出反馈阵K(单极大输出反馈是极小
极大加输出反馈的一种特殊形式).

系统加入反馈K后,可能增加以下圈:

1) 若(Wz)ii , −∞,则增加xi → xi的圈,该圈周期
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时间与一个k有关;

2) 由θ个(Wz) jα jβ , −∞(1 6 α, β 6 n), 且在
g(Ar)中存在的若干个x jη → x jω (1 6 η, ω 6 n)的
路, 共同构成经过xi的圈, 该圈包含θ个反馈弧，其
周期时间由θ个k决定.

在复杂异步数字电路设计过程中,添两根线可能
相当于系统(F,G,H)中引入两条反馈弧,从而构成一
个新增的含多条反馈弧的圈,起到影响χ(S (K))的作
用,这点被以前的文献忽视.

引引引理理理 4 χ(S (K))是关于k的单调递增连续函数,
且以χ(F)为下界.

证证证 显然, χ(S (K))与新增圈周期时间有关. 如
前所述, 系统加入反馈后, 可能增加的圈都经过xi,
即是xi的上游圈. 这些圈的周期时间形如: f (k) =

(θk + b)/l. 其中θ是圈中反馈弧的个数, b是一个常
数, l是圈的长度.由于θ > 1, l > 1,所以 f

′
(k) = θ/l >

0,即 f (k)关于k单调递增.显然, f (k)是k的连续函数. 因
此, χ(S (K))是关于k单调递增连续函数. 取k = −∞,
即K不增加任何圈, 则χ(S (K)) = χ(F). 由χ(S (K))关
于k的单调性,可知χ(S (K)) > χ(F),∀k.

引引引理理理 5 令χi(S (K)), 1 6 i 6 n是χ(S (K))的
第i个分量, 如果xi和x j属于S (K)的同一个强连通块,
则χi(S (K)) = χ j(S (K)).

证证证 令(Ar ∨Wz)是S (K)的一个单极大射影,假设
C(r,z)是g(S (r,z)(K))中xi的上游圈,即在g(S (r,z)(K))中从
圈C(r,z)中有结点到xi有路. 由于xi和x j属于S (K)的同
一个强连通块, 所以在g(S (r,z)(K))中xi到x j有路, 因
此C(r,z)也是x j的上游圈. 对于K的任何非零元素,
由定义3, 显然µi(Ar ∨ Wz) 6 µ j(Ar ∨ Wz). 同理,
也能证明µ j(Ar ∨ Wz) 6 µi(Ar ∨ Wz). 所以, µ j(Ar ∨
Wz) = µi(Ar ∨Wz).

引引引理理理 6 若S (K)有ω个强连通块, 则χ(S (K))也
分为ω个块.

定定定义义义 7 对于极小极大加系统, 如果存在一个
输出反馈函数K(y)使得闭环系统S (k) : χi(S (K)) =

χ j(S (K)), 1 6 i, j 6 n, 则称该系统可用输出反馈镇
定.

引引引理理理 7 对能达系统,若输出反馈矩阵K中各元
素都不为−∞, 则在图g(S (r,z)(K))中系统能观状态结
点到其他任意结点必有路, 能观状态结点的上游圈
亦是其他结点的上游圈.

证证证设xi是能观状态结点.由于xi能观,对于∀Ct j,ti ,
t j ∈ e, 应在g(Ar)中有xi → x j ′ (t j), 且cm(t j) j ′ (t j)(t j) ,
−∞. 由于系统能达, 所以, 对任意x j必至少存在一

个uv, 1 6 v 6 q, 使得b jv(s) , −∞; 再由K的结构,

kvm = k , −∞,有: (b jv(s) + kvm + cm(t j) j ′ (t j)(t j)) , −∞.
于是, (Wz) j j ′ (t j) , −∞,即必然存在x j ′ (t j) → x j, j , i.
另, xi → x j ′ (t j), 因此存在xi → x j ′ (t j) → x j. 也就是
说, 从能观状态结点到其他任意结点都必有路. 所
以,能观结点xi的上游圈,亦是其他结点的上游圈.

引引引理理理 8 所有能观状态结点具有相同的周期时

间.

证证证 若xi能观, 由引理7, 有xi → x j, j , i. 同理,
若x j能观, 有x j → xi, i , j, 即所有的能观状态结点
通过输出反馈K强连通.因此,所有能观状态结点具
有相同的周期时间.

定定定理理理 2 如果系统S满足:

1) 能达;

2) 至少存在一个能观状态结点;

3) 不能观状态结点为全色不能观.

则系统S可用输出反馈镇定, 并且对于给定的λ,
χ0 6 λ < +∞, 存在K0使χi(S (K0)) = λ, 1 6 i 6 n. 其
中χ0 = min

r∈I
max
16i6n

µi(Ar).

证证证 设xi是其中一个能观状态结点. 为讨论方
便,采用极小极大加输出反馈的特例单极大输出反
馈u(k) = Ky(k),并设K中所有元素均等于k,即

Kdi = K =



k · · · k
· · ·

k · · · k

 , ∀di ∈ N, i = 1, 2, · · ·

于是, Wz = [(B1
s KCt1 )T (B2

s KCt2 )T · · · (Bn
s KCtn )T]T.设

闭环单极大射影子系统S (r,z)(K)满足max
16i6n

µi(Ar) 6 λ.

(此子系统必存在, 否则,对所有r ∈ I, max
16i6n

µi(Ar) >

λ,即和χ0 = min
r∈I

max
16i6n

µi(Ar) 6 λ矛盾!)

由系统能达、xi能观,可知在图g(S (r,z)(K))中必存
在b jv(s) , −∞, cm(t) j ′ (t)(t) , −∞, ∀t ∈ T , m(t)、j

′
(t)是

由颜色t决定的状态结点的下标(1 6 m(t) 6 p, 1 6
j
′
(t) 6 n), 且在g(Ar)中存在x j到xi的路、xi到x j ′ (t)的

路(当然, j
′
和 j都可退化为i). 由于kvm(t) = k , −∞,所

以必然会增加xi的上游圈uvx jxix j ′ (t)ym(t)uv, 即前述
第一种圈. 由引理7,能观结点xi的上游圈,亦是其他
结点的上游圈.

记所有新增圈的周期时间为v δ(r,z)(k)其中δ(r, z) ∈
N(r, z), N(r, z)是所有新增圈组成的集合.

对于给定的λ, χ0 6 λ 6 +∞由引理4, 可以求
出υ δ(r,z)(k) = λ, δ(r, z) ∈ N(r, z)的解,解记为kδ(r,z). 令
k(r,z) = min

δ(r,z)∈N(r,z)
kδ(r,z),用k(r,z) 代替K中所有元素,即

k(r,z)
vm = k(r,z), 1 6 v 6 q, 1 6 m 6 q. (9)

此单极大输出反馈记为K(r,z). 在g(S (r,z)(K(r,z)))中, 易
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知所有含反馈弧的圈周期时间小于等于λ,且至少存
在一个圈周期时间等于λ. 由引理7,上述具有反馈弧
的圈是xi的上游圈,亦是x j, j , i的上游圈. 相同的论
断适用于任何满足max

16i6n
µi(Ar) 6 λ的闭环单极大射影

子系统.

设系统的单极大输出反馈矩阵K0 = K(r0,z0),它的
所有元素

k(r0,z0) = max
(r,z)∈I ′×Z

k(r,z). (10)

其中I
′

= {r|max
16i6n

µi(Ar) 6 λ}. 在图g(S (r0,z0)(K0))中,所

有含反馈弧的圈的周期时间小于等于λ,且至少存在
一个圈的周期时间等于λ. 所以, µi(S (r0,z0)(K0)) = λ.
由引理8,所有能观状态结点的周期时间也等于λ. 对
于不能观状态结点,由于它们都是全色不能观的,不
能观状态结点到任意输出结点都没有路, 因此输出
反馈K不会增加经过不能观状态结点的圈; 另一方
面,由于max

16i6n
µi(Ar) 6 λ及引理7,不能观状态结点的

周期时间由能观状态结点的周期时间决定. 于是,
µi(S (r0,z0)(K0)) = λ, 1 6 i 6 n.

由定义1,得: µ(S (r0,z0)(K0)) = [λ, λ, · · · , λ]T. 对所
有(r, z) ∈ I

′ × Z,且(r, z) , (r0, z0),由周期时间定义和
式(10),有µi(S (r,z)(K0)) > λ, 1 6 i 6 n.

对所有(r, z) ∈ (I×Z)\(I ′×Z),显然, µi(S (r,z)(K0)) >
λ, 1 6 i 6 n. 所以由定理1, χi(S (K0)) = λ, 1 6 i 6 n.
即S可用K0镇定.

推推推论论论 1 如果系统S能达能观, 则系统S可用输
出反馈镇定, 并且对于给定的λ, χ0 6 λ < +∞, 存
在K0使χ(S (K0)) = λ. 其中χ0 = min

r∈I
max
16i6n

µi(Ar).

证证证 由引理8知, 所有状态结点具有相同的周期
时间, 即系统S能够镇定. 按定理2中反馈阵的构造
方法即可得到K0.

当系统退化为(F,G,C),即H(x)为单极大函数时,
定理2就退化为文献[9]的定理2.

4 结结结论论论(Conclusion)
本文研究了一般化极小极大加系统的输出反馈

镇定问题.给出了闭环系统单极大射影子系统表达
式, 指出闭环单极大射影子系统存在严格的颜色匹
配关系.针对颜色匹配的复杂情况,提出了新的着色
图构造;同时,也指出以往研究忽视了闭环单极大射
影子系统中出现的新增圈可能包含由多条反馈弧.
最后,根据新的着色图和新增圈特点,给出了该系统
输出反馈镇定的一个充分条件.

文中仅得出系统(F,G,H)输出反馈镇定的一个
充分条件,系统(F,G,H)输出反馈镇定的充分条件可
以进一步加以研究.本文为研究系统(F,G,H)的输出

反馈提供了一个思路.
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