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非非非恒恒恒同同同混混混沌沌沌系系系统统统的的的全全全状状状态态态广广广义义义同同同步步步
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(武汉大学数学与统计学院,湖北武汉 430079)

摘要: 在已有的广义同步定义基础上, 提出了一种新的概念—-非恒同混沌系统的全状态广义同步(FSGS), 给
出了实现全状态广义同步的统一的控制器形式,该控制器适用范围大,结构相对简单, 并且是自适应的. 以Chua电
路、Lorenz系统、Rössler系统和Liu系统为例,数值实验验证了该方法的有效性,该控制方法可以很快的实现两个混
沌系统的全状态广义同步.
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Abstract: Based on the existing generalized synchronization, a new synchronization the full-state generalized synchro-
nization (FSGS) is proposed for nonidentical chaotic systems. The controller with a unified structure is designed for this
new synchronization. This simple and adaptive controller can be applied to a wide range of generalized synchronizations.
Computer simulations are performed to illustrate the effectiveness of the proposed method for Chua circuit, Lorenz sys-
tem, Rössler system and Liu system. This approach can realize a fast full-state generalized synchronization of two chaotic
systems.
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1 引引引言言言(Introduction)
近十多年来, 人们研究了很多实现混沌同步

的方法. 混沌同步在各种不同的领域内如保密通
信[1∼3]、nano-振子[4]以及在理解神经计算[5]和大脑

认识的功能紊乱方面[6]获得成功的应用, 但是这些
方法建立在完全同步(CS)[7]和相同步(PS)[8]基础上
的. 它们研究的是两个恒同系统之间的同步行为.

然而, 在现实条件下, 完全同步是很难实现的.
最近,一个广义的概念—-混沌广义同步(generalized
synchronization of chaos)被引进并且得到广泛研究.
因为在物理世界里,大部分的情况是系统是相异的,
或者由于参数的失配造成系统之间的差异[9∼11].
从而广义同步比完全同步应用范围更广, 更一般.
混沌广义同步是指两个系统之间不一定是完全同

步, 而是系统的变量之间存在一个确定的函数关

系, 所谓投影同步、相同步、反同步(AS)都是广义
同步的特殊情况. Grosu等[12]就专门研究了在参

数失配的情况下如何实现混沌系统的反同步. Ko-
carev和Parlitz[13]按照混沌的广义同步方式构造的保

密通信秘钥序列, 有较高的抗破译强度, 因此研究
混沌广义同步更具有实际意义.混沌广义同步概念
首先是由Rulkov等提出的[14], Kocarev和Parlitz[15]给

出一些例子证明了只要响应系统是稳定的, 那么广
义同步可以发生在任意两个系统之间. Lu和Xi[16]提
出了一般的方法来构造响应系统,从而实现线性广
义同步.但是对于非恒同系统之间的同步和广义同
步目前研究仍然不够, 如研究非恒同系统之间的
完全同步[17], 非恒同系统之间的单变量的广义同
步[18]等.

Meng和Wang[19]采用驱动响应概念和非线性控
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制理论实现了不同维混沌系统的广义同步, 但是
设计的控制器形式比较复杂. 本文基于跟踪控
制[20]和自适应控制方法, 提出一种混沌全状态广
义同步(FSGS),也就是在非恒同系统对应的各个变
量之间实现所需要的不同的函数关系,而且给出了
实现非恒同系统全状态广义同步的统一的控制器形

式. 和以往研究的要求函数是线性的不同,这里的函
数关系可以是任意给定的,线性非线性都可以,只要
满足可微的条件.数值实验进一步验证该方法的有
效性.

2 全全全状状状态态态广广广义义义同同同步步步(Full state generalized syn-
chronization)
考虑以下两个不同的系统

ẋ = f(x), (1)

ẏ = g(y). (2)

其中: x = [x1, x2, · · · , xn]T, y = [y1, y2, · · · , yn]T

∈ Rn, f(x)满足Lipschitz条件,即存在M > 0, 使得
对于任意x, y ∈ Rn,有

‖f(x)− f(y)‖ 6 M‖x− y‖. (3)

系统(1)的控制方程为

ẋ = f(x) + u. (4)

定定定理理理 1 若给定可微的向量函数h(y(t)) =
[h1(y1(t)), h2(y2(t)), · · · , hn(yn(t))]T, f满足条件

(3). 如果取向量控制器

u(t) =
dh(y(t))

dt
− f(h(y(t)))−Ke.

其中:

e(t) = [x1 − h1(y1(t)), x2 − h2(y2(t)) · · · ,

xn − hn(yn(t))]T,

K = diag{k1, k2, · · · , kn},
ki满足k̇i = pie

2
i , pi(i = 1, 2, · · · , n)为正的常数,则

系统(2)和系统(4)全状态广义同步(FSGS),即对于任
意初始条件, (2)和(4)的解y(t), x(t),有

lim
t→∞

‖x(t)− h(y(t))‖ = 0.

证证证 误差方程为

ė = ẋ− dh(y(t))
dt

=

f(x) + u− dh(y(t))
dt

=

f(x)+
dh(y(t))

dt
−f(h(y(t)))−Ke−dh(y(t))

dt
=

f(x)− f(h(y(t)))−Ke.

选择Lyapunov函数

V (e, ki) =
1
2
eTe +

n∑
i=1

1
2pi

(ki − k∗i )
2,

此时V正定. 则
dV

dt
=eT(f(x)−f(h(y(t)))−Ke)+

n∑
i=1

(ki−k∗i )e
2
i6

eT(f(x)− f(h(y(t))))−
n∑

i=1

k∗i e
2
i 6

−
n∑

i=1

(k∗i −M)e2
i = eT(MIn −K∗)e.

In是n阶单位矩阵, K∗ = diag{k∗1 , k∗2 , · · · , k∗n}, 只
要k∗i > M (i = 1, 2, · · · , n), 使得K∗ − MIn正定,
从而K∗−MIn的最小特征值λmin(K∗−MIn) > 0.
但由于V = V (e, ki),所以V̇ (t)非负.再由于

λmin(K∗ −MIn)
w t

0
eT(τ)e(τ)dτ 6

w t

0
eT(τ)(K∗ −MIn)e(τ)dτ 6

V (0)− V (t) 6 V (0),

则由Barbalat’s定理[21]知道当t → ∞时, ‖e‖ → 0,
即 lim

t→∞
‖x(t)− h(y(t))‖ = 0. 证毕.

3 数数数值值值实实实验验验(Numerical simulation)
下面将利用几种典型的混沌系统(如Chua电

路、Lorenz系统、Rössler系统和Liu系统)分别仿真3
阶混沌系统之间的全状态广义同步来说明上述的

方法. 两个实验中,均选取受控系统中的p1 = p2 =
p3 = 10.

3.1 Chua电电电 路路路 与与与Lorenz系系系 统统统 的的的 广广广 义义义 同同同

步步步(Generalized synchronization of Chua circuit
and Lorenz system)
将Chua电路作为受控系统, Chua电路的方程为




ẋ1 = −α(x1 − x2 − f(x1)),
ẋ2 = x1 − x2 + x3,

ẋ3 = −βx2.

其中: f(x1) = bx1 + 0.5(a− b)[|x1 + 1| − |x1 − 1|],
α, β, a, b是系统参数且满足a < b < 0. 当参
数(α, β, a, b) = (9, 100/7,−8/7,−5/7),上述系统
是混沌的.

加入控制器后的状态方程为

ẋ1 = −α(x1 − x2 − f(x1)) +
dh1(y1(t))

dt
+

α(h1(y1(t))− h2(y2(t))− f(h1(y1(t))))−
k1(x1 − h1(y1(t))),

ẋ2 = x1 − x2 + x3 +
dh2(y2(t))

dt
− (h1(y1(t))−
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h2(y2(t)) + h3(y3(t)))− k2(x2 − h2(y2(t))),

ẋ3 = −βx2 +
dh3(y3(t))

dt
+ βh2(y2(t))−

k3(x3 − h3(y3(t))),

k̇1 = p1(x1 − h1(y1(t)))2,

k̇2 = p2(x2 − h2(y2(t)))2,

k̇3 = p3(x3 − h3(y3(t)))2.

Lorenz系统的状态方程为

ẏ1 =−10(y1 − y2),

ẏ2 = 28y1 − y1y3 − y2,

ẏ3 = y1y2 − 8
3
y3.

取h(y(t)) = [y1 + 2, sin y2, cos y3]T.

Chua电路与Lorenz系统的全状态广义同步模拟
结果见图1可以看出,随着时间的增加, 两系统的同
步误差很快趋于零, Chua电路与Lorenz系统很快实
现全状态广义同步.

图 1 Chua电路与Lorenz系统的广义同步
Fig. 1 Generalized synchronization error of Chua circuit and

Lorenz system

3.2 Rössler系系系 统统统 与与与Liu系系系 统统统 的的的 广广广 义义义 同同同

步步步(Generalized synchronization of Rössler sys-
tem and Liu system)
将Rössler系统作为受控系统, Rössler系统为

ẋ1 =−(x2 + x3),

ẋ2 = x1 + ax2,

ẋ3 = b + x3(x1 − c).

其中a, b, c为系统参数. 当参数(a, b, c) = (0.2, 0.2,

5), Rössler系统呈混沌状态.

加入控制器后的状态方程为

ẋ1 = −(x2 + x3) +
dh1(y1(t))

dt
+ (h2(y2(t)) +

h3(y3(t))− k1(x1 − h1(y1(t))),

ẋ2 = x1 + ax2 +
dh2(y2(t))

dt
− (h1(y1(t)) +

ah2(y2(t)))− k2(x2 − h2(y2(t))),

ẋ3 = b + x3(x1 − c) +
dh3(y3(t))

dt
−

(b + h3(y3(t))(h1(y1(t))− c))−
k3(x3 − h3(y3(t))),

k̇1 = p1(x1 − h1(y1(t)))2,

k̇2 = p2(x2 − h2(y2(t)))2,

k̇3 = p3(x3 − h3(y3(t)))2.

Liu系统[22]的状态方程为

ẏ1 = 10(y2 − y1),

ẏ2 = 40y1 − y1y3,

ẏ3 =−2.5y3 + y2
1.

取h(y(t)) = [2y1, y
2
2, sin y3]T.

Rössler系统与Liu系统的全状态广义同步模拟结
果见图2,可以得到类似图1的结论:通过对受控系统
施加控制器, 两个异结构系统很快实现了全状态广
义同步.

图 2 Rössler系统与Liu系统的广义同步
Fig. 2 Generalized synchronization error of Rössler system

and Liu system

注注注 1 从这两个仿真例子可以看出,选取的可微向

量函数h(y(t))是任意的. 这里选取了线性函数，正弦函

数，余弦函数和幂函数,充分说明了函数的任意性和广泛

性. 并且,从图中我们也可以很容易的看出,实现广义同步

所需时间短,速度快. 使用的控制器形式简单,易于实现.

4 结结结论论论(Conclusion)
本文提出一种非恒同混沌系统的全状态广义同

步(FSGS)问题,基于追踪控制方法,提出一种实现混
沌全状态广义同步方法,给出了统一的控制器形式,
只要受控系统右端动力学满足Lipschitz有界. 数值
试验验证该方法的有效性, 此方法对不同的系统具
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有统一的形式,适用范围大,控制器结构简单.
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