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bounded inputs based on the singular perturbation theory
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Abstract: To meet the requirement of a bounded driving torque in the robot trajectory tracking, we propose a generalized

algorithm based on the stability theory of singularly perturbed systems. A saturation function with error gain is introduced

in the control law, which guarantees the absolute value of the input torque to be upper-bounded within any specified range.

Besides, a better tracking performance can be achieved by properly adjusting the error gains. In the meantime, a pseudo

velocity error signal for substituting the actual one is generated from a linear filter containing only the position tracking

error, thus, making the whole closed-loop control free from the velocity measurement. Based on the proposed algorithm,

we design a novel control law with a bounded input. Comparison of simulation results show that the proposed algorithm

can strictly ensure the specified bound for the inputs to the torque controller, and gives a better tracking result than the other

ones under the same parameter conditions.
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1 ���			(Introduction)
���
������	���������

����,��
�
��������,
���

��
�
�����������	�����

���
�[1∼4]. ��,����������
�,

���
�
�����������[5∼8].
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�����,����
�������	���,

	�����������. ��,�
�����

����	��	�������, ������

����������������, �����

����������������[12,13],���

�	���������		���, �	���

����
���	����

.

�	�Stantibanez������,������

�����,����������������

������,���������������

����,����	�	��
���
��	

�������	�. ���,
����		�	

������,��������������,�

�����������,��	�������

����
�
. �	������������

����	��
��	����
������

�
���
, �����������	�. �

	,�������������������	

�����,�	��������������

��������,��
�	��������.

2 ���������������(Dynamic model)
n	�
��
����������

M(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ + G(q) + Fvq̇ = τ. (1)

��: q ∈ R
n�
����, M(q) ∈ R

n×n����

�����, C(q, q̇)∈R
n×n����������,

G(q) ∈ R
n�����, Fv = diag{fv1, · · · , fvn} ∈

R
n×n(fvi > 0)���	��������, τ ∈

R
n���������.

������
�����[9∼11]:

P1 xT[Ṁ(q)−2C(q, q̇)]x=0�Ṁ(q)=C(q, q̇)
+ C(q, q̇)T;

P2 λm{M(q)} ‖ x ‖2� xTM(q)x � λM{M(q)}
‖x‖2, ��λM{·}(λm{·})������(��)��


;

P3 ��	� x, y, z ∈ R
n, � C(x, y)z =

C(x, z)y, C(x, y + z) = C(x, y) + C(x, z), �

� ‖C(q, q̇)‖ � kC ‖ q̇‖,�� kC > 0;

P4 ��	� q ∈ R
n, ‖ G(q) ‖M� kG, ��

kG > 0, ‖·‖M(‖·‖m)��‖·‖���
(��
).

3 ������������(Control algorithm)
3.1 ������


���(Objective of control)
������������
��, �n
�

�τ��|τi| < τimax, i = 1, · · · , n, ��	�	�

����e(0), � lim
t→∞

e(t) = 0. ��: τi�τimax�

���i
���������������;

e(t) = qd − q, qd ∈ R
n�������, ��

��	�2������, ���	� t � 0, �:

‖q̇d(t)‖ � ‖q̇d(t)‖M, ‖q̈d(t)‖ � ‖q̈d(t)‖M.

3.2 ���������������(Design of control law)
�������������, �����

�����e�����	�����
���


ξ ∈ R
n. ��	����

ξ = r + Ue, ṙ = −Uξ,

�

ξ̇ = U(ė − ξ). (2)

��: U = diag{μ, · · · , μ} ∈ R
n×n, ����U�


������μ,��μ > 0; r�����,��


��	������e�ξ��������.

����������������:

τ = M(q)q̈d + C(q, q̇d)q̇d + G(q) + Fvq̇d +

Kpφ(Kee) + Kdφ(Kξξ). (3)

��:

Kp = diag{kp1, · · · , kpn} ∈ R
n×n,�kpi > 0;

Kd = diag{kd1, · · · , kdn} ∈ R
n×n,�kdi > 0;

Ke = diag{ke1, · · · , ken} ∈ R
n×n,�kei � 1;

Kξ = diag{kξ1, · · · , kξn} ∈ R
n×n,�kξi � 1.


φ(x) = [φ(x1) · · · φ(xn)]T, xi�x ∈ R
n�


��, Δ = diag{σ1, · · · , σn} ∈ R
n×n, σi��xi�

	�����, ��σi � 1, i = 1, · · · , n. φ(Δx)=

[φ(σ1x1) · · · φ(σnxn)]T.

��	�x ∈ R
n, φ(·)�����:

Q1 φ(xi)�R����	��	�,�
∂φ(xi)

∂xi

>

0;

Q2 φ(xi)xi � 0,����xi = φ(xi) = 0	�
�
;

Q3 |φ(xi)| � p, ‖φ(x)‖ � √
np;

Q4 ‖x‖ � α1 ‖φ(x)‖,��α1 > 0����,�

	��: σM ‖x‖ � α1 ‖φ(Δx)‖,��σM(σm)���

��Δ����(��)����,���;

Q5 φ(x)1�	���,��λM{∂φ(x)
∂x

} � β,�

	��: λM{∂φ(Δx)
Δ∂x

} � β��β > 0;

��� 1 ���Q1∼Q3,	�x ∈ R
n,��

∂φ(σixi)

σi∂xi
>

0; φ(σixi)xi � 0; |φ(σixi)| � p, ‖φ(Δx)‖� √
np.

�	�x ∈ Ωη, Ωη = {x ∈ R
n : ‖x‖ � η}, �
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�,��η > 0�	��.�	φ(·)�����:

Q6 
����α2 > 0,�����:

‖x‖�α2‖φ(x)‖,�	��σm‖x‖�α2‖φ(Δx)‖;

Q7 
����γ1, γ2 > 0,�����:

γ1‖φ(x)‖2 �
n∑

i=1

� xi

0
φ(xi)dxi �γ2‖φ(x)‖2,

�	��

γ1‖φ(Δx)‖2 �
n∑

i=1

σi

� xi

0
φ(σixi)dxi �γ2‖φ(Δx)‖2.

��(3)���P2, P3�Q3����:

���	

τimax >

‖Mi(q)‖M‖q̈d‖M + ‖Ci(q, q̇d)‖M‖q̇d‖M +

|Gi(q)|M + fvi|q̇di|M + (kpi + kdi)p, (4)

����

�����	�: |τi| < τimax. ��,

Mi(q)�Ci(q, q̇d)����M(q)�C(q, q̇d)��i�

���, Gi(q)�q̇di����G(q)�q̇d��i���.

4 ���������������(System stability)
4.1 ���������������������������������(Stability theory of

singularly perturbed systems)
������ 1 �
������

ẋ = f(t, x, z, ε), (5)

εż = g(t, x, z, ε). (6)

��: x ∈ R
n1, z ∈ R

n2, ε > 0. �������

(t, x, ε) ∈ [0, +∞)×Bη × [0, ε0] (Bη = {x ∈ R
n1 :

‖x‖� η}, ε0 � ε)�����
�:

1) f(t, 0, 0, ε) = 0, g(t, 0, 0, ε) = 0;

2) g(t, x, z, 0) = 0������z = h(t, x),�

�h(t, 0) = 0;

3) �z−h(t, x)∈Bρ(Bρ ={x∈R
n2 :‖x‖� ρ}),

h(t, x), f(t, x, z, ε)�g(t, x, z, ε)����1��2�

������;

4) ����ẋ = f(t, x, h(t, x), 0)�
����
�;

5) �����
dy

dδ
= g(t, x, y + h(t, x), 0)�


�����, �
�(t, x)��. ��δ = t/ε,

y = z − h(t, x).

���ε∗ > 0,������ε∗ > ε,�(5)�(6)

�����������
�����[14].

�����, M(q), C(q, q̇), C(q, q̇d)�G(q)�
����M , C, Cd�G. 
�(2)�(3)���(1), �


���1,


x =
[
eT ėT

]T
, z = ξ, ε = 1/μ,

�

ẋ1 = ė, (7)

ẋ2 = ë = −M−1[(C + Cd + Fv)ė +

Kpφ(Kee) + Kdφ(Kξξ)], (8)

εż = ε
dξ

dt
= ė − ξ. (9)

��, �(7)∼(9)������������

�1��	�����������.

��� 2 �
�1), ������� [eT ėT ξT]T =

[0 0 0]T	,�[ėT ëT ξ̇T]T = [0 0 0]T,��ẋ = 0, ż = 0.

��� 3 �
�3), �ξ − ė ∈ Bρ	, ��	��(7)∼
(9)���������x1, x2, z�1��2�������.

4.2 ���������������			���(Proof of system stability)

������ 2 ��	�	��


[e(0)T ė(0)T ξ(0)T]T ∈ Φη,

Φη = {x ∈ R
3n : ‖x‖ � η},

��η > 0�	��.����

kdm

kξM

α1 + fvm(
α1

kξM

)2 − kC‖q̇d‖M(
α2

kξm

)2 > 0,

(10)

�
��ε∗ > 0,������ε∗ > ε,���	�

�(7)∼(9)��

�����.


�(9)�ε = 0, ����
�2)������

�ξ = ė,��ė(0) = 0. 
����(8)�

ẋ2 = ë =−M−1[(C + Cd + Fv)ė +

Kpφ(Kee) + Kdφ(Kξė)]. (11)

�(7)�(11)����1�
�4)�������.

		����
�4), ��Lyapunov	�V (t, e, ė),

���V [11]:

V =
n∑

i=1

kpi

� ei

0
φ(keiei)dei+

1
2
ėTMė+υėTMφ(Kee).

(12)

����υ > 0����. ���P2�Q7,��

V � γ1(
kpi

kei

)m‖φ(Kee)‖2 +

1
2
λm{M}‖ė‖2−υλM{M}‖ė‖‖φ(Kee)‖. (13)

��(13)��	�,��

�
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υ < υ1 =
√

2γ1λm{M}(kpi

kei

)m/λM{M}

	,���[eT ėT]T ∈ Bη, V��.


Lyapunov	�V�	�t	�, 
�
���

P1∼P3, Q3∼Q7����‖q̇‖ � ‖ė‖ + ‖q̇d‖,�

V̇ =

−ėT[(Cd + Fv)ė + Kdφ(Kξė)] +

υ[ëTMφ(Kee)+ėTṀφ(Kee)+eTMφ̇(Kee)] �
−s11‖φ(Kee)‖2 − s22‖φ(Kξė)‖2 −
(s12 + s21)‖φ(Kee)‖‖φ(Kξė)‖. (14)

��:

s11 = υkpm, s22 = T1 − υT2,

s12 = s21 = −υT3,

T1 =
kdmα1

kξM

+ fvm(
α1

kξM

)2 − kC‖q̇d‖M(
α2

kξm

)2,

T2 = (
√

npkC + βkeMλM{M})( α2

kξm

)2,

T3 = (kC‖q̇d‖M +
1
2
fvM)(

α2

kξm

) +
1
2
kdM.

��(14)�����

V̇ � −
[
‖φ(Kee)‖
‖φ(Kξė)‖

]T

S

[
‖φ(Kee)‖
‖φ(Kξė)‖

]
. (15)

��S =

[
s11 s12

s21 s22

]
,�	��S����,�V̇��

�[eT ėT]T ∈ Bη��.

��Sylvester
�,��s11 = υkpm > 0,���

�|S| > 0,�s11s22 − s2
12 > 0,���S��.


��s11, s12, s21, s22����,��

υ[kpmT1 − υ(kpmT2 + T 2
3 )] > 0. (16)

��kpmT2 + T 2
3 > 0, υ > 0,���T1 > 0���

�(10),���υ < υ2 = kpmT1/(kpmT2 + T 2
3 )��.


�, ����[eT ėT]T ∈ Bη, �����(10)

��0 < υ < min{υ1, υ2},���	����
�

����.

�	,
���P2�Q7��������:

V � υ∗ ‖ [‖φ(Kee)‖ ‖φ(Kξė)‖]T ‖2 . (17)

����υ∗ > 0����.

��(15)�(17)��: ����[eT ėT]T ∈ Bη,�

��V̇ � −λm{S}
υ∗ V ,
�4)��	.


�
�5),

t

ε
= δ���(9)�

dy

dδ
=

dξ

dδ
= ė − ξ. (18)

��y = ξ − ė, ė��������(18)����.

��Lyapunov	�W (δ, ξ),���W :

W = ω(ė − ξ)2. (19)

����ω > 0. �	

dW

dδ
= −2ω (ė − ξ)2 = −2W,

ξ���	��������1��
�5).

��� 4 ��(18)�(19)��: �δ���ε��	, ė −
ξ → 0����
�
��,�ξ��ė��

��.

��,��1������
�����,��2

��	[14].

5 ������������			(Implementation of control law)

������������������


���������,�
�������2���

�(����������)������,����

������
�Q1∼Q7�	���	�,�	


�������. ��	�, 	�[11]�	�[10]�

���������	������������

�: 
�
��	�φ(Δx) = tanh(Δx),	���

���	�������Δ�n × n
����	

���. ������������������.

���	�φ(σixi)����	�atan(σixi),

σi���1,3,10	,	�yi = atan(σixi)��1��.

� 1 atan	���

Fig. 1 Function curve of atan

σi��
���
φ(σixi)�������	�
	�������
: σi��,	�φ(σixi)����
�	��,������
���.

��� 5 ��, atan(σixi)����Q1�Q2; ���

�Q3∼Q5�����: p =
π

2
, α1 = 1, β = 1;

��� 6 ��Q6�, ∀ |xi| � η,�

σm|xi|
|atan(σixi)| � α2i,
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	�α2 � max{α21, · · · , α2n},�α2 =
σmη

atan(σmη)
;

��� 7 ��Q7�,��	�|xi| � η,�

σi

� xi

0
atan(σixi)dxi =

σixiatan(σixi) − 1

2
ln[1 + (σixi)

2],




γ1i � lim
σixi→0

σiηatan(σixi) − 1

2
ln[1 + (σixi)

2]

[atan(σixi)]2
=

1

2
,

�

γ1 =
1

2
,

γ2i �
σiηatan(σiη) − 1

2
ln[1 + (σiη)2]

[atan(σiη)]2
,

�

γ2 = max{γ21, · · · , γ2n} =

σMηatan(σMη) − 1

2
ln[1 + (σMη)2]

[atan(σMη)]2
.

����������

τ = Mq̈d + Cdq̇d + G + Fvq̇d +

Kpatan(Kee) + Kdatan(Kξξ), (20)

��e�ξ���(2).

6 ������������(Simulation of instance)
�
	�������
���,������

���

M =

[
3.3 + 0.24 cos q2 0.11 + 0.12 cos q2

0.11 + 0.12 cos q2 0.11

]
,

C =

[
−0.12q̇2 sin q2 −0.12(q̇1 + q̇2) sin q2

0.12q̇1 sin q2 0

]
,

G =

[
48.02 sin q1 + 1.96 sin(q1 + q2),

1.96 sin(q1 + q2)

]
,

Fv = diag{2.5, 0.2}, U = diag{500, 500}.
�1,2
�����������

τ1max = 120 Nm, τ2max = 20 Nm.

�1,2
����������

qd1(t) =

[60(1−e−3t3)+20(1−e−3t3) sin(6t)+5]◦,

qd2(t) =

[75(1−e−2t3)+105(1−e−2t3) sin(1.5t)+10]◦.

��� 8 �	��	������
��,�����

��
����������	�������
��,

��
�������
. �����, �1,2
��	�

�������5◦, 10◦,��������
,�	��	

�������������
������.


�	���	�[3]�	�[10]����
,�

�1��.

� 1 3�����

Table 1 Comparison of 3 algorithms

��	� �������

	�[3]�� � �

	�[10]�� � �

�	�� � �

	�[3]����
	�
�,�������:

τ =Mq̈d+Cdq̇d+G+Fvq̇d+Kpe+Kdξ. (21)

	�[10]������:

τ = Mq̈d + Cdq̇d + G + Fvq̇d +

Kp tanh e + Kd tanh ξ. (22)

�����, 3����e�ξ����(2), ��

���(4)�(10)�
��, ���
������

���: Kp = diag{4.5, 4}, Kd = diag{1.5, 0.5}.

�	���, �Ke = Kξ = diag{3, 2}, 

�

��������2�3. 3����

��4∼7�

�.

� 2 �1
�����

Fig. 2 Trajectory tracking of the 1st joint

� 3 �2
�����

Fig. 3 Trajectory tracking of the 2nd joint
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� 4 �1
�������



Fig. 4 Tracking-error comparison of the 1st joints

� 5 �2
�������



Fig. 5 Tracking-error comparison of the 2nd joints

� 6 �1
�����



Fig. 6 Control-input comparison of the 1st joints

� 7 �2
�����



Fig. 7 Control-input comparison of the 2nd joints

��4�5��,�	������(20)����

���������,�����
��,���	

�[3]�	�[10]������, 	����	�	

�,���
	�,�����
�(�1
�)
��

�.

�� 6 � 7 ������	�, �	���	

�[10]��������������	�,���

��	������,		�[3]��������

����,�	��������������,�

������	�������
��,���1


�	�66 Nm,�2
�	�45 Nm,�
�����

��.
�����,�	���,	������

����
��
������,�	�
���


��	���������,
�	����.

7 			���(Conclusion)
�������	���,���
�����

��������,�	�����������

���������������������,

�����������
������	�,�

������������������,���

��	�����������,�������

��������
��
�.�	,������

	��
��
���
,�	�����	��

������.�����
�������	�

������.
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