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摘要: 序列最小最优化(SMO)算法是求解大型支持向量机(SVM)问题的有效算法. 已有的算法都要求核函数
是正定的或半正定的, 从而使其应用受到限制. 针对这种缺点, 本文提出一种新的的SMO算法,可求解非半正定
核Huber-SVR问题.提出的算法在保证收敛的前提下可使非半正定Huber-SVR能够达到比较理想的回归精度,因而
具有一定的理论意义和实用价值.
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Abstract: Sequential-minimal-optimization(SMO) algorithm is effective in solving large-scale support-vector-
machine(SVM) problems. However, the existing algorithms require the kernel functions to be positive definite(PD) or
positive semi-definite(PSD), thus limiting their applications. Having considered their deficiencies, we propose a new al-
gorithm for solving Huber-SVR problems with non-positive semi-definite(non-PSD) kernels. This algorithm provides
desirable regression-accuracies while ensuring the convergence. Thus, it is of theoretical and practical significance.
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1 引引引言言言(Introduction)
在实际中, 由于SVM的应用所涉及的样本点越

来越多, 所以利用通用的优化工具包(如MINOS,
LOQO等)进行优化往往达不到理想的效果, 计算
所花的时间过长. 针对这一问题文献[1]提出了最早
的专用算法—–选块算法. 它的基本思想是, 去掉非
支持向量所对应的训练点, 而只对支持向量计算相
应的Lagrange乘子,由于支持向量是未知的,选块算
法需要通过某种迭代方式逐步排除非支持向量, 选
出支持向量所对应的块. 这种方法的优点是当支持
向量的数目远远小于训练样本的数目时, 能够大大
提高运算效率.然而,如果支持向量的数目本身就较
多时,随着算法迭代的次数的增多,所选的块也会越
来越大,算法就变得十分缓慢了. 对于选块算法所面

临的问题, 文献 [2]针对支持向量分类机(SVC)提出
了“分解”算法, 并由文献 [3]将其扩展到SVR.“分
解”算法克服了选块算法的不足,该算法并不是要找
出所有支持向量, 每次只是针对很小的训练子集来
求解. 序列最小最优化(SMO)算法是分解算法中工
作集的元素个数为2的一种特殊情形即每次迭代过
程中只调整相应的两个样本点的Lagrange乘子, 它
只求解一个具有两个变量的最优化问题.实际上,这
时工作集的规模已经减到最小, 原因是原问题存在
着等式约束. 只要变动一个变量,就必须同时调整另
一个变量来保证不违反该约束.

现有的SMO算法分为求解SVC的SMO算法和
求解SVR的SMO算法.求解SVC的SMO算法最早是
由Platt在1998年提出的, 同年并由Smola将其扩展

收稿日期: 2009−04−08;收修改稿日期: 2009−10−30.
基金项目: 国家自然科学基金重点资助项目(70931002);国家自然科学基金资助项目(70672088).



第 9期 周晓剑等: 求解非半正定核Huber–支持向量回归机问题的序列最小最优化算法 1179

到求解SVR. 以上这两类求解大型支持向量机
的SMO算法都是假定支持向量机的核函数为正定
的并且满足Mercer条件. 但是在某些特定的应用领
域中,所使用的核函数并不能保证为正定核函数,如
神经网络中的Sigmoid核,在某些条件下就是非半正
定(除正定和半正定以外的矩阵)的, 并且在实际应
用中, 除了已知的一些核函数外, 往往难以检验核
函数的正定性或半正定性,这样现有的SMO算法的
应用就受到了限制.文献[4]提出的用于解决非半正
定SVC优化问题的方法, 可以保持SVC的泛化性能,
说明了研究非半正定SVC的必要性. 但有关非半正
定Huber-SVR的求解方法目前还未见有重要的研究
成果公开发表.本文将文献 [4]的思想引入到Huber-
SVR模型求解中, 以解决非半正定核Huber-SVR求
解问题.

2 Huber-SVR的的的基基基本本本形形形式式式(Basic form of
Huber-SVR)

给定数据集{(xxx1, y1), · · · , (xxxl, yl)}(其中l代表样

本数目),若SVR的损失函数取Huber函数[5]:

c̃ (ξ) =

{
(ξ)2 /2µ, |ξ| < µ,

|ξ| − µ/2,其他.
(1)

(其中: µ为损失函数的参数, ξ为预测值与真实值的

偏差), 则构成Huber–支持向量回归机(Huber-SVR),
其模型如下:

minΦ(www,ξξξ) =
1
2
wwwTwww + C

l∑
i=1

(c̃(ξi) + c̃(ξ∗i )), (2)

s.t.





w · xi + b− yi 6 ξi, i = 1, · · · , l,

yi − w · xi − b 6 ξ∗i , i = 1, · · · , l,

ξ, ξ∗i > 0, i = 1, · · · , l.

为便于问题的求解,可将模型(2)写成Lagrange对
偶模型:

min
ᾱαα∈Rl

F (ᾱαα) =
1
2

l∑
i=1

l∑
j=1

ᾱααiᾱjK (xi, xj)−
l∑

i=1

ᾱiyi +
µ

2C

l∑
i=1

ᾱαα2
i , (3)

s.t.
l∑

i=1

ᾱi = 0,−C 6 ᾱi 6 C, i = 1, · · · , l.

其中ᾱi = α∗i − αi, α
(∗)
i 为Lagrange乘子.

这样就把原问题转化为求解式(3)的最优化问题.
为便于推导,可将(3)写成矩阵的形式:

min
ᾱαα

F (ᾱαα)=
1
2
ᾱααTKKK ′ᾱαα− yyyTᾱ, (4)

s.t.
l∑

i=1

ᾱi = 0,−C 6 ᾱi 6 C, i = 1, · · · , l.

其中KKK ′ = KKK + σIII , σ =
√

µ/2C.

3 求求求解解解非非非半半半正正正定定定核核核Huber-SVR的的的理理理论论论前前前提提提
(Theoretical premise for solving Huber-SVR
with non-PSD kernels)
当核函数为非半正定时, 式(4)中的核矩阵KKK ′

就

不能写成如下内积的形式:

KKK ′(xi, xj) ≡ ϕ(xi)Tϕ(xj). (5)

因此式(4)也就不能还原到式(2)那种形式. 从而当从
式(4)中解出ααα后,还不能确定它就是式(2)的解,或者
说, 式(2)与式(4)的对偶关系不再成立. 也就无法得
到有效的回归函数. 对此,令

w(ααα) =
∑
i

αiϕ(xi), (6)

考虑如下新的二次规划问题:

minΦ (ααα,ξξξ)=
1
2
αααTKKK ′ααα+C

l∑
i=1

(c̃(ξi)+c̃(ξ∗i )),

(7)

s.t.





(KKK ′ααα)i + b− yi 6 ξi, i = 1, · · · , l,

yi − (KKK ′ααα)i − b 6 ξ∗i , i = 1, · · · , l,

ξ, ξ∗i > 0, i = 1, · · · , l.

上式是把式(6)代入式(2)得到的. 这样做的目的是为
了研究当用式(4)求出ααα后,用ααα来构建回归函数时误

差是否会很大.为此,有如下定理.

定定定理理理 1 如果ˆ̄ααα是(4)的稳定点, 则它是(7)的可
行解.

证证证 注意到ᾱαα = ααα∗ − ααα,为便于求证,先将(4)还
原为:

min
ᾱαα

F (ᾱαα)=
1
2
(α∗ −ααα)TKKK ′(α∗ −ααα)− yyyT(ααα∗ −ααα).

假设ˆ̄ααα = α̂αα∗−α̂αα是(4)的稳定点,则它满足KKT条
件.即存在Lagrange乘子b̂, γ(∗), λ(∗)满足:

KKK ′(α̂αα∗ − α̂αα)− yyy + b̂eee− γγγ∗ + λλλ∗ = 0, (8a)

−KKK ′(α̂αα∗ − α̂αα) + yyy − b̂eee− γγγ + λλλ = 0, (8b)

γγγ(∗) > 0, (8c)

λλλ(∗) > 0, (8d)

γγγ(((∗)Tα̂αα(((∗) = 0, (8e)

λλλ(∗)T(α̂αα(((∗) − Ceee) = 0. (8f)

由式(8a)(8b)和(8c)可得:

KKK ′(α̂αα∗ − α̂αα)− yyy + b̂eee > −λλλ∗,

−KKK ′(α̂αα∗ − α̂αα) + yyy − b̂eee > −λλλ.

即yi− (KKK ′ ˆ̄ααα)i− b̂ 6 λ
∗
i , (KKK

′ ˆ̄ααα)i + b̂− yi 6 λi.所以,
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取[ααα; b; ξξξ(∗)] = [ˆ̄ααα; b̂; λλλ(∗)]即为式(7)的可行解.

从上面的定理可以看出,当KKK ′
非半正定时,用求

解(4)去代替求解(2)是可行的. 这说明, 在某些特定
的场合可以考虑用非半正定的核函数去替代正定的

核函数来进行回归. 而本文的目的正是要设计出针
对非半正定核Huber-SVR的SMO算法.

4 非非非半半半正正正定定定核核核Huber-SVR的的的求求求解解解(Solving
Huber-SVR with non-PSD kernels)

4.1 Huber-SVR的的的SMO模模模型型型(Model of SMO for
Huber-SVR)

就公式(4)的优化模型而言,每一步可以把ᾱαα的分

量分成两部分: 一部分属于工作集;另一部分属于非
工作集. 记它们对应的下标集分别为B和N . 需要调
整的是ᾱααB,而ᾱααN是固定不变的. 如果用上述分解算
法解决Huber-SVR的问题,则Huber-SVR的二次规划
问题就转变为:

min
ᾱαα

F (ᾱααB ᾱααN)=
1
2

[
ᾱααT

B ᾱααT
N

]
[
KKK ′

BB

KKK ′
NB

KKK ′
BN

KKK ′
NN

][
ᾱααB

ᾱααN

]
−

[
yyyT

B yyyT
N

]
[
ᾱααB

ᾱααN

]
, (9)

s.t. − C 6 ᾱi 6 C , i = 1, · · · , l,

eeeBᾱααB = −eeeNᾱααN.

当移去常数项后,即为:

min
ᾱααB

F (ᾱααB ᾱααN)=
1
2
ᾱααT

BK′
BBᾱααB+ ᾱT

BKKK ′
BNᾱααN− yyyT

BᾱααB,

(10)

s.t. − C 6 ᾱi 6 C, i ∈ B, eeeBᾱααB = −eeeNᾱααN.

相应于SMO算法的Huber-SVR模型为:

min
ᾱi,ᾱj

F (ᾱααB ᾱααN)=
1
2

[ᾱi ᾱj]

[
K ′

ii

K ′
ji

K ′
ij

K ′
jj

][
ᾱi

ᾱj

]
−

([
yi

yj

]
+KKK ′

BNᾱααN

)T[
ᾱi

ᾱj

]
, (11)

s.t. − C 6 ᾱk 6 C , k ∈ {i, j},
ᾱi + ᾱj = − ∑

k 6=i,j

, ᾱk =其他.

4.2 工工工作作作集集集的的的选选选取取取及及及停停停机机机准准准则则则的的的设设设定定定(Selection
of working set and setting of stopping criteria)

工作集的选取是SMO算法中最为重要的一个环
节, 工作集选取的好坏直接影响算法的收敛速度.
在文献 [6]及文献 [7]中, SVC和SVR的SMO算法寻
找工作集的简要过程是: 在外循环中找出违反KKT
(Karush-Kuhn-Tucker)条件最严重的训练点作为
第1个点, 然后在内循环中找到能使目标函数值有

一定下降的点作为第2个训练点. 而文献 [8]则是通
过blow, bup两个指标来选择工作集,它们所基于的思
想也是找出违反KKT条件最为严重的点, 但收敛速
度明显优于文献 [7]中的方法. 本文将文献 [8]求解
ε-SVR中工作集的选取思想用于非半正定核Huber-
SVR工作集选取中.

停机准则从不同的角度一般可为分3种,具体可
参见文献 [9]. 在本文中, 是通过观察KKT条件的违
背程度来判断是否可以停机.以下给出工作集的选
取及停机准则的推导过程.

对式(4)引入Lagrange函数

L̄ = F (ᾱαα) +β
l∑

i=1

ᾱi −
l∑

i=1

φi(ᾱi + C)−
l∑

i=1

δi(C − ᾱi), (12)

则相应的KKT条件为:



∂L̄

∂ᾱi

= ∇F (ᾱαα)i + β − φi + δi = 0,

φi(ᾱi + C) = 0, φi > 0,

δi(ᾱi − C) = 0, δi > 0,

i = 1, · · · , l.

(13)

对于上式分3种互不相交的情形加以考虑:

i) ᾱi = −C,则 φi > 0, δi = 0,

∇F (ᾱαα)i + β > 0, (14a)

ii) − C < ᾱi < C则 φi = 0, δi = 0,

∇F (ᾱαα)i + β = 0, (14b)

iii) − C < ᾱi = C则 φi = 0, δi > 0,

∇F (ᾱαα)i + β 6 0. (14c)

综上可得:

当−C 6 ᾱi < C时, β > −∇F (ᾱ)i;
当−C < ᾱi 6 C时, β 6 −∇F (ᾱαα)i.

若定义: {
Iup(ᾱαα) = {i| − C < ᾱi 6 C },
Ilow(ᾱαα) = {i| − C 6 ᾱi < C }. (15)

有如下定理:

定定定理理理 2 如果ˆ̄ααα是式(4)的稳定点, 当且仅当不不不
存在有序对{i, j},其中, i ∈ Iup(ˆ̄ααα), j ∈ Ilow(ˆ̄ααα). 使
得

−∇F (ᾱαα)i < −∇F (ᾱ)j, (16)

定理的结论可以直接从上面的推导过程得到.

从上面的定理可以看出, 如果式(4)没有达到稳
定点, 本文可以选取违犯KKT条件最为严重的点作
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为工作集. 因此,可以得到工作集的选取方法及停机
准则.

若令

i = arg min
i∈Iup(ᾱ)

−∇F (ᾱαα)i, j = arg max
j∈Ilow(ᾱαα)

−∇F (ᾱαα)j,

则工作集取为B = {i, j}.
若再令{

bup = min{ −∇F (ᾱαα)i : i ∈ Iup(ᾱαα)},
blow = max{−∇F (ᾱαα)j : j ∈ Ilow(ᾱαα)}. (17)

则停机准则取为: blow 6 bup, 由于在数值解中,
不可能完全达到最优, 因此本文可以用下式代替
blow 6 bup + 2tol, 其中, tol是表示误差所能容忍的
范围.

4.3 求求求解解解非非非半半半正正正定定定核核核Huber-SVR的的的SMO算算算法法法设设设
计计计(Design of the algorithm of SMO for solving
Huber-SVR with non-PSD kernels)
为便于问题的求解及收敛性的判定, 作如下变

换:在式(9)中,令

ᾱi = ᾱk
i

+ di , ᾱj = ᾱk
j

+ dj, (18)

则含两变量的子最优化问题可化为:

min
ᾱi,ᾱj

F (ᾱααB ᾱααN)=
1
2

[di dj]

[
K ′

ii

K ′
ji

K ′
ij

K ′
jj

][
di

dj

]
+

[∇F (ᾱααk)i ∇F (ᾱααk)j

]
[

di

dj

]
, (19)

s.t. − C 6 ᾱk
i

+ di, ᾱ
k
j

+ dj 6 C, di + dj = 0.

其中:[
∇F (ᾱααk)i

∇F (ᾱααk)j

]
=

[
K ′

ii

K ′
ji

K ′
ij

K ′
jj

][
ᾱk

i

ᾱk
j

]
+

[
yi

yj

]
+QBNᾱααN,

上式的k代表第k次迭代.由(ᾱk
i

+ di) + (ᾱk
j

+ dj) =
ᾱk

i
+ ᾱk

j
得di + dj = 0, 即, di = −dj . 再由−C 6

ᾱk
i + di, ᾱ

k
j + dj 6 C,令{

L = max(ᾱk
i
− C,−C − ᾱk

j
),

H = min(ᾱk
i

+ C, C − ᾱk
j ),

(20)

则式(19)可化为:

min
dj

1
2
(K ′

ii
− 2K ′

ij
+ K ′

jj
)d2

j +

(−∇F (ᾱααk)i +∇F (ᾱk)j)dj, (21)

s.t. L 6 dj 6 H.

这样就把优化问题转化为在给定区间求抛物线

的极值点了,从而可以解析求解式(4).

求解非半正定核Huber-SVR的SMO算法:

初始化: 设定精度tol, ᾱαα0 = 0, 令k = 0, 并初始
化blow, bup;

While (停机准则不满足)
1) 选取工作集;

2) 解子优化问题(21);

3) 计算ᾱααk+1;

4) 令k = k + 1;

end while

返回: 近似最优解ˆ̄ααα.

对于算法循环部分的第2步中用(21)求解得到d̂j ,
并进而得到ᾱααk+1后,接下来有3个问题需要回答:

1) 在迭代的过程中F (ᾱαα)是否有效下降的？
2) 在迭代的过程中ᾱαα是否收敛的？

3) 如果ᾱαα是收敛的, 那么是否收敛于F (ᾱαα)的稳
定点？

这3个问题是支撑整个算法的关键问题所在,为
了使上述3个问题能得到肯定的回答,这里采取了如
下处理策略.

式(21)的求解策略. 以往的收敛分析通常要求
F (ᾱαα)满足如下重要的性质:

F (ᾱααk+1) 6 F (ᾱk)− τ‖ᾱααk+1 − ᾱk‖2, (22)

其中k是指第k次迭代.对于当核矩阵为半正定的情
形时文献[10]证明了在SVC中式(22)成立,然而当核
矩阵的正定性未知时就很难保证上式成立. 为了得
到式(22),文献[12]针对SVC的情形对分解算法中的
子问题的形式进行了改写. 改写后的形式能非常方
便地验证(22)成立,但不足之处在于,改进后的形式
仍不能保证目标函数是凸函数, 因此在实现的时候
还需要对凸函数和非凸函数两种情形分开加以考

虑. 本文将文献 [11]的思想引入到非半正定Huber-
SVR的SMO算法求解当中来, 并通过适当的系数选
择使子问题成为凸规划问题,从而简化了算法的实
现. 为此,可以将式(11)写成如下形式:

min
ᾱi,ᾱj

F (ᾱααB ᾱααN) + τ‖ᾱααB − ᾱααk
B‖2, (23)

s.t. − C 6 ᾱi 6 C , i = 1, · · · , 2l,

eeeBᾱααB = −eeeNᾱααN, B ∈ {i, j}.
因为‖ᾱααB − ᾱααk

B‖2 = 2d2
j , 将其代入式(23)并结合

式(21)可得:

min
dj

1
2
(K ′

ii
− 2K ′

ij
+ K ′

jj
+ 4τ)d2

j +

(−∇F (ᾱααk)i +∇F (ᾱk)j)dj, (24)

s.t. L 6 dj 6 H.

为了将式(24)转换为凸规划问题,可对附加项作如下
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处理:

令

τ =





1
4
(σ − (K ′

ii
− 2K ′

ij
+ K ′

jj
)),

当K ′
ii
− 2K ′

ij
+ K ′

jj
< 0,

σ, 当K ′
ii
− 2K ′

ij
+ K ′

jj
> 0.

其中σ取任意小的正数,这样就保证了式(24)的二次
项的系数大于0, 也就保证了(23)的凸性. 这样算法
第2步就可以通过解(24)去代替解(21), 从而能有效
地保证算法的收敛性.

算法收敛性分析.下面逐个来回答上一节提到的
3个问题.对于第1个问题有如下定理:

定定定理理理 3 如果上述SMO算法没有终止, 并让
{ᾱk}序贯产生,则有:

F (ᾱααk+1) 6 F (ᾱk)− τ‖ᾱααk+1 − ᾱk‖2, (25)

证证证 从(23)可知:

F (ᾱααk+1) + τ‖ᾱk+1 − ᾱααk‖2 =
F (ᾱαα

k+1

B , ᾱαα
k

N) + τ‖ᾱααk+1

B − ᾱ
k

B‖2 6
F (ᾱαα

k

B, ᾱ
k

N) = F (ᾱααk).

定理得证. 证毕.

对于第2个问题,有如下定理:

定定定理理理 4 如果上述SMO算法没有终止, 并让
{ᾱk}序贯产生,则有 lim

k→∞
‖ᾱααk+1 − ᾱααk‖ = 0.

证证证 由定理3可知:

F (ᾱααk+1) + τ‖ᾱk+1 − ᾱααk‖2 6 F (ᾱααk). (26)

因此F (ᾱααk)是单调递减的,又由于{ᾱk}所属的可
行集是闭集, 所以F (ᾱααk)有界. 单调有界则有极限,
即, lim

k→∞
F (ᾱααk+1) = lim

k→∞
F (ᾱααk) = ς(ς为一定值).所

以,对式(26)两边取极限得: lim
k→∞

‖ᾱααk+1 − ᾱk‖ = 0.

证毕.

在回答第3个问题前,先给出以下定义和引理.

定定定义义义 1 如果d ∈ Rl,
∑
i

di = 0,且di > 0,∀i ∈
{i|αi = −C}或di 6 0,∀i ∈ {i|αi = C}, 则称d为

ααα处的可行方向,记为D(ααα).

对于定义1需要说明的是, 因为在SMO算法中,
工作集的元素只有两个,即B = {i, j},所以在所有
的Lagrange乘子中,只有i和j所对应的Lagrange乘子
会改变,而且是等量反向变化的,原因是di + dj = 0.

引引引理理理 1 设ᾱαα为式(4)的可行点, 且i ∈ Iup(ᾱαα)和
j ∈ Ilow(ᾱ),如果方向d使得下式成立:

di = −1, dj = 1, dk = 0, k ∈ {k|k 6= i, j}, (27)

则d为ᾱαα处的一个可行方向,即d ∈ D(ᾱ).

证证证 因为i ∈ Iup(ᾱαα), 则ᾱi 6= −C, 根据可行方
向的定义, di可以取负值, 同理, 由j ∈ Ilow(ᾱαα), 则
ᾱj 6= C, dj可以取正值, 并且

∑
i

di = 0. 所以di =

−1, dj = 1, dk = 0, k ∈ {k|k 6= i, j}满足可行方向
的定义,即d ∈ D(ᾱαα). 引理得证. 证毕.

引引引理理理 2 如果上述SMO算法没有终止, 并让
{ᾱk}序贯产生,并令

i = arg min
i∈Iup(ᾱk+1)

−∇F (ᾱααk+1)i,

j = arg max
j∈Ilow(ᾱk+1)

−∇F (ᾱααk+1)j,

则∇F (ᾱααk+1)Td+2τ(ᾱk+1− ᾱααk)Td > 0.其中d满足

式(27).

证证证 由引理1可以知道d是可行点ᾱk+1处的一个

可行方向. 记ˆ̄αααB为(23)中第k次迭代的最优解, 所
以ᾱαα

k+1

B = ˆ̄αααB, ᾱαα
k+1

N = ᾱααk
N. 由于式(23)是凸规划

问题,所以有

∇BF (ˆ̄αααB ᾱk
N)TdB + 2τ(ˆ̄αB − ᾱααk

B)TdB > 0. (28)

结合ᾱαα
k+1

B = ˆ̄αααB, ᾱαα
k+1

N = ᾱααk
N并注意到dk = 0, k ∈

{k|k 6= i, j},则式(28)可写为:

∇F (ᾱααk+1)Td + 2τ(ᾱk+1 − ᾱααk)Td > 0.

引理得证. 证毕.

下面的定理给出第3个问题的回答.

定定定理理理 5 如果上述SMO算法没有终止, 并
让{ᾱk}序贯产生,则{ᾱααk}的极限点是(4)的稳定点.

证证证 采用反证法. 令˜̄ααα = lim
k→∞

ᾱααk,如果˜̄ααα不是式
(4)的稳定点,即其KKT条件不成立,则根据定理2可
知,存在i ∈ Iup(˜̄ααα), j ∈ Ilow(˜̄ααα). 使得下式成立:

−∇F (˜̄ααα)i < −∇F (˜̄ααα)j, (29)

根据工作集的选取准则,在第k次迭代中,有

i = arg min
i∈Iup(ᾱk+1)

−∇F (ᾱααk+1)i,

j = arg max
j∈Ilow(ᾱk+1)

−∇F (ᾱααk+1)j.

由引理2,可得:

∇F (ᾱααk+1)Td + 2τ(ᾱk+1 − ᾱααk)Td > 0.

其中d满足式(27).

另外,由定理(4),有 lim
k→∞

‖ᾱααk+1 − ᾱk‖ = 0,因此,

当k →∞时,

∇F (˜̄ααα)Td = −∇F (˜̄ααα)i +∇F (˜̄α)j > 0.



第 9期 周晓剑等: 求解非半正定核Huber–支持向量回归机问题的序列最小最优化算法 1183

与式(29)矛盾,所以原命题成立. 证毕.

上面若干定理表明, 当采用上述策略对(21) 进
行变换后再求解能保证算法的收敛性. 并且收敛
到(4)的稳定点. 虽然这里提出的求解非半正定核
的SMO算法是收敛到稳定点而不是全局最优点,但
是在某些情况下却能达到比正定核或半正定核更好

的回归效果,以下的实验说明了这一点.

5 实实实验验验及及及其其其结结结果果果(Experiments and results)
5.1 实实实验验验设设设计计计(Design for experiments)

实实实验验验 1 取函数

y = cos(exp x), x ∈ [−4, 2],

为基准函数, 令间隔为0.1产生训练样本. 分别用正
定核Huber-SVR与非半正定核Huber-SVR对这组数
据进行训练,然后进行回归. 非半正定核Huber-SVR
的求解使用本文的算法. 这一实验主要考察本文算
法的可行性以及非半正定核Huber-SVR的回归性能.

实实实验验验 2 在实际的4000个鲍鱼样本数据中, 随
机抽取50个作为训练样本, 分别用正定核Huber-
SVR与非半正定核Huber-SVR对这组数据进行训
练. 再在剩余的样本数据中随机抽取3组每组50个
样本数据作为预测测试样本, 利用训练的结果, 分
别用正定核Huber-SVR与非半正定核Huber-SVR对
这组数据进行预测. 每一个鲍鱼样本数据包括: 性
别、长度、直径、厚度、总重量、去外壳的重量、内脏

的重量、外壳的重量共8项指标.这一实验主要考察
非半正定核Huber-SVR的泛化性能. 鲍鱼数据取自:
http://archive.ics.uci.edu/ml/datasets/Abalone.

在以上两个实验中,非半正定核Huber-SVR的核
函数取组合高斯核

exp(
− ‖ s− t ‖2

σ1

) + exp(
− ‖ s− t ‖2

σ2

)−

exp(
− ‖ s− t ‖2

σ3

)[12],

标准差分别取为σ1 = 0.3, σ2 = 0.2, σ3 = 1.正定核

Huber-SVR的核函数取Gauss径向基核函数

exp(
− ‖ s− t ‖2

2σ2
),

其中σ = 1.

5.2 实实实验验验结结结果果果与与与分分分析析析(Results and analysis of ex-
periments)

实验1中, Huber-SVR的参数设置为C = 105,
µ = 0.05. 有关参数的选择方法参见文献 [13, 14].
组合高斯核的预定精度为tol= 0.1. 正定核的预定
精度为tol= 0.2. 回归的结果见图1和图2. 图中符号
“*”为样本点,粗实线为回归线.

图 1 用非半正定核对y = cos(exp x)回归的结果

Fig.1 The regression result for y = cos(exp x) with

non-PSD kernel

图 2 用正定核对y = cos(exp x)回归的结果

Fig.2 The regression result for y = cos(exp x) with

PD kernel

同时,实验2还从以下3个常用的度量准则对实验
的回归结果进行定量比较(结果见表1):

1) 最大绝对误差:

MAE(max absolute error) = max |yi − ŷ| ,
其中i = 1, · · · , n, n为样本容量.

2) 平均绝对误差:

AAE(average absolute error) =
nerror∑
i=1

|yi − ŷ|/nerror.

3) 均方根误差:

RMSE(root mean square error) =√
nerror∑
i=1

(yi − ŷ)2/nerror.

比较图1和图2可以看出, 对于函数cos(exp x)
用非半正定核回归要优于用正定核回归. 另外,通过
表1的定量比较也可以看出在MAE、AAE及RMSE
3方面,用非半正定核来进行回归比采用正定核能够
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达到更理想的回归精度.这说明,对于某些难以回归
的函数,可以考虑选用非半正定核来回归,同时也说
明了本文算法设计的科学性.

表 1 用正定核和非半正定核回归的误差比较

Table 1 The comparison of regression error between
using PD kernel and using non-PSD kernel

误差 用正定核回归 用非半正定核回归

MAE 0.3612 0.1733
AAE 0.0877 0.0303
RMSE 0.1153 0.0436

实验2中, Huber-SVR的参数设置为C = 105,
µ = 0.005. 组合高斯核的预定精度为tol = 6, 正
定核的预定精度为tol = 5. 同样,本实验对每一组结
果从MAE, AAE, RMSE3个角度来进行分析. 表2给
出了实验2的误差比较.

表 2 用正定核和非半正定核预测的误差比较

Table 2 The comparison of prediction error between
using PD kernel and using non-PSD kernel

非半正定核 正定核

MAE AAE RMSE MAE AAE RMSE

第Ⅰ组 6.5250 2.0006 2.4554 6.3894 2.1000 2.4867

第Ⅱ组 6.3662 2.5625 2.9458 6.6567 2.7199 3.2026

第Ⅲ组 9.2981 2.6548 3.4068 9.5334 2.7992 3.4673

从表2中的非半正定核与正定核的误差分析可以
看出:在第1组实验数据中,非半正定核的MAE略大
于正定核的MAE,但其他两项数据均小于对应的数
据;在第2组和第3组实验数据中,前者(非半正核)3项
指标(MAE, AAE, RMSE)均小于后者(正定核).综上
可得: 对于实际当中的某些例子,用非半正定核来预
测要优于用正定核,从而说明研究非半正定核的必
要性以及本文算法的有效性.

6 结结结论论论(Conclusion)
本文提出了用于求解非半正定核Huber-SVR的

SMO算法. 由于非半正定核的SVR模型一般认为是
无法求解, 但现实中有的情况下却需要用到非半
正定核函数, 这就需要能有效地解决非半正定核
Huber-SVR的SMO算法. 因此本文提出的求解方法
具有一定的理论意义和实用价值.对于非半正定核,
如sigmoid核函数也包括本文所使用的核函数,由于
只能保证解是局部最优, 并不一定是全局最优, 因
此, 如何克服它们的不足并发挥它们的优势仍然是
一个有意义的研究课题.
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