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Guaranteed cost control for
networked control systems with random long time-delay

YU Li, WU Yu-shu, SONG Hong-bo

(College of Information Engineering, Zhejiang University of Technology, Hangzhou Zhejiang 310023, China)

Abstract: This paper is concerned with the modeling and the guaranteed cost control for a class of discrete-time net-

worked control systems(NCSs) with a random long time-delay. The network-induced time-delay in the forward and the

feedback channels are modeled as two Markov chains, respectively. By using the most recent available data, we model the

closed-loop NCS as a Markovian stochastic time-delay system which depends on the network-induced time-delay at the

present and past instants. By Lyapunov method and the linear matrix inequality(LMI) technique, we derive the sufficient

conditions for the closed-loop NCS to be stochastically stable with a quadratic performance upper bound. A design proce-

dure is also presented for the state-feedback guaranteed cost controller. An illustrative example is given to demonstrate the

effectiveness of the proposed method.
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2 NCS (Modeling of NCS)
1 NCS,

:

x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k), (1)

: x(k) ∈ R
n , u(k) ∈ R

m

, A B .

1 NCS

Fig. 1 Structure of NCS with random long time-delay

:

v(k) = Kw(k), (2)

: w(k) , v(k) ,

K .

, ρ(k)
σ(k) .

, 0 � ρ(k) � M , 0 � σ(k) � N , ,

M N . Φ = [ρij] Λ = [σrs]
ρ(k) σ(k) , :⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ρij = Prob{ρ(k + 1) = j | ρ(k) = i},
σrs = Prob{σ(k + 1) = s | σ(k) = r},

ρij � 0, σrs � 0,
M∑

j=0

ρij = 1,
N∑

s=0

σrs = 1,

∀i, j ∈ Mρ,∀r, s ∈ Nσ,

(3)

: Prob{·} , Mρ = {0, 1,

· · · ,M}, Nσ = {0, 1, · · · , N}. ,

.

w(k) u(k)
ρ(k − i), i = 0, 1, · · · ,M σ(k − r), r = 0,

1,· · ·, N , ρ(k−
i), σ(k − r),∀i ∈ Mρ,∀r ∈ Nσ . [9]

, χ1 : ρ(k), ρ(k−1), · · · , ρ(k−
M) → θ(k) χ2 : σ(k), σ(k − 1), · · · , σ(k −N) →
ϕ(k) .

ρ(k − i), σ(k − r), i = 0, 1, · · · ,M, r =
0, 1, · · · , N (4) (5), :

w(k) = x(k − θ(k)), u(k) = v(k − ϕ(k)),

θ(k) =⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, ρ(k)=0, ρ(k−j)∈Mρ, j =1, 2,· · ·,M,

1, ρ(k)�1, ρ(k−1)�1, ρ(k−j)∈Mρ,

j = 2, · · · ,M,

2, ρ(k−i)� i+1, i= 0, 1, ρ(k−2)�2,

ρ(k − j) ∈ Mρ, j = 3, · · · ,M,

...

M, ρ(k−i)� i+1, i= 0, 1,· · ·,M−1,

ρ(k − j) ∈ Mρ, j = M.

(4)

ϕ(k) =⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, σ(k)=0, σ(k−s)∈Nσ, s=1, 2,· · ·, N,

1, σ(k)�1, σ(k−1)�1, σ(k−s)∈Nσ,

s = 2, · · · , N,

2, σ(k−r)�r+1, i=0, 1, σ(k−2)�2,

σ(k − s) ∈ Nσ, s = 3, · · · , N,

...

N, σ(k−r)�r+1, i=0, 1,· · ·, N−1,

σ(k − s) ∈ Nσ, s = N.

(5)
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, NCS

:

x(k + 1) = Ax(k) + BKx(k − τ(k)), (6)

τ(k) = ϕ(k) + θ(k − ϕ(k)), ϕ(k) θ(k −
ϕ(k)) (5) (4) . NCS(6)

φ(0) = {x(0), · · · , x(−N −M), σ(0), · · · ,

σ(−N), ρ(0), · · · , ρ(−N − M)},

:

J = E[
∞∑

k=0

[xT(k)R1x(k) + uT(k)R2u(k)]|φ(0)] =

E[
∞∑

k=0

Υ |φ(0)], (7)

: R1 R2 , E[·]
, Υ = xT(k)R1x(k)+xT(k−τ(k))R2x(k−

τ(k)).

1 NCS

, [8],

. ,

. ,

, NCS .

(2),

NCS(6) .

.

1[10] NCS(6),

φ(0),

E[
∞∑

k=0
‖x(k)‖2|φ(0)] < ∞ (8)

, NCS(6) .

2 (1) (7),

K J∗, NCS(6) ,

J � J∗, v(k) = Kw(k)
(1) , J∗ NCS(6)

.

3 (Main results)
NCS(6)

.

1 NCS(6),

φ(0), P (b0, b1, · · · , bN , a0, a1, · · · ,

aN+M) > 0,∀ai ∈ Mρ, bj ∈ Nσ, i = 0, 1, · · · , N +
M , j = 0, 1, · · · , N ,

Ξ(b0, b1, · · · , bN , a0, a1, · · · , aN+M) =⎡
⎢⎣Θ ΠT WT

∗ Ω 0
∗ ∗ −R−1

2

⎤
⎥⎦ < 0 (9)

, NCS(6) , J

J∗ = ξT(0)Γ (σ(0), σ(−1), · · · , σ(−N), ρ(0),

ρ(−1), · · · , ρ(−N − M))ξ(0),

:

Θ =

diag{Q1(b0, a0)−P (b0,· · ·, bN , a0,· · ·, aN+M) +

R1, Q2(b1, a1) − Q1(b1, a1), · · · ,

QN(bN−1, aN−1) − QN−1(bN−1, aN−1),

QN+1(aN) − QN(bN , aN), QN+2(aN+1) −
QN+1(aN+1), · · · , QN+M(aN+M−1) −
QN+M−1(aN+M−1),−QN+M(aN+M)},
Π =[ΠT(0, 0) ΠT(0, 1) ΠT(1, 0) ΠT(1, 1) · · ·

ΠT(N, M)]T,

Π(j, i) = [C(j, i) + δ0D(j, i)δ1D(j, i) + · · · +
δN+M−1D(j, i)δN+MD(j, i)],

C(j, i) = σ
1/2
b0j ρ

1/2
a0i A, j = 0, 1, · · · , N,

D(j, i) = σ
1/2
b0j ρ

1/2
a0i BK, i = 0, 1, · · · ,M,

Ω =

diag{−P−1(0, b0, · · · , bN−1, 0, a0, · · · , aN+M−1),

−P−1(0, b0, · · · , bN−1, 1, a0, · · · , aN+M−1),

−P−1(1, b0, · · · , bN−1, 0, a0, · · · , aN+M−1),

−P−1(1, b0, · · · , bN−1, 1, a0, · · · , aN+M−1),

· · · ,−P−1(N, b0, · · · , bN−1,M, a0, · · · ,

aN+M−1)},
ξ(0) = [xT(0)xT(−1) · · ·xT(−N − M)]T,

Γ (σ(0), · · · , σ(−N), ρ(0), · · · , ρ(−N − M)) =

diag{P (σ(0),· · ·, σ(−N), ρ(0),· · ·, ρ(−N−M)),

Q1(σ(−1), ρ(−1)), · · · , QN(σ(−N), ρ(−N)),

QN+1(ρ(−N − 1)), · · · , QN+M(ρ(−N − M))},
W = [δ1/2

0 Kδ
1/2
1 K · · · δ1/2

N+M−1Kδ
1/2
N+MK],

δ τ(k) , τ(k) = α , δα = 1,

δβ = 0, ∀β = {0, 1, · · · , N + M}/α.

Lyapunov

V (k) =

xT(k)P (σ(k), σ(k − 1), · · · , σ(k − N), ρ(k),

ρ(k − 1), · · · , ρ(k − N − M))x(k) +
N∑

d=1

xT(k − d)Qd(σ(k − d), ρ(k − d))x(k − d)+
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M+N∑
g=N+1

xT(k − g)Qg(ρ(k − g))x(k − g),

P (·), Qd(·), Qg(·) .

, ai bj ρ(k− i) σ(k− j), i = 0, 1,

· · · , N + M, j = 0, 1, · · · , N .

φ(k) = {x(k), · · · , x(k − M − N), σ(k), · · · ,

σ(k − N), ρ(k), · · · , ρ(k − N − M)},

E[ΔV (k) | φ(k)] =

E[V (k + 1) | φ(k)] − V (k) =

E[xT(k + 1)P (σ(k + 1), b0, b1, · · · , bN−1,

ρ(k + 1), a0, a1, · · · , aN+M−1)x(k + 1) | φ(k)] +

xT(k)[Q1(b0, a0) − P (b0, b1, · · · , bN , a0, a1, · · · ,

aN+M)]x(k)+xT(k−1)[Q2(b1, a1)−Q1(b1, a1)] ·
x(k − 1) + · · · + xT(k − N + 1)[QN(bN−1, aN−1)

−QN−1(bN−1, aN−1)]x(k − N + 1) + xT(k − N) ·
[QN+1(aN)−QN(bN , aN)]x(k−N)+xT(k−N −
1)[QN+2(aN+1) − QN+1(aN+1)]x(k − N − 1) +

· · · + xT(k − N − M + 1)[QN+M(aN+M−1) −
QN+M−1(aN+M−1)]x(k − N − M + 1) −
xT(k − N − M)QN+M(aN+M)x(k − N − M) +

E[Υ | φ(k)] − E[Υ | φ(k)] =
N∑

j=0

M∑
i=0

σb0jρa0i[Ax(k) + BKx(k − τ(k)))]T ·

P (j, b0, b1, · · · , bN−1, i, a0, a1, · · · , aN+M−1) ·
[Ax(k) + BKx(k − τ(k))] + xT(k)[Q1(b0, a0) −
P (b0, b1, · · · , bN , a0, a1, · · · , aN+M)]x(k) +
N−1∑
r=1

xT(k−r)[Qr+1(br, ar)−Qr(br, ar)]x(k−r) +

xT(k−N)[QN+1(aN)−QN(bN , aN)]x(k−N)+
N+M−1∑
s=N+1

xT(k−s)[Qs+1(as)−Qs(as)]x(k−s) +

xT(k − N − M)(−QN+M(aM+N))x(k − N −
M) + E[Υ | φ(k)] − E[Υ | φ(k)].

ξ(k) = [xT(k) xT(k − 1) · · · xT(k − N − M)]T,

τ(k) = α , δα = 1, δβ = 0, ∀β = {0, 1, · · · , N +
M}/α,

E[ΔV (k) | φ(k)] =

ξT(k)(Θ+F (b0, b1,· · ·, bN , a0, a1,· · ·, aN+M))ξ(k)−
E[ξT(k)(R1 + WTR2W )ξ(k) | φ(k)]. (10)

:

R1 = diag{R1, 0, · · · , 0, 0},
W = [δ1/2

0 K δ
1/2
1 K · · · δ

1/2
N+M−1K δ

1/2
N+MK],

F (b0, b1, · · · , bN , a0, a1, · · · , aN+M) =
N∑

j=0

M∑
i=0

ΠT(j, i)P (j, b0, · · · , bN−1, i, a0, · · · ,

aN+M−1)Π(j, i) + WTR2W.

Schur [11] (9) Θ +
F (b0, b1, · · · , bN , a0, a1, · · · , aN+M) < 0. ,

(7) E[ξT(k)(R1 + WTR2W )ξ(k) | φ(k)] �
0, (10), E[V (k + 1) | φ(k)] < V (k)

, 0 < ε < 1, E[V (k + 1) | φ(k)] �
εV (k), E[V (k) | φ(0)] � εkV (0),

E[
T∑

k=0

[V (k) | φ(0)]] � (1 + ε + · · · + εT )V (0) =

1 − εT+1

1 − ε
V (0),

Qd(·), Qg(·) ,

E[
T∑

k=0

[xT(k)P (b0,· · ·, bN , a0,· · ·, aN+M)]x(k) |
φ(0)]] �

E[
T∑

k=0

[V (k) | φ(0)]] � 1 − εT+1

1 − ε
V (0).

T → ∞,

E[
∞∑

k=0

[‖x(k)‖2 | φ(0)]] � 1
μ · (1 − ε)

V (0) < ∞,

μ P (b0, · · · , bN , a0, · · · , aN+M)
. 1 NCS(6) .

, (9) (10)

E[V (k + 1) | φ(k)] �
V (k)−E[ξT(k)(R1+WTR2W )ξ(k) | φ(k)]. (11)

(11) k = 0 k = 1,

E[V (1) | φ(0)] �
V (0)−E[ξT(0)(R1+WTR2W )ξ(0) | φ(0)], (12)

E[V (2) | φ(1)] �
V (1) − E[ξT(1)(R1 + WTR2W )ξ(1) | φ(1)],

(13)

(13) E[· | φ(0)],
(12)

E[V (2) | φ(0)] �
E[V (1) | φ(0)]−
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E[ξT(1)(R1 + WTR2W )ξ(1) | φ(0)] �

V (0) −
1∑

h=0

E[ξT(h)(R1 + WTR2W )ξ(h) | φ(0)].

E[V (k) | φ(0)] �

V (0) −
k−1∑
h=0

E[ξT(h)(R1 + WTR2W )ξ(h) | φ(0)].

k → ∞,
∞∑

h=0

E[ξT(h)(R1 + WTR2W )ξ(h) | φ(0)] �

V (0) − ξT(0)Γ (σ(0), σ(−1), · · · , σ(−N), ρ(0),

ρ(−1), · · · , ρ(−N − M))ξ(0).

2 NCS(6)

J∗, .

1 NCS(6)

. (9)

, , [12]

(CCL) .

NCS(6) .

L(j, b0, · · · , bN−1, i, a0, · · · , aN+M−1)
Ξ(b0, b1,· · ·, bN , a0, a1,· · ·, aN+M) P−1(j, b0,

· · · , bN−1, i, a0, · · · , aN+M−1),

Ξ̃(b0, b1, · · · , bN , a0, a1, · · · , aN+M). CCL

LMIs :

min

tr[
N∑

j=0

M∑
i=0

P (j, b0,· · ·, bN−1, i, a0,· · ·, aN+M−1)·

L(j, b0, · · · , bN−1, i, a0, · · · , aN+M−1)], (14)

s.t.

Ξ̃(b0, b1, · · · , bN , a0, a1, · · · , aN+M) < 0, (15)⎡
⎢⎢⎢⎣

P (j, b0, · · · , bN−1,

i, a0, · · · , aN+M−1)
I

I
L(j, b0, · · · , bN−1,

i, a0, · · · , aN+M−1)

⎤
⎥⎥⎥⎦ � 0,

i ∈ Mρ, j ∈ Nσ, a� ∈ Mρ, b� ∈ Nσ,

� ∈ {0, 1,M + N}, � ∈ Nσ. (16)

(14)

:

1) (14) P0(j, b0, · · · ,

bN−1, i, a0, · · · , aN+M−1), L0(j, b0, · · · , bN−1, i, a0,

· · · , aN+M−1) K0, l = 0,

lmax;

2) LMIs :

min

tr[
N∑

j=0

M∑
i=0

P0(j, b0, · · · , bN−1, i, a0, · · · , aN+M−1) ·

L(j, b0, · · · , bN−1, i, a0, · · · , aN+M−1) +

L0(j, b0, · · · , bN−1, i, a0, · · · , aN+M−1) ·
P (j, b0, · · · , bN−1, i, a0, · · · , aN+M−1)],

s.t. (15), (16)

P (j, b0, · · · , bN−1, i, a0, · · · , aN+M−1), L(j, b0,

· · · , bN−1, i, a0,· · ·, aN+M−1) K, Pl+1 =P , Ll+1

= L, Kl+1 = K;

3) P (j, b0,· · ·, bN−1, i, a0,· · ·, aN+M−1)
(9), ,

; , l = l + 1, 2).

l = lmax ,

lmax .

4 (Numerical example)
[13] , :

A =

⎡
⎢⎣0.6065 0.0000 −0.2258

0.3445 0.7788 −0.0536
0.0000 0.0000 1.2840

⎤
⎥⎦ ,

B = [−0.0582 −0.0093 0.5861]T. (17)

A 0.7788, 0.6065 1.2840,

. M = 1, N = 2. R1 R2

,

Φ =

[
0.8 0.2
0.7 0.3

]
,

Λ =

⎡
⎢⎣0.7 0.2 0.1

0.6 0.2 0.2
0.4 0.4 0.2

⎤
⎥⎦ .

x(i) = [0.1 0.2 0.5]T, i = 0,−1,−2,−3.

lmax = 50, 34 ,

(14) ,

K = [0.1088 0.0446 −1.0357],

J∗ = 1.9428.

ρ(k) σ(k)
Φ Λ, ρ(k), σ(k)

2 3 4 , 4

.
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2 ρ(k)

Fig. 2 Values of ρ(k)

3 σ(k)

Fig. 3 Values of σ(k)

4

Fig. 4 State trajectories of closed-loop system

5 (Conclusions)

.

– –

,

,

,

.
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