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摘要:将平均移位柱状图(averaged shifted histogram, ASH)概率密度估计中二次型平滑权值与均匀权值进行结合,
提出一种改进的概率密度估计方法: IASH(improved averaged shifted histogram). 通过相应区间内样本数目的方差确
定原平滑权值与均匀权值之间的比例系数,动态的改变平滑权值:对ASH概率密度估计中边缘值部分的平滑权值按
比例进行补偿,改善过平滑的问题,提高了IASH概率密度估计的精度.在此基础上应用互信息进行变量间的相关性
分析,选择输入变量,实现多元时间序列的预测. 采用人工数据和实际Housing数据进行仿真分析,仿真结果验证了
改进后方法的有效性.
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Correlation analysis of mutual information by probability density
estimated from improved averaged-shifted-histogram

HAN Min, LIANG Zhi-ping
(Faculty of Electronic Information and Electrical Engineering, Dalian University of Technology, Dalian Liaoning 116023, China)

Abstract: We introduce the method of improved averaged-shifted-histogram(IASH) to estimate the probability density
by combining the quadratic smooth weight with the uniform smooth weight. The ratio of the original smooth weight to the
uniform smooth weight is dynamically adjusted according to the variance of the number of samples in the corresponding
interval, thus the smooth weight for the edge part of the probability density obtained by the method of averaged-shifted-
histogram(ASH) is proportionally compensated, mitigating the excessive smoothness and improving the precision in the
estimation of probability density by the method of IASH. Using the estimated probability density, we perform the correla-
tion analysis based on the mutual information between two variables, and select input variables to predict the multivariate
time series. Simulations with the synthetic data and Housing data show the efficacy of the proposed method.
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1 引引引言言言(Introduction)
多元时间序列预测已经在天气预报、经济预

测、股市预测等方面得到了广泛的应用. 随着研究
的深入人们发现,预测的精度与输入变量的选择有
很大关系.对变量间的相关关系研究的主要内容正
是分析多元时间序列中的相关性. 根据变量间的相
关性,选取合适的变量作为模型的输入,对建立精确
的预测模型具有重要的意义.

在多变量相关分析方面,目前主要研究方法有统
计学分析方法(主成分分析[1,2]、典型相关分析[3]、因

子分析[4]等)、Granger因果分析法[5]、互信息分析

法[6,7]等. 互信息的大小不仅能反映变量间的线性关
系,而且能够表征变量间的非线性关系,因此互信息
用于相关性分析取得了较为广泛的应用. 互信息的

计算需要估计数据的概率密度分布,目前常用的概
率密度估计方法有柱状图概率密度估计、核概率密

度估计等. Scott[8]提出的平均移位柱状图(averaged
shifted histogram, ASH)概率密度估计是一种介于核
概率密度估计和柱状图概率密度估计之间的方法.
该方法较好的结合了柱状图方法计算速度快和核方

法精度高的优点,能够较好的对于样本数据点进行
概率密度估计,可有效的用于计算变量间的互信息,
并进行相关性分析.

但ASH概率密度估计对参数的选择比较敏感,不
适当的参数选择会使概率密度的估计值产生很大偏

差, 而且由于ASH概率密度估计中平滑权值始终固
定不变,容易将非高斯型变量的概率密度估计倾向
于高斯型; 在数据边缘值部分ASH概率密度估计会
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产生过度平滑的现象,存在较大偏差,影响了概率密
度估计的精度,从而相应的互信息用于相关性分析
的结果会产生偏差.

针对ASH概率密度估计存在的问题,本文提出一
种改进的IASH(improved averaged shifted histogram)
概率密度估计方法. 通过均匀权值与ASH密度估计
中的Biweight权值相结合, 并对过平滑部分对应的
平滑权值进行相应的补偿,提高过平滑部分的估计
值, 从而提高了基于IASH概率密度估计的精度. 最
后利用改进后的IASH方法估计概率密度用于互信
息的计算,并进行相关性分析,选择输入变量并进行
预测,取得了较好的预测效果.

2 IASH概概概率率率密密密度度度估估估计计计(IASH probability den-
sity estimation)
ASH是一种较好的非参数概率密度估计方法,该

方法将m个估计值进行平滑处理得到概率密度估计

值.但由于平滑权值的作用使得估计值产生了偏差,
本文将从平滑权值和过平滑两方面进行改进,提高
概率密度估计的精度.

2.1 ASH概概概率率率密密密度度度估估估计计计(ASH probability density
estimation)
作为一种介于传统的柱状图概率密度估计和核

概率密度估计之间的方法, ASH较好的结合了两者
的优势, Fernando等[9]通过仿真验证了ASH方法在保
证估计精度的同时,计算速度要优于核概率密度估
计的方法.

对于一组序列{x1, · · ·, xN}(N为样本总数)来自
分布f(x), ASH通过将每m(m为区间划分参数)个变
化的子区间上的估计值进行平滑作为f(x)的估计
值.将每个长度为h的区间进行划分(一般称h为带宽

参数),令δ = h/m, tk = kδ,得子区间Ik = [tk−1, tk],
vk为在每个小区间内的样本点的个数, 则每个区间
上的概率分布为式(1),

_

f (x) =
1

Nh

m−1∑
i=1−m

wm(i)vk+i, (1)

其中wm为权重函数,通过式(2)进行计算.

wm(i) =
mK(i/m)

m−1∑
j=1−m

K(j/m)
. (2)

K(t)为平滑核函数,可选取核函数中的三角形核函
数, 二次型权值核函数(biweight kernel)或三次型权
值核函数(triweight kernel). 本文选用二次型核函数,
如式(3)所示.

K(t) =
15
16

(1− t2)2, − 1 6 t 6 1. (3)

当变量扩展为二维时,则将二维变量对应的区间
分别划分为δx = hx/mx和δy = hy/my,二维数据的
概率估计变为

_

f (x, y) =
1

Nδxδy

mx−1∑
i=1−mx

my−1∑
j=1−my

wmx(i)wmy(j)vk+i,l+j. (4)

2.2 平平平滑滑滑权权权值值值的的的改改改进进进(Improved smooth weight)
通过ASH的估计式(1)可以看出, 在对每m个概

率密度估计值进行平滑处理时, 平滑权值是固定的
权值函数,即进行ASH概率密度估计时,对不同的样
本分布,在参数m固定的情况下,平滑计算的权值是
始终不变的. 这样会造成无论样本点为何种分布,通
过该权值函数进行平滑后的结果都近似趋近于高斯

型概率分布.当样本点的类型为其他分布时,由于平
滑过程趋近于高斯型分布,就有可能使得互信息的
分析结果产生偏差.

为简化问题,以一般的均匀分布为实际样本点的
概率密度进行分析. 当样本点为[0,1]间的均匀分布
时, 样本落入每一小区间的概率为区间的大小δ =
h/m, 设一般情况下落入相应区间内的样本点的数
目为vk+i = N(δ + ∆k+i),满足

∑
∆k+i = 0,因此可

得
_

f (x) =
1

Nh

m−1∑
i=1−m

wm(i)vk+i =

1
Nh

m−1∑
i=1−m

wm(i)(Nδ + N∆k+i) =

1
m

m−1∑
i=1−m

wm(i) +
m−1∑

i=1−m

wm(i)
∆k+i

h
=

1 +
m−1∑

i=1−m

wm(i)
∆k+i

h
. (5)

可以看出,平滑后的概率密度估计值产生了微小
的偏差. 为解决此问题,引入可变参数α将原权值与

均匀权值相结合,一方面保证权值的平滑特性,另一
方面又通过参数α将平滑权值平均化, 使平滑后的
估计值更接近于样本点的实际分布. 通过调整α的

大小动态的改变平滑权值的系数. 改进后的权值如
式(6)所示.

wm(i)=α
mK(i/m)

m−1∑
j=1−m

K(j/m)
+(1−α)

m

2m+1
. (6)

参数α的值的大小通过相对应的区间的方差决

定. 设每个相应区间Ik=[tk−1, tk]及邻近的2m+1个
子区间的样本数目vl(k − m 6 l 6 k + m)的方差
为σ(k),则对应的向量α由式(7)确定.

α =
σ −min(σ)

max(σ)−min(σ)
. (7)
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方差越大说明数据离散程度较高,则相应的原二
次型的权值比例较大,方差越小说明数据的离散程
度较低,分布较均匀,则均匀型的平滑权值占的比例
较大.这样通过动态的改变平滑权值,使估计的结果
更接近于实际的概率密度分布,有效的提高了概率
密度估计的精度.

2.3 过过过 平平平 滑滑滑 的的的 改改改 进进进(Improved over-smoothed
weight)
由ASH的估计公式(1), 在样本数据的边缘值部

分, 平滑会使该子区间的概率密度估计值产生偏
差. 设在一般情况下,样本点落入每一子区间的概率
为pk+i(

∑
pk+i = 1), 则相应的子区间的样本点的

数目为vk+i = N · pk+i,所以可得
_

f (x) =
1

Nh

m−1∑
i=1−m

wm(i)vk+i =

1
Nh

m−1∑
i=1−m

wm(i)Npk+i =
1
h

m−1∑
i=1−m

wm(i)pk+i. (8)

当区间在样本数据值的边缘时,存在vk+i等于0的情
况,这样原估计式变为

_

f (x) =
1

Nh

m−1∑
i=1−m

wm(i)vk+i =

1
Nh

m−1∑
i=1−m

wm(i)Npk+i =

1
Nh

t∑
i=1−m

wm(i) · 0+
1

Nh

m−1∑
i=t

wm(i)Npk+i =

1
Nh

m−1∑
i=t

wm(i)Npk+i < f(x). (9)

在该子区间的概率密度估计值低于实际值,为改
进此问题,将vk+i为0部分对应的权值按比例补偿到
非0部分对应的平滑权值上. 设全部子区间数为nbin,
当k < m时共有t个vk+i为0. 调整后的平滑权值为
式(10),其中L = 1−m + t.

wm(i) =





0, i 6 L,

wm +
wm(i)

m−1∑
l=1

wm(l)

0∑
l=L

wm(i)(l), i > L.

(10)

调整后的平滑权值同时满足式(6)的条件, 避免
了将一般分布估计成类高斯分布的情况, 同时在边
缘值部分对估计值进行相应的补偿,提高了IASH概
率密度估计的精度.

ASH概率密度估计对参数m和h的比较敏感, 为
提高IASH用于概率密度估计的精度,本文采用Scott
提出的UCV(unbiased cross-validation)[10]作为评价准
则实现参数m和h的选择.

3 互互互信信信息息息估估估计计计及及及变变变量量量选选选择择择(Estimation of mu-
tual information and variable selection)

3.1 互互互信信信息息息估估估计计计(Estimation of mutual information)
互信息理论来源于信息论中熵的概念. 熵是对

实验结果不确定性的良好度量. 如果事件是完全确
定的, 那么熵值为零, 换言之,如果对实验结果的输
出是确定的,那么事件发生的概率就很大,而熵值就
会很小[11]. 熵的基本定义为式(11).

H(X) = −
N∑

i=1

P (xi) log2 P (xi). (11)

由熵的概念得到互信息的计算公式为式(12). 互
信息的大小反映了两变量间的统计依赖程度,变量
间的互信息值的大小, 说明了变量间的相关性的大
小.

I(X, Y ) = H(X) + H(Y )−H(X, Y ). (12)

根据选择好的IASH概率密度估计的参数, 对数
据进行概率密度估计,然后计算变量间的互信息.这
样利用二维IASH概率密度估计进行互信息计算分
析的步骤如下:

1) 分别将样本点按照所选的参数进行网格划分,
统计落入每个网格内的样本点数目;

2) 分别计算各变量在Ik相对应区间内样本数目

的方差,作为调整权值的参数α,并分别计算二次型
权值和均匀权值,根据公式(6)计算调整后的平滑权
值;

3) 根据公式(10)调整相应的平滑权值;

4) 由新的平滑权值分别计算相应的概率密度分
布;

5) 利用得到的概率密度值计算二维变量的互信
息.

这样可以通过IASH计算各输入变量与输出变量
间的互信息值,并分析变量间的相关关系,从而实现
模型的变量选择.

3.2 变变变量量量选选选择择择(Variable selection)
变量间的互信息值越大,说明相关性越好.通过

互信息相关分析,可以有效的进行输入变量选择.本
文采取逐步回归向前法实现变量选择. 设ϕ为输入

变量集合, M为输入变量个数,基于互信息的变量选
择过程描述如下:

1) 利用IASH概率密度估计方法计算各输入变
量与输出变量之间的互信息大小;

2) 根据互信息值的大小删除互信息极小的变量,
并设定初始变量集合ϕ为选择的第一个变量

ϕ=Xs1 =arg max
Xj

{I(Xj, Y )}, 1 6 j 6 M ; (13)
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3) 根据预测模型计算预测误差Error(ϕ);

4) 选择其余的输入变量Xs2 , 结合输入变量集
合ϕ建立预测模型,计算预测误差Error({ϕ∪Xs2}),

Xs2 =arg max
Xj

{I(Xj, Y )}, 16j 6M, j 6=s1; (14)

5) 若Error({ϕ ∪ Xs2}) < Error(ϕ), 则选择该
变量ϕ = {ϕ ∪Xs2},否则输入变量集合ϕ保持不变;

6) 重复步骤3)∼5),直至选择完所有输入变量.

根据上述变量选择方法,可以较好的实现输入变
量的选择,结合模型预测误差反映不相关变量和冗
余自变量的引入对预测模型的影响,在保证预测精
度的同时, 也一定程度上避免了冗余输入变量的引
入,从而简化了预测模型,提高了预测精度.

4 仿仿仿真真真结结结果果果与与与分分分析析析(Simulation results and
analysis)

4.1 人人人工工工数数数据据据的的的概概概率率率密密密度度度估估估计计计(Probability den-
sity estimation of synthetic data)
为验证IASH用于概率密度估计的改进效果, 仿

真对(0,1)间Arcsin型分布的数据进行概率密度估计.
该分布的密度分布形状为U形, 即在两边缘处的概
率密度值较高,中间部分的密度值较低,密度函数如
式(15)所示. 仿真将IASH及ASH方法的概率密度估
计结果同实际的概率密度值比较,仿真结果如图1所
示.

p(x) =
1

π
√

x(1− x)
, 0 < x < 1. (15)

图 1 Arcsin型分布的概率密度估计结果

Fig. 1 Density estimation of Arcsin distribution

从仿真结果可以看出在数据点的边缘值部分,
ASH方法的估计值开始呈现出下降的趋势, 这与
式(9)的推导结果是一致的,而改进后的IASH密度估
计值与实际的密度值的差异较小, 能够较好的反映
实际的概率密度估计结果,说明了IASH方法的有效
性.

为说明所提对其他数据的适用性,采用高斯与拉
普拉斯一维混合密度进行仿真, 实际概率密度的分
布模型如式(16)所示. 训练样本数为1000,测试样本
数为2000. 采用L1测试误差进行比较仿真结果.

p(x) =
1

2
√

2π
e
−(x−2)2

2 +
0.7
4

e−0.7|x+2|, (16)

L1 =
1

Ntest

Ntest∑
k=1

|p(xk)− p̂(xk)|. (17)

图2为一次仿真的密度估计结果, 从图中可以
看出所提方法能够很好的反映真实密度分布的情

况, 而且在边缘处能够取得较好的估计结果.表1比
较了改进ASH密度估计方法, ASH密度估计及经典
kernel密度估计方法, 比较项目为100次重复实验得
到的L1测试误差对应的均值与方差. 从表中可以看
出所提方法在精度方面要略优于原ASH密度估计方
法及经典的kernel密度估计方法.

图 2 高斯与拉普拉斯混合分布的概率密度估计结果

Fig. 2 Density estimation of Gaussian Laplacian mixer

表 1 L1测试误差比较

Table 1 Results of L1 test error

方法 L1测试误差

IASH (5.3751±1.1480)×10−3

ASH (5.7540±1.0826)×10−3

kernel (5.5322±1.1124)×10−3

4.2 人人人工工工数数数据据据的的的互互互信信信息息息相相相关关关性性性分分分析析析(Mutual
information based correlation analysis of syn-
thetic data)
为分析改进后的IASH概率密度估计的互信息用

于相关性分析的性能,采用一组人工构造的数据进
行输入变量与输出变量间互信息的分析.数据的模
型为10个输入变量Xi,一个输出变量Y ,变量间的关
系为

Y = 10 sin(X1X2) + 20X3(X3 − 0.5) +

10X4 + 5X5 + ε, (18)

变量Xi(1 6 i 6 10)为[0,1]间的均匀分布, ε为方差

为1的高斯噪声, 变量X6至X10是无关变量, 数据点
的数目为1000组. IASH和ASH概率密度估计的互信
息计算结果如图3所示.
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可以看出, 利用ASH概率密度估计得到的互信
息值各个变量间的差异不大,不能有效的反映输入
变量与输出变量间的相关性; 而IASH概率密度估
计的互信息结果中, 前5个变量与输出变量间的互
信息值较大,有效的反映了输入变量与输出变量间
的相关性. 在变量X3, X4处的互信息值最大, 这与
式(18)中的相关性是一致的. 仿真结果说明本文提
出的IASH方法估计互信息能够有效的分析变量间
的相关关系,从而可以较好的选择预测模型的输入
变量.

图 3 人工数据的互信息仿真结果

Fig. 3 Estimation of mutual information with synthetic data

4.3 实实实际际际数数数据据据互互互信信信息息息分分分析析析及及及预预预测测测(Mutual infor-
mation analysis and prediction)
本文以公共数据Housing data进行实际的仿真分

析[12]. 通过每个房子周围代表13个属性的统计值(定
义为输入变量X1, · · · , X13)来预测每栋房子的房
价(定义为输出变量Y ). 预测模型采用广义回归神经
网络(GRNN), GRNN在结构上与RBF网络较为相似,
不同之处在于GRNN不需要设定模型的具体形式,
且对所有隐层单元的核函数采用同一的光滑因子,
训练极为方便.在训练样本和光滑因子固定的情况
下,网络的结构和收敛性均保持不变,关于GRNN的
详细介绍见参考文献[13]. 在本文中,设定仿真实验
的光滑因子为0.8326. Housing数据共506组,随机选
取其中338组作为训练数据, 其余168组数据作为测
试数据,仿真重复进行50次.

为分析数值试验结果的优劣, 采用均方根误差
ERMSE作为性能指标,对预测结果进行比较,定量说
明各模型的预测效果. 设y(k)为预测变量的实际观
测值, ŷ(t)为该变量的网络预测值, Ntest为对应测试

样本的数目,则均方根误差定义为

ERMSE = (
1

Ntest − 1

Ntest∑
k=1

(ŷ(k)− y(k))2)
1
2 . (19)

均方根误差反映了预测值相对于观测值的偏离程

度,取值大于或等于零,预测无误差时等于零. 均方
根误差值越小,表明预测效果越好.

利用IASH概率密度估计进行互信息的分析. 分
别计算每个变量Xi(1 6 i 6 13)与输出变量Y间的

互信息值,互信息的计算结果如图4所示. 可以看出
与输出变量互信息值较大的变量为X13, 说明与输
出变量之间的相关性较强, 变量X4, X5与输出变量

间互信息的大小接近0,说明X4, X5与输出变量间几

乎不存在任何相关关系,可将其视为无关变量,结合
模型预测进行变量选择. 采用均方根误差ERMSE作

为性能指标,对所选变量的预测结果进行比较,分析
结果为50次运行得到的均值与方差如表2所示.

图 4 IASH概率密度估计的互信息结果

Fig. 4 Estimation of mutual information based on IASH

表 2 预测性能指标
Table 2 Results of ERMSE

输入变量 ERMSE

全部变量 X1,X2· · · ,X13 16.1317± 1.1480
文献[12] X6,X13,X1,X4 5.7966± 0.4806

IASH互信息 X13,X3 5.2634± 0.2754

由仿真结果可以看出, 通过对输入与输出变量
进行相关性分析, 并选择相关性较大的变量作为
预测模型的输入, 可以有效提高模型的预测精度.
IASH概率密度估计的互信息分析方法所选择变量
的预测精度要优于FRANCOISA等[12]所选变量的预

测精度.而得到的最优变量也恰好为IASH互信息值
最大的两个,说明了本文提出的IASH用于互信息分
析的有效性.

5 结结结论论论(Conclusions)
针对ASH概率密度估计方法平滑权值始终固定

的问题,本文采用将原二次型平滑权值与均匀权值
相结合的方法进行改进. 通过分析区间上数据的离
散程度,确定原平滑权值与均匀权值之间的比例系
数, 来动态的改变平滑权值, 准确的反映样本数据
的实际特性. 另一方面, 对于ASH概率密度估计中
边缘部分存在过平滑的问题,本文提出将相应的平
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滑权值进行补偿, 来提高概率密度估计的精度. 通
过IASH概率密度估计进行互信息的计算,并选择相
应的输入变量进行预测. 利用人工数据和Housing数
据进行仿真分析,实际仿真的结果验证了本文所提
方法的有效性.
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