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摘要:提出了一种两级算法,可以解决连续混沌系统的最小能量控制问题,首先,给出一个二次目标函数,同时把
混沌系统分解为线性部分和非线性部分. 上级算法对混沌系统中的非线性部分进行预估,并把整个原系统表为带
有常系数的线性系统;下级算法用极小值原理解决这个典型线性二次最优控制问题,并把解返回到上级算法,上级
算法根据下级的解对非线性部分重新预估. 这样通过两级间不断的信息交换,最终得到混沌系统的最优控制律.该
方法不仅实现了对混沌系统的控制,而且在整个控制过程中保证控制能耗为最小. 证明了算法的收敛性和闭环系
统的稳定性. 对统一混沌系统的仿真结果表明了控制策略的有效性.
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Chaos control based on the two-level algorithm
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Abstract: A two-level algorithm is proposed to solve the minimum-energy control for a continuous chaotic system. A
quadratic performance function is first given, and the chaotic system is decomposed into the linear part and the nonlinear
part. The upper-level algorithm predicts the nonlinear part and expresses the whole system as a linear system with con-
stant coefficients. The lower-level algorithm solves a typical quadratic-optimal-control problem by using the principle of
optimality. The solution thus obtained is fed back to the upper-level algorithm for re-estimating the nonlinear part. By
continuously exchanging information between the two levels of the algorithm in this way, the optimal control law for the
chaotic system is eventually determined. This method not only realizes the control of the chaotic system, but also mini-
mizes the energy-cost in the whole process. The convergence of the two-level algorithm and the asymptotic stability of the
closed-loop system are proved. For a general chaotic system, the simulation results show the effectiveness of the proposed
method.
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1 引引引言言言(Introduction)
最近20多年来,混沌控制受到了普遍重视和广泛

研究.自1990年Ott等[1]提出混沌控制的著名OGY方
法以来, 人们相继提出许多控制混沌的方法[2∼11].
但所有这些控制混沌方法都只考虑了把混沌系统

稳定在平衡点上或周期轨道上, 没有考虑混沌系统
控制过程中的控制能量问题,事实上在物理系统中,
任何执行机构输出的能量总是有限的, 控制能量一
般不希望太大. 文献[12]基于Lyapunov稳定性理论
和Krasovskii理论, 结合坐标平移变换, 对Chen混沌
系统设计了一优化控制器, 将混沌吸引子渐近稳定
到它的不稳定的平衡点. 文献[13]基于动态规划方
法, 利用Bellman最优性原理, 结合Lyapunov稳定性

定理,对Rössler系统设计了一个最优控制器,将混沌
系统控制到系统的平衡点. 文献[12,13]虽考虑了混
沌控制的性能指标要求, 但研究的是特殊的混沌系
统,方法不具有普适性.

本文考虑了既要把混沌系统稳定在平衡点上或

周期轨道上, 同时使消耗的能量最小的混沌系统的
控制问题,性能指标采用状态与控制的二次泛函形
式,基本思想是,把混沌非线性系统分解为线性部分
与非线性部分两项和,上级对非线性部分进行预估;
下级用极小值原理求解一个非典型二次最优控制问

题,并把解返回上级,上级根据下级获得的解对非线
性部分重新预估, 这样通过上下两级间不断的信息
交换,最终得到混沌系统的最优控制律.本文证明了
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算法的收敛性和闭环系统的稳定性, 仿真结果表明
了该方法的有效性.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem statement)
考虑下述n维受控非线性混沌系统

ẋ(t) = f(x) + Bu(t), (1)

其中f为非线性光滑向量函数, 不妨设f(0) = 0,
x是n维状态向量, B为n×m已知矩阵, u(t) ∈ Rm为

控制向量.

为使混沌系统稳定,同时兼顾能量较小,本文采
用如下的二次性能指标

J =
1
2

w ∞
0

[xT(t)Q(t)x(t) + uT(t)R(t)u(t)]dt, (2)

其中Q(t)为n×n非负定对称矩阵, R(t)为m×m正

定对称矩阵.

本文要解决的控制问题是: 寻找控制律u∗(t),使
受控混沌系统(1)稳定且在t > 0时间内, 由式(2)二
次性能指标J达到最小.

3 两两两级级级最最最优优优控控控制制制算算算法法法(two-level optimal con-
trol algorithm)
将函数f(x)分解为线性部分与非线性部分和的

形式

f(x) = Ax(t) + d(x(t)),

式中Ax(t)为系统分解后的线性部分, A =
∂f

∂x
(0)为n × n阶常数矩阵, d(x(t))为系统分解后

的非线性部分, d(x(t)) = f(x) − Ax(t). 这时问题
变为

min
u(t)

J,

s.t. ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) + d(x(t)).
(3)

当对式(3)中d(x(t))中的x(t) 进行预估, 即给
定 d(x(t))中x(t)的值时,这样由(3)确定的优化问题
变为带已知项的非典型二次线性最优控制问题.基
于此认识,本文采用如下两级算法进行求解:

下级: 对于上级给定d(x(t))中的x(t)的值, 求解
问题:

min
uk(t)

J =
1
2

w ∞
0

[xT
k (t)Q(t)xk(t)+uT

k (t)R(t)uk(t)]dt,

s.t. ẋk(t) = Axk(t) + Buk(t) + d(xk−1(t)),
(4)

其中k为迭代次数.

由极小值原理可得最优控制律是

u∗k(t) = −R−1BTλk(t) =

−R−1BTPxk(t)−R−1BTgk(t). (5)

其中P由Riccati方程

PA + ATP − PBR−1BTP + Q = 0 (6)

确定; gk(t)由微分方程{
ġk(t)+(AT−PBR−1BT)gk(t)+Pd(xk−1(t))=0,

gk(∞) = 0
(7)

确定.

注注注 1 在目标函数为二次型且系统为线性的情况下,

控制是状态的完全反馈,而对于混沌系统,分解为非线性的

部分通过预估变为已知,原问题的约束就变成了带有已知

项的线性方程,因此在其解中便多了修正项−R−1BTgk(t).

将上述最优控制律记为u∗k(t),它表示第k次迭代

得到的控制律.用该控制律对系统(4)进行控制,相应
的状态记为x∗k(t).

上级: 对d(x(t))中的x(t)按如下公式重新预估

xk+1(t) = x∗k(t).

定义预估误差为

e=
w ∞

0

1
2
(xk+1(t)− xk(t))T(xk+1(t)− xk(t))dt.

迭代结束的标志是预估误差趋于恒定, 亦即e 6 ε,
其中ε为控制允许误差. 此时得到的控制序列即为问
题的最优控制序列. 否则,返回到上级,计算x∗k+1(t),
这样通过上下两级间不断的信息交换,最终得到混
沌系统的最优控制律.

4 算算算法法法收收收敛敛敛性性性与与与系系系统统统稳稳稳定定定性性性(Convergence of
algorithm and stability of system)
考虑非线性系统{

ẋ(t) = Āx(t) + d̄(x), t ∈ [0,∞),
x(0) = x0,

(8)

其中x ∈ Rn是系统的状态向量, Ā ∈ Rn×n为一个常

数矩阵, d̄(x)为非线性光滑向量函数且满足条件{
‖ d̄(x) ‖6 α, ∀x ∈ U ⊂ Rn,

‖ d̄(x)− d̄(y) ‖6 β ‖ x− y ‖, ∀x, y ∈ U ⊂ Rn,

(9)
其中α和β是正常数, ‖ · ‖是欧式范数.

定义向量函数序列xk(t)为:{
x0(t) = φ(t)x(0),

xk(t) = φ(t)x(0) +
w t

0
φ(t− τ)d̄(xk−1(τ))dτ,

(10)
其中φ(t)为对应Ā的状态转移矩阵, k = 1, 2, · · · .
定定定理理理 1 由式(10)描述的向量函数序列xk(t)一

致收敛于系统(8)的解.
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由定理1可知, 式(4)和式(7)的解序列xk(t)和
gk(t)是一致收敛的, 而式(5)是与xk(t)和gk(t)相关
的,所以uk(t)也是一致收敛的.记g(t)和u∗(t)分别是
序列gk(t)和uk(t)的极限,所以序列xk(t)的极限x(t)
是控制问题(1)的最优状态轨线,由此得到问题(1)最
优控制律为:

u∗(t) = −R−1BTPx(t)−R−1BTg(t). (11)

定定定理理理 2 在由式(11)由式(1)表示的受控混沌系
统是渐进稳定的.

5 仿仿仿真真真实实实验验验(Simulation experiment)
2002年吕金虎等[14]提出由下面方程所描述的一

类混沌系统



ẋ1(t) = (25α + 10)(x2(t)− x1(t)),
ẋ2(t) = (28− 35α)x1(t)− x1(t)x3(t)+

(29α− 1)x2(t),

ẋ3(t) = x1(t)x2(t)− (
α + 8

3
)x3(t),

(12)

其中x1(t), x2(t), x3(t)是系统状态变量.

采用本文获得的控制律进行控制,为了比较,在
t = 50 s时施加控制, 由仿真结果(见图1∼3)看到在
未加控制前系统是混沌的, 然而在施加控制后混沌
系统很快走向平衡点.

同时从性能指标来看, 本文提出的控制混沌方
法(TLOCA)比文献[10]中的方法(LF)可获得更好的
性能指标(见图4∼6).

5.1 状状状态态态的的的时时时间间间响响响应应应(The time response of the
state)

1)取α = 0,系统(8)是Lorenz混沌系统[15].

图 1 Lorenz系统状态变量x1, x2, x3随时间的变化

Fig. 1 The time response of the state x1, x2, x3for the

controlled Lorenz system

2)取α = 0.8,系统(8)是Lü混沌系统[16].

图 2 Lü系统状态变量x1, x2, x3随时间的变化

Fig. 2 The time response of the state x1, x2, x3 for the

controlled Lü system

3)取α = 1,系统(8)是Chen混沌系统[17].

图 3 Chen系统状态变量x1, x2, x3随时间的变化

Fig. 3 The time response of the state x1, x2, x3 for the

controlled Chen system

5.2 性性性能能能指指指标标标(Performance index)

1) Lorenz混沌系统.

图 4 Lorenz系统性能指标变化图

Fig. 4 Variations of performance index J for Lorenz system
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2) Lü混沌系统.

图 5 Lü系统性能指标变化图

Fig. 5 Variations of performance index J for Lü system

3) Chen混沌系统.

图 6 Chen系统性能指标变化图

Fig. 6 Variations of performance index J for Chen system

6 结结结论论论(Conclusions)
本文研究了混沌系统的最优控制问题,提出了两

级算法,证明了算法的收敛性和被控系统的稳定性.
仿真结果表明, 该方法是可行的.两级算法的实质
就是下级每次求解的是一个线性二次调节器(linear
quadratic regulator, LQR)问题,上级用下级的解对非
线性部分进行估计,这等同于用一系列的LQR问题
逼近原来的非线性最优控制问题.值得指出的是在
设计阶段,通过性能指标权矩阵的合理选择,可以使
控制能量在合理的范围,甚至达到最小.
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