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摘要:针对有扰动的约束非线性系统,提出了一种基于仿射控制输入的反馈预测控制策略.采用无穷范数定义有
限时域代价函数,对其进行极大极小优化得到预测控制律,并应用输入状态稳定分析了闭环系统的鲁棒稳定性,同
时还给出了确定容许扰动上界的方法. 最后,数值仿真说明本文的预测控制策略是有效的.
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Abstract: The paper is concerned with a feedback model-predictive-control(MPC) scheme based on an affine control
input for constrained nonlinear systems with disturbances. The control actions of MPC can be obtained by solving a
min-max optimal problem of a finite horizon cost-function defined by an infinite norm. The robust stabilization of the
closed-loop system is analyzed by the notion of input-to-state stability(ISS), and the determination of the upper bound of
admissible disturbance is addressed. Finally, a numerical simulation shows the effectiveness of the MPC scheme.
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1 引引引言言言(Introduction)
模型预测控制(model predictive control, MPC)是

一种能够处理状态约束和输入约束的优化控制策

略, 它一般采用滚动时域优化, 即在每个采样时刻
在线求解有限时域的开环优化控制问题,从而得到
最优控制序列, 将最优控制序列的第一个控制量作
用于被控对象[1∼3]. 近些年来, 随着模型预测控制
在许多领域的成功应用, 研究重点也转向了它的鲁
棒特性方面[3, 4]. 针对存在扰动的非线性系统,学者
们提出了各种鲁棒预测控制[4∼8]. 文献 [5, 6]提出了
名义MPC策略,即忽略扰动项以名义模型作为预测
模型, 所得的闭环系统具有固有的鲁棒性, 但是这
类MPC策略的前提是假设扰动项的存在不会降低
问题的可行性, 所以往往使得扰动项的上界极其保
守或者根本不存在. 于是学者们又将极小极大优
化思想引入到了MPC策略中,分析在最坏情况下扰
动项带来的影响,分为极小极大开环MPC和极小极
大反馈MPC两种策略[1∼4, 7]. 由于扰动项的存在, 开

环MPC的解不能完全令人满意,存在着一定的保守
性;闭环MPC虽然很好地解决了可行性问题,但是计
算量较大,具有一定的复杂性. 考虑到上述原因,本
文设计了一种基于仿射控制输入的反馈MPC策略,
是在复杂性和可行性间的一种折衷方法. 仿射控制
输入的参数离线计算,降低了在线计算的复杂性;状
态反馈策略可以抑制扰动,提高了优化问题的可行
性. 同时还给出了该MPC策略对持续扰动是输入状
态稳定的充分条件和容许扰动的上界的求解方法,
最后通过仿真实验验证了该MPC策略是可行的和有
效的.

2 预预预备备备知知知识识识(Preliminary knowledge)
考虑离散非线性系统

x(k + 1) = F (x(k), w(k)), k > t. (1)

其中: F (0, 0) = 0, x(k) ∈ Rn为系统的状态, w(k)
∈ W ⊂ Rn为扰动输入(可能为附加的), W为包含

原点为内点的紧集. 系统(1)以x(t) = x̄为初始状态,
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以w为输入,在k时刻的解表示为x(k, x̄, w).

定定定义义义 1 已知集合Ξ ⊆ Rn, 如果F (x,w) ∈
Ξ, ∀x ∈ Ξ, ∀w ∈ W , 则称Ξ为系统(1)的鲁棒正
定不变集(robust positively invariant set, RPI) [8].

定定定义义义 2 给定包含原点为内点的紧集Ξ ⊂ Rn.
如果Ξ为系统(1)的RPI, 且存在一个KL类函数β和

一个K类函数γ,满足∀k > t,∀x̄ ∈ Ξ:

‖x(k, x̄, w)‖ 6 β(‖x̄‖, k) + γ(‖w‖), (2)

则称系统(1)在Ξ内是输入状态稳定的 [8, 9].

定定定义义义 3 已知连续函数V : Rn → R>0,如果存
在K∞类函数α1, α2, α3和K类函数ρ满足

α1(‖x‖) 6 V (x) 6 α2(‖x‖), ∀x̄ ∈ Ξ, (3)

V (F (x,w))− V (x) 6
−α3(‖x‖) + ρ(‖w‖), ∀x̄ ∈ Ξ, ∀w ∈ W, (4)

则称V为ISS-Lyapunov函数[8, 9].

引引引理理理 1 设包含原点为内点的紧集Ξ为系统

(1)的正定不变集, 如果系统(1)在 Ξ 内存在ISS-
Lyapunov函数, 则系统(1)在Ξ内是输入状态稳定

的[8, 9].

注注注 1 输入状态稳定表明系统(1)在不受扰动或仅受

衰减扰动作用时,闭环系统在原点是渐近稳定的;而当系统

扰动为持续有界扰动时,闭环系统是有界稳定的[4, 10].

注注注 2 文中‖ · ‖均表示无穷范数,后同.

3 控控控制制制策策策略略略(Control scheme)
考虑一个带扰动的离散非线性系统

x(k + 1) = f(x(k)) + g(x(k))u(k) + w(k). (5)

其中: x(k) ∈ Rn为系统的状态, u(k) ∈ Rm为控制

输入, w(k) ∈ Rn为扰动, x(t) = x̄为初始状态, k =
0, 1, · · · ; x(k) ∈ X , u(k) ∈ U分别为系统的状态

约束和输入约束, X , U均为紧的凸集, 且{0} ⊂ X ,
{0} ⊂ U .

注注注 3 w一般可以用来描述建模误差、模型老化、不

确定项或扰动,本文中w(k)指持续有界扰动.

假假假设设设 1 u = 0, f(0) = 0为系统(5)的平衡点,
系统(5)的状态是完全能观的.

假假假设设设 2 w(k)在有界集Wr内变化,并称这样的
扰动为容许扰动.

Wr ={w(k) ∈ Rn|‖w(k)‖ 6 r, r > 0, k > t}. (6)

考虑系统(5), 定义预测步长为N的仿射控制序

列[10]

u(k) = Kx(k) + e(k), k ∈ [t, t + N − 1]. (7)

其中: 仿射系数阵K为常系数阵, 离线计算; 偏差
e(k)为优化变量,与u(k)是一一对应的关系.为了表
示方便,令ut,t+N−1 = [ut ut+1 · · · ut+N−1]. 针对系
统(5)定义有限时域的代价函数

V (x,N) = min
e

max
w

J(x̄, u, w,N), (8)

s.t. x(k + 1) = f(x(k)) + g(x(k))u(k) + w(k),

x(k) ∈ X, u(k) ∈ U, w(k) ∈ Wr, x(t) = x̄,

x(k + N) ∈ XT, k ∈ [t, t + N − 1].

这里:

J(x̄, u, w,N) =
k=t+N−1∑

k=t

(L(x(k), u(k))−
Lw(w(k))) + Vf (x(k + N)) =
k=t+N−1∑

k=t

(‖Qx(k)‖+‖Ru(k)‖ −
‖Qww(k)‖) + ‖Px(k + N)‖. (9)

其中: P ∈ RmP×n, Q ∈ Rmq×n, R ∈ Rmr×m,
Qw ∈ Rmw×n均为列满秩矩阵, 设Q, R和Qw均为

已知, XT为终端域.如果优化问题(8)的最优解存在,
即e∗t,t+N−1 : = [e∗t e∗t+1 · · · e∗t+N−1]存在, 相应的
最优控制序列为u∗t,t+N−1 := [u∗t u∗t+1 · · · u∗t+N−1],
则反馈控制律为uMPC(x̄) = u∗t , 作用于系统(5), 令
k = k + 1, 进行下一次迭代, 从而实现滚动优化.
控制的目标就是让系统的状态在N步(或少于N

步)内收敛到终端域内.

3.1 参参参数数数K和和和P的的的计计计算算算(Calculation of the parame-
ters K and P )
参数K和P是用于构建仿射输入控制律和代价

函数的常系数阵, 采用离线计算方法. 首先将系统
(5)在原点处进行线性化,

x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k) + w(k), k > t. (10)

其中: A =
∂f(0)
∂x

, B = g(0).

假假假设设设 3 系统 (10) 存在列满秩矩阵 P ∈
Rmp×n和反馈系数阵K ∈ Rm×n(这时状态反馈控
制律为u = Kx),使得下式成立:

Vf (x(k + 1))− Vf (x(k)) 6
−L(x(k), u(k)) + Lw(w(k)). (11)

其中: ∀x(k) ∈ XT, ∀w(k) ∈ Wr, k > t

如果假设3成立,根据式(11)可得

‖P (A + BK)x + Pw‖ − ‖Px‖+ ‖Qx‖+

‖RKx‖ − ‖Qww‖ 6 0. (12)
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引引引理理理 2 如果存在列满秩矩阵P ∈ Rmp×n满

足不等式(13), 则不等式(14)的解(P, K, α)也满足
式(12):
‖Pw‖ − ‖Qww‖ 6 α‖Px‖, ∀x ∈ XT, α > 0,

(13)

‖P (A+BK)P−L‖+‖QP−L‖+‖RKP−L‖ 6
1− α. (14)

其中P−L = (PTP )−1PT为P的左Moore-Penrose逆.

证证证 如果式(13)成立, 并将式(14)的两端同时乘
上‖Px‖,根据范数的性质和三角不等式整理可得

0 >
(‖P (A+BK)P−L‖+‖QP−L‖+

‖RKP−L‖ − 1 + α) · ‖Px‖ >
‖P (A+BK)P−L‖ · ‖Px‖+‖QP−L‖ · ‖Px‖+
‖RKP−L‖ · ‖Px‖ − ‖Px‖+ α‖Px‖ >
‖P (A + BK)P−LPx‖+ ‖QP−LPx‖+

‖RKP−LPx‖ − ‖Px‖+ ‖Pw‖ − ‖Qww‖ >
‖P (A + BK)x + Pw‖ − ‖Px‖+ ‖Qx‖+

‖RKx‖ − ‖Qww‖.
证毕.
为了方便求解优化问题(8), 可取Qw = P , 这时

根据引理2,有下述推论成立.

推推推论论论 1 如果列满秩矩阵P ∈ Rmp×n和系数

阵K ∈ Rm×n满足不等式(15),则(P, K)也满足不等
式(14)[11].

‖P (A+BK)P−L‖+‖QP−L‖+‖RKP−L‖61.

(15)

证证证 因为α > 0,由式(14)可推出式(15).
证毕.

注注注 4 对于式(15), 求解参数P和K可使用MATLAB

中的fmincon或fminunc函数.

3.2 终终终端端端域域域及及及扰扰扰动动动上上上界界界的的的确确确定定定(Determination of
the terminal region and the upper bound of ad-
missible disturbance)
引引引理理理 3 如果假设1∼3成立, 优化问题(8)在t时

刻是可行的,且扰动的上界满足条件(16),则优化问
题(8)在t + 1时刻也是可行的, 并且存在常数c > 0,
使得终端域XT := {x ∈ X|‖Px‖ 6 c}是系统(5)的
一个鲁棒不变集.

r 6 1− ‖P (A + BK)P−L‖
‖P‖ · c. (16)

证证证 优化问题(8)在t时刻是可行的意味着t时刻

系统(5)在优化序列u∗t,t+N−1的顺序作用下, 使得
状态x(t + N ;x(t), u∗t,t+N−1, w) ∈ XT. 要想证明
优化问题(8)在t + 1时刻也是可行的, 则需要证明
系统(5)以x(t + 1; x(t), uMPC(x(t)), w)为初始条件,
u∗t+1,t+N := [u∗t+1 · · · u∗t+N−1 Kx(t + N)]为它的
一个可行输入序列,即证明在t + N + 1时刻系统的
状态x(t + N + 1; x(t + 1), u∗t+1,t+N , w) ∈ XT. 当线
性控制律Kx作用于系统(5)时, 由范数的性质和三
角不等式可知

‖Px(k + 1)‖ =

‖P (A + BK)x(k) + Pw(k)‖ 6
‖P (A + BK)x(k)‖+ ‖Pw(k)‖ 6
‖P (A + BK)P−L‖ · ‖Px(k)‖+

‖P‖ · ‖w(k)‖ 6
‖P (A + BK)P−L‖ · c + ‖P‖ · r 6
‖P (A + BK)P−L‖ · c +

‖P‖ · (1− ‖P (A + BK)P−L‖)
‖P‖ c 6 c,

∀x ∈ XT.

证毕.

注注注 5 求解式(15)得到的参数P和K需要满足条件:

1 − ‖P (A + BK)P−L‖ > 0,才能使得引理3中扰动的上界

有意义.

由终端域的定义式(见引理3)可知, c的大小决定

了终端域的大小,为了求解c,可采用式(17)的简单估
计方法.

定定定义义义 4 XU := {x ∈ X|Kx ∈ U},令[11]

c6sup{µ>0|{x∈X|‖Px‖6µ} ⊆ XU}. (17)

因为X和U均为包含原点为内点的非空紧凸集,
给定参数P之后,总能找到一个c > 0满足上式.

4 鲁鲁鲁棒棒棒稳稳稳定定定性性性(Robust stability)
定定定理理理 1 用XMPC(N)表示优化问题(8)存在解

时系统状态的集合. 如果假设1∼3成立且优化问
题(8)在t时刻是可行的,当扰动上界满足式(16)时,系
统(5)在仿射输入(7)的作用下在XMPC(N)内是ISS
稳定的.

证证证 已知XMPC(N) ⊆ X , 并且{0} ⊂ XT ⊆
XMPC(N)为系统(5)的RPI.

V (x,N) := J(x̄, u∗t,t+N−1, w
∗
t,t+N−1, N) >

min
u

J(x̄, ut,t+N−1, 0, N) >

L(x, uMPC(x̄)) > ‖Qx‖ >

αq‖x‖, ∀x ∈ XMPC(N). (18)
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其中αq = λq/
√

mq, λq为Q的最小奇异值.

为了证明V (x,N)存在上界,预测时域取为N +
1,令

ūt,t+N =

{
u∗t,t+N−1, t 6 k 6 t + N − 1,

Kx(t + N), k = t + N.

由假设3可知

J(x̄, ūt,t+N−1, wt,t+N−1, N + 1) =

Vf (x(t + N + 1))− Vf (x(t + N)) +

L(x(t + N),Kx(t + N))− Lw(w(t + N)) +
t+N−1∑

k=t

{L(x(k), u(k))− Lw(w(k))}+

Vf (x(t + N)) 6
t+N−1∑

k=t

{L(x(k), u(k))− Lw(w(k))}+

Vf (x(t + N)),

即

V (x,N + 1) 6
max
w∈Wr

J(x̄, ūt,t+N−1, wt,t+N−1, N + 1) 6

max
w∈Wr

t+N−1∑
k=t

{L(x(k), u(k))− Lw(w(k))}+

Vf (x(t + N)) = V (x,N),

∀x ∈ XMPC(N), ∀w ∈ Wr,

所以

V (x,N) 6 · · · 6 V (x, 0) = Vf (x) =

‖Px‖ 6 ‖P‖ · ‖x‖,∀x ∈ XT. (19)

另外,

V (x,N) =

V (f(x) + g(x)uMPC(x̄) + w, N − 1) +

L(x, uMPC(x̄))− Lw(w) >
V (f(x) + g(x)uMPC(x̄) + w, N) +

L(x, uMPC(x̄))− Lw(w),

∀x ∈ XMPC(N), ∀w ∈ Wr.

即

V (f(x)+g(x)uMPC(x̄)+w, N)−V (x,N)6
−L(x, uMPC(x̄)) + Lw(w) =

−‖Qx‖ − ‖RuMPC(x̄)‖+ ‖Qww‖ 6
−‖Qx‖+‖Qww‖6−αq‖x‖+‖Qw‖ · ‖w‖. (20)

综合式(18)∼(20), 由引理 1 可知, V (x,N) 是
XMPC(N)内的ISS-Lyapunov函数,定理得证.

证毕.

5 仿仿仿真真真(Simulation)
考虑如下仿射非线性模型:





x1(k + 1) =

0.55x1(k) + 0.12x2(k)+

(0.01− 0.6x1(k)+

x2(k))u(k) + w(k),

x2(k + 1) =

0.67x2(k) + (0.15 + x1(k)−
0.8x2(k))u(k) + w(k).

(21)

其中: 状态约束和输入约束分别为X = {x ∈ R2 :
|xi|6 0.5, i = 1, 2}和U = {u∈R : |u|6 0.2}, w(k)
为持续正弦扰动输入.

将系统(21)在其平衡点(0,0)处进行线性化, 预测
时域设为N = 5,加权系数阵分别为Q = 0.1 · I2和

R = 0.1,并且取Qw = P ,根据式(15)解得

P =




1.8174 3.4272
−1.9893 1.1249

0.0020 −0.0123


 ,

K = [0.0137 −1.1696].

根据式(16)(17)解得终端域为XT ={x∈X|‖Px‖
6 0.39},扰动上界r=0.033,即

w(k) = 0.033 sin k, k > t.

当初值为x̄ = (0.4,−0.3)时,系统的状态轨迹和
控制输入曲线如图1. 可以看出,闭环系统对有界持
续扰动输入是有界稳定的, 系统的状态和控制输入
均满足各自的约束. 当初值x̄ = (0.6, 0.4) /∈ X时,
系统的状态轨迹和控制输入曲线如图2. 可以看出,
虽然初值不满足状态约束, 但是闭环系统仍然是鲁
棒稳定的,说明本文设计的MPC策略是可行的.

(a) 状态轨迹和控制输入曲线
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(b) 终端约束域

图 1 系统初值为(0.4, – 0.3)时的响应曲线
Fig. 1 Response curves of system for

an initial value (0.4,– 0.3)

(a) 状态轨迹和控制输入曲线

(b) 终端约束域

图 2 系统初值为(0.6, 0.4)时的响应曲线
Fig. 2 Response curves of system for

an initial value (0.6, 0.4)

6 结结结论论论(Conclusion)
本文针对离散扰动非线性系统,设计了基于仿射

控制输入的反馈式预测控制策略.采用了基于无穷
范数的有限时域代价函数, 通过对代价函数进行极

大极小优化得到优化控制律,并在理论上证明了闭
环预测控制系统对持续扰动是输入输出稳定的, 最
后数值仿真验证了算法的有效性和可行性. 另外,在
求解扰动上界和终端域的过程中, 由于(P, K)的不
唯一性及三角不等式的应用, r和c的值具有一定的

保守性.
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