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摘要:为了提高组合导航系统的定位精度,本文分析了影像北斗一号双星/惯导组合导航定位算法预测误差的重
要因素可控性. 首先,用一个例子说明了可控性分析的作用及其重要性,并由组合导航滤波定位模型及其可控性的
定义出发,通过数学推导论证了卡尔曼滤波器满足可控性的条件.接着,提出、推导了定量分析各滤波器状态量可
控度即可控性好坏的方法. 最后,运用所提方法仿真了北斗双星/惯导组合导航滤波定位模型的可控性、各状态量的
可控度,并分析了各状态量预测精度及其与哪些因素有关,所得结论可用于指导设计双星/惯导组合导航滤波定位
模型,以便提高组合导航系统定位输出的精度.
关键词: 组合导航系统;卡尔曼滤波;可控性;可控度
中图分类号: TN967.2 文献标识码: A

Controllability of“““BD-1”””/ INS integrated navigation algorithm
GAO Faqin, HUANG jing

(School of Information and Electronic, Zhejiang Science-Tech University, Hangzhou Zhejiang 310018, China)

Abstract: To improve the position precision of the integrated navigation system, this paper investigates the major factors
that affect the errors in the position prediction algorithm for“BD-1 Twin-star”and INS integrated navigation system. We
demonstrate the significance of the controllability through an example, and derive the controllable conditions for Kalman
filter based on the integrated navigation system model and the definition of controllability. Next, we introduce the concept
of controllability degree for the state of the filter for evaluating the controllability. Finally, simulation is carried out for
the controllability and the controllability degree of each state of the“BD-1 Twin-star” and INS integrated navigation
model. The prediction precision of each state is analyzed, and the relevant factors are determined. These conclusions can
be applied to the design of the position filter model for the“Double-Star”and INS integrated navigation system in raising
the position precision.
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1 引引引言言言(Introduction)
我国的北斗一号卫星定位通信系统的空间部分

由两颗地球同步轨道卫星组成(含一颗备份星), 具
有有源定位、数字通信和精密授时等功能. 为了充
分利用我国的卫星定位导航资源解决境内机动载体

的动态定位和远程航路导航问题,国内研究了无源
北斗双星组合导航系统.本文研究无源双星/惯导组
合导航滤波定位模型的可控性.

文献[1∼10]都论述到卡尔曼滤波器(或由状态方
程和观测方程描述的线性系统)的可控性. 其中, 文
献[2]给出判断线性定常多输入系统(含状态方程和
观测方程)可控性的一种简单、实用的快速算法, 并
由理论的角度讨论了系统满足完全可控性的条件;
文献[3]证明了线性时不变系统一般不能通过先可

控分解, 再分别对可控和不可控子系统进行可观分
解而得到Kalman标准型;文献[5]讨论了组合导航滤
波定位模型满足完全可控性的条件及其对算法稳定

性的影响; 文献[7]基于拉普拉斯变换的方法, 从理
论推导的角度讨论了线性系统的可控性、可观性和

稳定性以及它们之间的关系;文献[9]讨论了系统的
完全可控性及其可控指数; 文献[10]采用一种类似
三角形结构讨论了系统的完全可控性及其满足的条

件.但是,它们都没有讨论卡尔曼滤波器状态向量中
各状态量可控性的好坏,更没有给出一种分析状态
量可控性好坏的方法.

分析滤波定位模型的可控性非常必要,他是判定
滤波器设计是否合理、提高组合导航系统定位精度

的思路之一[5].
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2 可可可控控控性性性分分分析析析的的的必必必要要要性性性(Necessity of control-
lability analysis)
研究组合导航定位解算模型的可控性,目的是研

究组合导航滤波器状态是否可由驱动输入影响和控

制及其滤波外推误差[1].

当组合导航定位解算模型对载体运动的建模与

实际情况存在较大偏差时, 会因建模不准确而导致
滤波预测产生较大误差, 近而影响到整个组合导航
系统的定位精度(即滤波估计精度). 通过可控性分
析,可分析各种因素对滤波器各状态量预测精度的
影响,为设计和改进滤波器模型提供依据.

为了说明可控性对组合导航定位精度的影响,
举例说明如下:

设某卡尔曼滤波模型为{
Xk = Xk−1 + Wk−1,

Zk = Xk + Vk,

其中: 状态向量Xk和观测向量Zk都是一维的, 即它
们都是标量,驱动输入Wk−1和观测噪声Vk都是零均

值的白噪声,方差分别为Q和R. 很明显,如果上述滤
波器模型可控,那么驱动噪声Wk−1方差Q大于零[1].

由卡尔曼滤波递推方程可得:

Pk,k−1 = Pk−1 + Q, Kk =
Pk,k−1

Pk,k−1 + R
,

Pk = (I −KkHk)Pk,k−1.

由上面的方程可知: 方差Q大于零,则一步预测误差
方差Pk,k−1始终有值,从而滤波增益Kk也始终不为

零,那么,可以利用观测量对滤波器预测结果进行校
正. 可见,驱动噪声方差Q大于零为利用观测信息进

行观测更新提供了条件,也即卡尔曼滤波模型的可
控性为利用观测信息校正预测误差提供了条件.因
此, 当滤波器模型不可控或可控性较差时, 会因不
能(充分)利用观测信息校正预测误差而导致滤波估
计误差逐渐增大.

因此,在设计组合导航系统滤波定位模型时,应
该分析滤波器的可控性及各状态量的可控性好坏.
如果存在不可控的状态, 那么应该改进滤波器的设
计,如状态方程增广法[8].

3 组组组合合合导导导航航航系系系统统统滤滤滤波波波定定定位位位模模模型型型(Filtering
model of integrated navigation system)
如文献[1]所示, 组合导航系统的离散化卡尔曼

滤波定位模型如下[1,3]:

状态方程

Xk = Φk,k−1Xk−1 + Γk,k−1Wk−1. (1)

观测方程

Zk = HkXk + Vk. (2)

其中: X为n维状态向量, Φk,k−1为由第(k − 1)步向
第k步转移的状态转移矩阵, Γk,k−1为驱动噪声转

移阵, W为q维驱动噪声向量, Z为m维观测向量,
V为m维观测噪声向量, H为观测矩阵. 下标k表示

第k步滤波.初始状态为X0.

由于可控性分析仅涉及到状态方程,因此,仅讨
论组合导航系统的状态方程.

本文考虑的状态有: 当地地理系下的位置误
差(∆λ, ∆ϕ, ∆h)、三维速度误差(∆ve,∆vn,∆vu)和
三维姿态误差(φe, φn, φu). 北斗系统的误差状态有
接收机的钟差和频漂(∆t, δ), 气压高度表高度误
差∆hb,所以组合导航滤波模型的状态向量为

X[0 · · · 11] = [∆λ ∆φ ∆h ∆ve ∆vn ∆vu ϕe

ϕn ϕu ∆hb ∆t δ].

W = [0 0 0 wve wvn wvu wφe wφn wφu 0 wδ]为系
统驱动噪声向量. 本文采用惯导误差传播模型[1]和

接收机时钟滤波模型作为系统状态方程. 关于惯导
误差传播模型, 可参考作者之前发表的文章等文
献[1,3]. 下面, 给出接收机时钟滤波模型: ∆ṫ = δ,

δ̇ =−α ·δ+wδ(t),其中: α为相关时间常数, wδ(t)为
频差驱动噪声.

4 滤滤滤波波波定定定位位位模模模型型型可可可控控控性性性的的的论论论证证证与与与分分分析析析(Rea-
soning and analysis to controllability of fil-
tering model)

4.1 可可可控控控性性性的的的论论论证证证(Reasoning to controllability)
由式(1)所示状态方程可得

Xk = Φk,k−1Xk−1 + Γk,k−1Wk−1 =
Φk,k−2Xk−2 + Γk,k−1Wk−1+
Φk,k−1Γk−1,k−2Wk−2 · · · =
Φk,k−NXk−N +

k∑
i=k−N+1

Φk,iΓi,i−1Wi−1.

(3)

移项后经整理并写成分块矩阵的形式如下:

[Φk,k−N+1Γk−N+1,k−N

Φk,k−N+2Γk−N+2,k−N+1 · · · Γk,k−1︸ ︷︷ ︸
Qc

]n×(q×N) ·




Wk−N

Wk−N+1

...
Wk−1




︸ ︷︷ ︸
W

(q×N)×1

= Xk − Φk,k−NXk−N︸ ︷︷ ︸
∆Xk,k−N

, (4)

式中: n是系统状态向量的维数, q为系统驱动噪声

向量的维数, 而N是某个特定的整数, 一般满足:
N 6 (n/q),其物理意义是: 必须经过大于N 6 (n/q)
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步的转移才能使驱动输入Wi序列影响到所有的状

态量.

经推导可得滤波器在时刻(k −N )完全可控的充
要条件为[1]

rank(QcQ
T
c ) = n. (5)

4.2 可可可控控控度度度分分分析析析方方方法法法的的的推推推导导导(Derivation of con-
trollability analysis)
式(4)中Wi(i = k − 1, · · · , k − N)为驱动输入,

对载体运动进行控制.由于一般情况下会存在控制
误差,因此,在驱动输入的控制下,由状态Xk−N出发

运动到状态Xk时会产生偏差. 驱动输入误差对滤波
器状态运动(预测)误差的影响,就是状态运动可控性
好坏所研究的内容.

当驱动输入误差大小一定的情况下,状态量N步

受控运动误差(N步预测误差)越小,其可控性越好.

当驱动输入含有误差∆Wi(i = k−1, · · · , k−N)
时, 且设矩阵Qc的第j列用列向量q,j表示, 列向量
∆W的第j个元素表示为∆wj ,由式(4)推导可得

(
q,1 q,2 · · · q,qN

)



∆w1

∆w2

...
∆wqN




= ∆X̃k,k−N , (6)

滤波器共有q个驱动输入, ∆W是N个连续时刻下

驱动误差向量∆Wj(j = 0, 1, · · · , N − 1)顺序排

列构成的向量, 而且向量∆W第(i + q · j)(i =
1, · · · , q, j = 0, · · · , N − 1)个分量对应第i个驱动

输入在第(k − (N − 1 − j))时刻下的误差. 将驱动
输入分组, 设驱动输入中不同单位量纲的数目为ζ ,
相同单位量纲类型的驱动输入在驱动输入向量中连

续排列,且第i种单位量纲型的驱动输入在滤波器驱

动输入向量中的最小位置坐标和最大位置坐标分别

为γi, ηi. 当只考虑第i种单位量纲型的驱动输入误差

时,由式(6)可得
(
q,γi

· · · q,γi+q(N−1) · · · q,ηi
· · · q,ηi+q(N−1)

) ·



∆wγi

...
∆wγi+q(N−1)

...
∆wηi

...
∆wηi+q(N−1)




= ∆X̃ i
k,k−N , i = 1, · · · , ζ, (7)

其中: ∆X̃ i
k,k−N为在第i种单位量纲型驱动输入误差

的影响下状态受控运动误差.

驱动输入误差具有随机性,且均值为零,不同时
刻下同一驱动输入互相独立、方差相同.设第s个驱

动输入方差为σ2
w,s,在第i种单位量纲型驱动输入误

差的影响下状态量j的受控运动方差为σ2
x,j,i、状态

量j与k的受控运动协方差为σx,jk,i. 由式(7)可得

cov{∆X̃i
k,k−N} =




σ2
x,1,i σx,12,i · · · σx,1n,i

σx,21,i σ2
x,2,i · · · σx,2n,i

...
...

...
...

σx,n1,i σx,n2,i · · · σ2
x,n,i




=
ηi∑

s=γi

σ2
w,s

N−1∑
j=0

q,s+q·j · qT
,s+q·j =




ηi∑
s=γi

σ2
w,s

N−1∑
j=0

q2
1,s+q·j

ηi∑
s=γi

σ2
w,s

N−1∑
j=0

q1,s+q·jq2,s+q·j
ηi∑

s=γi

σ2
w,s

N−1∑
j=0

q2,s+q·jq1,s+q·j
ηi∑

s=γi

σ2
w,s

N−1∑
j=0

q2
2,s+q·j

...
...

ηi∑
s=γi

σ2
w,s

N−1∑
j=0

qn,s+q·jq1,s+q·j
ηi∑

s=γi

σ2
w,s

N−1∑
j=0

qn,s+q·jq2,s+q·j

· · ·
ηi∑

s=γi

σ2
w,s

N−1∑
j=0

q1,s+q·jqn,s+q·j

· · ·
ηi∑

s=γi

σ2
w,s

N−1∑
j=0

q2,s+q·jqn,s+q·j

...
...

· · ·
ηi∑

s=γi

σ2
w,s

N−1∑
j=0

q2
n,s+q·j




, (8)

其中: cov{·}表示求协方差运算, qi,j为矩阵Qc

第i行第j列交叉处的元素值. 由矩阵相等则两个
矩阵对应位置处的元素均相等,可得

σ2
x,k,i =

ηi∑
s=γi

N−1∑
j=0

q2
k,s+q·jσ

2
w,s =

(
ηi∑

s=γi

N−1∑
j=0

q2
k,s+q·jξs)σ2

wi,, k = 1, 2, · · · , n, (9)

其中: σ2
wi为第i种单位量纲型驱动输入的公共方

差项,第s个驱动输入方差可表示为σ2
w,s = ξsσ

2
wi.

定义当只考虑第i种单位量纲型驱动输入的影

响时第k个状态量的可控度为

cc′k,i = (

√
(

ηi∑
s=γi

N−1∑
j=0

q2
k,s+q·jξs))−1, (10)

可控度cc′k,i越大, 表明在第i种单位量纲型驱动输

入的控制下, 第k个状态量的运动误差会越小, 其
可控性越好.
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5 状状状态态态量量量可可可控控控性性性的的的分分分析析析(Controllability anal-
ysis of states)

5.1 状状状态态态量量量可可可控控控度度度分分分析析析的的的方方方法法法与与与步步步骤骤骤(Method
and steps of state controllability analysis)

由上面状态量可控度的推导可知,可控度分析
步骤为:首先,计算矩阵Qc. 先计算当前时刻下的
状态转移阵Φk,k−1和驱动噪声转移阵Γk,k−1,再计
算当前时刻的矩阵Qc:

Qc = [Φk,k−N+1Γk−N+1,k−N Φk,k−N+2 ·
Γk−N+2,k−N+1 · · · Γk,k−1 ].

然后, 由式(10)计算各个状态量的可控度. 1)计算
各轴向驱动外力方差相对东向驱动外力方差的倍

数ξi(i = 1, 2, 3), 由式(10)计算只考虑驱动外力误
差时各状态量的可控度. 2)计算各轴向驱动力矩

方差相对东向驱动力矩方差的倍数ξi(i = 4, 5, 6),
由式(10)计算只考虑驱动力矩误差时各状态量的
可控度.

为了使分析结论具有直观性, 将地理系下经
度、纬度误差状态的可控度ccλ, ccϕ转换为东向定

位误差和北向定位误差的可控度ccd, ccb, 有如下
转换关系:

cce =
ccλ

(RN + h) cos ϕ
, ccn =

ccϕ

(RM + h)
. (11)

5.2 状状状态态态量量量可可可控控控度度度分分分析析析的的的方方方法法法与与与步步步骤骤骤(Method
and steps of state controllability analysis)
仿真基本设置:滤波间隔时间为0.25 s,惯导系

统参数设置参见表1所述,北斗接收机伪距测量误
差为10 m(1σ), 接收机时钟稳定度为1×1010(1σ),
高度观测误差为100 m(1σ).

表 1 一阶马尔可夫过程的参数取值
Table 1 Parameter of first-order Markov process

惯性元器件误差量 初始取值(1σ) 参数σ的取值 相关系数β

东向陀螺漂移 0.02◦/3600 0.02◦/3600 1/(10800 s)
北向陀螺漂移 0.04◦/3600 0.04◦/3600 1/(10800 s)
天向陀螺漂移 0.03◦/3600 0.03◦/3600 1/(10800 s)
东向加速度计误差 (5.0×10−5) g (5.0×10−5) g 1/(3600 s)
北向加速度计误差 (5.0×10−5) g (5.0×10−5) g 1/(3600 s)
天向加速度计误差 (5.0×10−5) g (5.0×10−5) g 1/(3600 s)
频差等效距离率误差 0.03 m/s 0.03 m/s 1/(3600 s)

仿真程序模拟的飞行路线如下:

飞机的起始位置为东经116◦, 北纬30◦(或北纬
30◦),在高度10000 m的高空中平飞;航向角为α =
−45◦, 全速为V = 300 m/s. 整个飞行过程中以平
飞为主,根据需要,在飞行期间引入10∼ 30 m/s2大

小不等的加/减速机动.

根据式(5)所示方法, 经仿真分析知, 北斗一号
双星/惯导组合导航滤波定位模型是完全可控的.

然后, 分析了各状态量的可控度以及位置、飞
行速度、预测步数N等对可控度的影响,结论是:

1) 3个轴向上位置误差、速度误差、平台偏
移角等状态量的可控度受运动步数N的影响

较大, 随状态转移步数N的增大而明显减小, 参
见图1∼8所示, 图的纵坐标为无量纲单位, 横坐
标N的单位为次数. 由图可见, 随着滤波预测步
数N的增大,滤波器状态量的预测误差越来越大.

图 1 各轴向定位的可控度

Fig. 1 Controllability of positioning in each axis

图 2 各轴向速度误差状态量的可控度

Fig. 2 Controllability of speed in each axis
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图 3 东向、北向平台偏移角的可控度

Fig. 3 Controllability of east and north attitudes

图 4 天向平台偏移角的可控度

Fig. 4 Controllability of vertical attitude

图 5 驱动力矩误差影响下各轴向定位的可控度

Fig. 5 Controllability vary of positioning in each axis with the effect of drive moment

另外, 由仿真还可得到下述结论: ① 由图1∼4
可知,各轴向定位、各轴向速度误差状态量的可控
度较低, 而各轴向平台偏移角状态量的可控度非
常大(约106 ∼ 108). 这说明: 惯导系统的加速度计
测量误差(对应驱动外力误差)明显影响滤波器的
三维位置误差、三维速度误差,而基本上不影响平
台偏移角. 可见,提高惯导系统加速度的测量精度
可以明显提高惯导系统的定位和测速精度, 但不
能明显提高姿态精度.②由图5∼8可知, 东向、北
向定位和东向、北向速度误差的可控度较低,各轴
向平台偏移角的可控度也较低, 而天向定位和天
向速度误差的可控度较大.这说明: 陀螺漂移等误
差(对应驱动力矩误差)明显影响东向、北向位置
误差和东、北向速度误差、以及三维平台偏移角,
而对天向定位和天向速度的影响很小. 可见,提高
惯导陀螺精度可以明显提高惯导系统的平面定位

精度,但不能提高其垂向定位精度.

2) 北斗双星/惯导组合导航滤波定位模型各状
态量的可控度几乎不受用户位置的影响. 经仿真
可知,除北向定位、天向平台偏移角状态量的可控
度外,北斗/惯导组合导航系统各状态量的可控度
几乎不受用户位置变化的影响.

图 6 东、北向速度误差的可控度

Fig. 6 Controllability of east and north speed error

图 7 天向速度误差的可控度

Fig. 7 Controllability of vertical speed error
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图 8 三轴向平台偏移角的可控度

Fig. 8 Controllability of attitude in each axis

3) 计算驱动外力误差相对大小的变化对滤波
器状态量可控度的影响,如下所述:

① 只考虑驱动外力误差的影响, 并以东向驱
动外力方差为公共方差计算可控度, 当调整不同
轴向上驱动外力误差的相对大小时, 各状态量的

可控度会发生相应的变化,其中: a)增大北向驱动
外力误差将会降低北向定位、北向速度误差和东

向平台偏移角等状态量的可控度, 而其他状态量
的可控度基本不变; b)增大天向驱动外力误差将
会降低天向定位、天向速度误差等状态量的可控

度,而其他状态量的可控度基本不变,具体仿真结
果参见表2所示.

② 只考虑驱动力矩误差的影响, 并以东向驱
动力矩方差为公共方差计算可控度, 当调整不同
轴向上驱动力矩误差的相对大小时, 滤波器各状
态量的可控度会发生相应的变化: a)增大北向驱
动力矩误差将会降低东向定位、东向速度误差和

北向平台偏移角等状态量的可控度, 而其他状态
量的可控度基本不变; b)增大天向驱动力矩误差
将会降低天向平台偏移角状态量的可控度, 而其
他状态量的可控度基本不变, 具体仿真结果参见
表3所示.

表 2 驱动外力误差相对大小变化对状态量可控度的影响
Table 2 Effect to state controllability of external-drive force error change

各轴向 东向定位/ 北向定位/ 天向定位/ 东向速度/ 北向速度/ 天向速度/ 东向偏移 北向偏移 天向偏移

驱动比 m m m (m · s−1) (m · s−1) (m · s−1) 角/ rad 角/ rad 角/ rad

1:01:01 5.42 5.39 5.41 2.31 2.31 2.31 3.4×107 3.4×107 6×107

1:01:05 5.42 5.39 2.42 2.31 2.31 1.03 3.4×107 3.4×107 6×107

1:01:03 5.42 5.39 3.12 2.31 2.31 1.33 3.4×107 3.4×107 6×107

1:05:01 5.42 2.41 5.41 2.31 1.03 2.31 1.5×107 3.4×107 6×107

1:03:01 5.42 3.11 5.41 2.31 1.33 2.31 1.9×107 3.4×107 6×107

表 3 驱动力矩误差相对大小变化对状态量可控度的影响
Table 3 Effect to state controllability of external-moment error change

各轴向 东向定位/ 北向定位/ 天向定位/ 东向速度/ 北向速度/ 天向速度/ 东向偏移 北向偏移 天向偏移

驱动比 m m m (m · s−1) (m · s−1) (m · s−1) 角 角/ rad 角/ rad

1:01:01 1.80 1.80 8757.5 0.552 0.552 2558.7 2.31 2.31 2.31
1:01:03 1.80 1.80 8757.5 0.552 0.552 2558.7 2.31 2.31 1.33
1:05:01 0.80 1.80 5646.1 0.247 0.552 1582.1 2.31 1.03 2.31
1:03:01 1.05 1.80 6711.0 0.320 0.552 1903.0 2.31 1.33 2.31

本文也曾仿真分析过转弯、盘旋、抖翼等机动

情况对滤波器各状态量的可控度、预测精度的影

响,结论是影响很小. 原因分析:从对滤波影响的
角度分析, 滤波器建模误差可以等效为滤波器驱
动输入误差,而转弯、盘旋、抖翼等机动会影响滤
波器建模误差, 导致各轴向驱动误差的相对大小
发生了变化. 由表2和表3可知, 转弯、盘旋、抖翼
等机动情况下,各状态量的可控度也会发生变化,
但变化不明显.

6 结结结论论论(Conclusion)
针对北斗一号双星/惯导组合导航系统,本文分

析了各种情况下组合系统滤波器各状态量的可控

度及其与哪些因素有关,可得以下研究结论:
1) 减少惯导系统加速度计测量误差(对应驱动

外力误差)可提高惯导系统的定位和测速精度,但
不能明显提高姿态精度;

2) 减少惯导陀螺漂移(对应驱动力矩误差)可
提高惯导系统的平面定位精度, 但不能提高其垂
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向定位精度;

3) 东向陀螺漂移(驱动力矩误差)相对明显影
响北向速度误差状态量的滤波预测精度, 北向
陀螺漂移(驱动力矩误差)相对明显影响东向定
位、东向速度误差、北向偏移角等状态量的预测

精度.

上述结论对分析和提高双星/惯导组合导航系
统的定位精度提供了理论上的指导.
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