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摘要:针对含有未知时变参数和时变时滞的非线性参数化系统,提出了一种新的自适应迭代学习控制方法. 该方
法将参数分离技术与信号置换思想相结合,可以处理含有时变参数和时滞相关不确定性的非线性系统.设计了一种
自适应控制策略,使跟踪误差的平方在一个有限区间上的积分渐近收敛于零. 通过构造Lyapunov-Krasovskii型复合
能量函数,给出了闭环系统收敛的一个充分条件.给出两个仿真例子验证了控制方法的有效性.
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Abstract: A new adaptive iterative learning control approach is proposed for a class of nonlinear systems with unknown
time-varying parameters and time-varying delays. By using the parameter separation technique combined with the signal
replacement mechanism, a novel adaptive control strategy is designed to ensure the tracking error for converging to zero
in the mean-square sense on a finite time-interval. A sufficient condition for the convergence is also given by constructing
a Lyapunov-Krasovskii-like composite energy function. The approach can be applied to the nonlinear systems with time-
varying parameters and delay dependent uncertainties. Two simulation examples are provided to illustrate the efficacy of
the proposed control algorithms.
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1 引引引言言言(Introduction)
迭代学习控制是一种基于品质学习的高级控制

方法,能有效地处理重复跟踪控制问题,实现在有限
时间区间内目标轨线的精确跟踪[1∼9]. 传统的迭代
学习控制是基于压缩映射理论[1∼3], 其主要思想是
通过利用前次迭代的误差信息来修正当前的控制输

入. 因此, 一方面传统的迭代学习控制仅采用很少
的系统信息就能获得几何收敛速度,但是另一方面,
它很难充分利用系统已知的结构或参数信息设计控

制输入, 仅能处理满足全局Lipschitz条件的非线性
不确定系统精确跟踪问题[4∼7]. 为了克服传统方法
的缺陷,近年来人们把自适应技术引入迭代学习控
制中,吸收了自适应控制和学习控制的优点,提出一
种新的所谓自适应迭代学习控制.这种新型的控制
方法的优越之处在于, 它采用各种方法估计系统中
不确定常值的或慢时变的参数,例如,参数估计在时

间域中进行[7], 在迭代域中进行[6, 8], 或者两个域中
同时进行[9, 10]. 该方法能够解决更广的非线性不确
定系统的控制问题, 实现误差的渐近收敛. 值得一
提的是, 基于Lyapunov函数或复合能量函数的自适
应迭代学习控制,搭起了时间域和迭代域之间的桥
梁, 在处理对时变参数的学习估计中起了很重要的
作用[11∼13].

众所周知,非线性参数化系统的自适应控制是一
个没有很好解决的公开问题,该类系统的自适应迭
代学习控制同样研究结果不多见. 文献 [14]对双线
性参数化系统利用分段积分机制,提出了一种新的
自适应重复学习控制方法,通过构造新的复合能量
函数证明了广义跟踪误差在误差平方范数意义下渐

近收敛于零. 文献 [15]对一类非线性参数化系统,利
用分离原理和重新参数化方法, 设计了一类自适应
迭代学习控制算法, 证明了跟踪误差在均方意义下
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收敛于零. 然而文献 [14, 15]都没有考虑时滞因素对
跟踪性能的影响.

由于时滞问题广泛存在于各类工程系统中, 例
如液压系统、电网系统、核反应堆等,时滞的存在降
低了控制的性能,甚至破坏了闭环系统的稳定性[16],
因此研究时滞系统先进有效的迭代学习控制显得尤

为重要.而对时滞系统的迭代学习控制大都局限于
传统的研究框架内[17∼20], 最近, 文献 [21]对参数不
确定时滞系统, 当存在初值漂移时, 利用初值修正
方法[18],提出了一种新的迭代学习控制方法,利用2-
D理论给出该方法收敛的充要条件; 文献 [16, 22]对
几类线性参数化非线性时滞系统, 基于Lyapunov-
Krasoviskii泛函提出了自适应迭代学习控制算法,这
些算法仅对未知常参数或时滞已知的系统给出了跟

踪性能结果. 文献 [23]对周期已知的非线性参数化
时滞系统,提出了一种新的自适应重复学习控制算
法, 证明了该系统对周期目标函数跟踪误差的平方
在一个周期上的积分渐近收敛于零. 目前,当系统中
出现未知时变非线性参数化不确定性和未知时变时

滞时,还没有看到自适应迭代学习控制的任何结果,
这是一个挑战性的难题.

因此本文针对一类含有未知时变参数和未知时

变时滞的非线性参数化系统,提出了一种基于新型
的Lyapunov-Krasovskii型复合能量函数(CEF)的自适
应迭代学习控制方法, 主要的创新之处有: 1) 把复
合能量函数概念应用到带有未知时变参数和未知

时变时滞的非线性参数化系统. 2)解决了控制器设
计的两个困难: 一个是对未知时变时滞的处理, 策
略是利用信号置换思想[24], 合并包括时滞项在内
的所有时变参数为一未知时变参数; 另一个是对非
线性参数化函数的处理, 利用参数分离技术构造一
个Lyapunov-Krasovskii型CEF.

本文规定, C[0, T ]和Cn[0, T ]分别表示定义在区
间[0, T ]的连续函数空间和n阶连续可微函数空间;
向量x(t)的L2

[0,T ]范数定义为

‖x‖L2
[0,T ]

= (
w T

0
‖x(σ)‖2dσ)

1
2 .

若 lim
i→∞

w T

0
‖xi‖2dσ = 0, i ∈ Z+表示迭代次数, Z+

表示非负整数集合, 则称xi(t)在L2
[0,T ]范数意义下

收敛于零; 若sup
i∈Z+

w T

0
‖xi‖2dσ < ∞, 则称xi(t)在

L2
N×[0,T ]范数意义下有界.

2 一一一阶阶阶时时时滞滞滞系系系统统统自自自适适适应应应迭迭迭代代代学学学习习习控控控制制制

(Adaptive iterative learning control for the
first-order time-delay systems)

2.1 问问问题题题描描描述述述(Problem descriptions)
为了清楚地阐述本文的设计思想,首先考虑以下

运行在区间[0, T ](T为有限正常数)上的一阶非线性
时滞系统(为了标记方便,在不引起矛盾的情况下本
文有时省略时间符号t){

ẋ = f (x(t− τ(t)), θ(t)) ξ(x) + b(t)u,

x = $(t), t ∈ [−τmax, 0],
(1)

其中: x ∈ R是可测系统状态; u ∈ R是系统控制
输入; τ(t) ∈ C1[0, T ]是未知时变时滞项, 并且满
足τ(t) 6 τmax, ∀t ∈ [0, T ]; τmax是已知常数; θ(t) ∈
C[0, T ]为未知的时变连续参数; b(t) ∈ C1[0, T ]表
示未知时变的输入增益; f : R2 → R是未知连
续函数且关于第一个变量满足局部Lipschitz条件;
ξ : R → R为已知满足局部Lipschitz条件的连续函
数; x = $(t), t ∈ [−τmax, 0]是一个已知连续函数,
表示系统的初始条件.

注注注 1 由于系统(1)中含有未知时变时滞τ(t)和非线

性参数化不确定函数f (x(t− τ(t)), θ(t)),该系统的迭代学

习控制问题变得更加困难.

给定目标轨线xr(t) ∈ C1[−τmax, T ], 定义第i次

迭代时的跟踪误差为ei = xi − xr,控制目标是确定
输入ui(t)(i ∈ Z+), 在区间[0, T ]上, 当迭代次数i趋

于无穷时,跟踪误差ei在L2
[0,T ]范数意义下收敛于零,

并且保证闭环系统所有信号在L2
[0,T ]范数意义下有

界. 为了实现控制目标,对系统(1)作如下假设:

假假假设设设 1 时变时滞τ(t)满足τ̇(t) 6 η < 1,

即−1− τ̇(t)
1− η

6 −1.

假假假设设设 2 时变参数b(t)连续可微且满足|b(t)| >
b0 > 0,不失一般性,假定b(t) > 0,∀t ∈ [0, T ].

假假假设设设 3 未知函数f(·, ·)满足不等式[22]

|f(χ, θ)− f(χ̄, θ)| 6 |χ− χ̄|h(χ, χ̄)λ(θ), (2)

其中: h(·, ·)是已知的非负连续函数; λ(·)为未知非
负连续函数.

假假假设设设 4 系统的初始条件满足: xi(t) = xr(t),
t ∈ [−τmax, 0],即ei(t) = 0, t ∈ [−τmax, 0],∀i ∈ Z+.

注注注 2 假设1要求时变时滞的变化率小于1,这一要求
是为了确保对复合能量函数求导时能恰好对消时滞项,是
一个关键性条件. 实际上, 在许多时变时滞系统中均有这
一假设[25], 而且这个假设不难满足, 如τ(t) = sin t, τ(t) =

arctan t, τ(t) = e−t,等满足此要求. 如果f(·, ·)可微,对于
任意给定θ ∈ R,根据微分中值定理,对任意(χ, χ̄) ∈ R2,有

f(χ, θ)− f(χ̄, θ) = (χ− χ̄)f ′1(χ, χ̄, θ),

其中: f ′1(χ, χ̄, θ)是f(·, ·, ·)关于第一个分量的连续偏导函
数, 又根据分离原理(定理2.1, 文献 [26]), 存在光滑标量函
数h(χ, χ̄)和λ(θ)使得

|f ′1(χ, χ̄, θ)| 6 h(χ, χ̄)λ(θ).
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注注注 3 假设4要求初始状态函数与对应目标函数一

致. 当初始跟踪误差函数不恒为零时, 即e(t) 6= 0, t ∈
[−τmax, 0], 可以推广文献 [27]中的轨迹初始化方法, 通过

修改目标轨线的初始函数,使得e(t) = 0, ∀t ∈ [−τmax, 0]满

足,这样本文提出的方法还是有效的. 众所周知,在迭代学

习控制中,初始误差的鲁棒性问题一直是它的关键问题之

一[3, 18, 28, 29], French等在文献 [29]中对几类常线性参数化非

线性系统的自适应迭代学习控制的初始误差问题,提出了

基于死区技术的修改算法,徐建新等对时变参数化非线性

系统的自适应迭代学习控制的4类初值误差问题[28], 给出

了基于投影技术的修正策略;孙明轩等对迭代学习控制的

初始误差问题提出了预测方法[30]和初始阶段修正法[18]等.

本文提出的迭代学习控制新方法对初始误差的鲁棒性问题

是一个重要新问题,将在未来的工作中深入系统地研究这

一问题.

2.2 控控控制制制律律律与与与自自自适适适应应应律律律设设设计计计(Design of control
law and adaptive law)
为了处理时滞非线性参数化不确定函数f(x(t−

τ(t)), θ(t)), 利用信号置换思想[31], 在第i次迭代时,
系统的跟踪误差动态方程表示为

ėi = f (xr(t− τ(t)), θ) ξ(xi) + b(t)ui − ẋr +

(f (xi(t−τ(t)), θ)−f (xr(t−τ(t)), θ))ξ(xi)=

Θ(t)ξ(xi) + b(t)ui − ẋr + Λiξ(xi), (3)

其中:

Θ(t) = f(xr(t− τ(t)), θ(t)),

Λi = f (xi(t− τ(t)), θ(t))− f (xr(t− τ(t)), θ(t)) ,

由假设3可知置换误差项Λi满足

|Λi| 6 |ei(t− τ(t))| ·
h (xr(t− τ(t)), xi(t− τ(t)))λ(θ(t)). (4)

为了处理时滞项,遵循标准的时滞系统控制器设计
过程,考虑第i次迭代时的Lyapunov-Krasovskii泛函

Vi =
1
2
b−1(t)e2

i +

1
2(1− η)

w t

t−τ(t)
e2

i (σ)h2 (xr(σ), xi(σ)) dσ.

(5)
对等式(5)两边求导,由式(3)得

V̇i = eib
−1(t)(Θ(t)ξ(xi)+b(t)ui−ẋr + Λiξ(xi))−

1
2
ḃ(t)b−2(t)e2

i +
1

2(1− η)
e2

i h
2(xr, xi)−

1− τ̇(t)
2(1− η)

e2
i (t− τ(t))h2(xr(t−

τ(t)), xi(t− τ(t))). (6)

利用Young不等式x̄ȳ 6 1
2
x̄2 +

1
2
ȳ2, ∀(x̄, ȳ) ∈ R2和

式(4),得

eib
−1(t)Λiξ(xi) 6

|eib
−1(t)||ei(t− τ(t))|h(xr(t−

τ(t)), xi(t− τ(t)))λ(θ(t))|ξ(xi)| 6
1
2
b−2(t)λ2(θ(t))ξ2(xi)e2

i +

1
2
e2

i (t− τ(t))h2(xr(t− τ(t)), xi(t− τ(t))). (7)

将式(7)代入式(6),利用假设1,则

V̇i 6 ei[b−1(t)Θ(t)ξ(xi) + ui − b−1(t)ẋr −
1
2
ḃ(t)b−2(t)ei +

1
2(1− η)

eih
2(xr, xi) +

1
2
b−2(t)λ2(θ(t))ξ2(xi)ei] =

ei[βT(t)φi + ui +
1

2(1− η)
eih

2(xr, xi)], (8)

其中:
β(t) =
(b−1(t)Θ,−b−1(t),−ḃ(t)b−2(t), b−2(t)λ2(θ(t)))T,

φi = (ξ(xi), ẋr,
1
2
ei,

1
2
ξ2(xi)ei)T.

基于式(8),设计第i次迭代的控制律如下:

ui = −kei − 1
2(1− η)

eih
2(xi, xr)− β̂T

i φi, (9)

其中k > 0为设计常参数, 第i次迭代的时变参数自

适应律设计为

β̂i = β̂i−1+qφiei, β̂−1(t)=0, ∀t∈ [0, T ], (10)

其中q > 0是常增益.

注注注 4 控制律(9)和自适应律(10)可以看出,所设计的
控制器只与系统状态x、参考信号xr, ẋr有关, 没用到时变
时滞τ(t)的信息,即控制器是时滞无关的. 另外, 所估计的
时变参数β(t)含有未知的时变时滞τ(t),即未知时变时滞作
为未知时变参数的一部分来估计,这是本文的一个特点. 将
式(9)代入式(8),得

V̇i 6 −ke2
i + β̃T

i φiei, (11)

其中β̃i = β(t)− β̂i.

2.3 收收收敛敛敛性性性分分分析析析(Analysis of convergence)
定定定理理理 1 在假设1∼4条件下, 由系统(1)、控制

律(9)和时变参数自适应律(10)组成的闭环自适应系
统,具有以下特性: i)在区间[0, T ]上,当迭代次数i趋

于无穷时, 跟踪误差ei(t)在L2
[0,T ]范数意义下收敛

于零, 即 lim
i→∞

w T

0
e2

i (σ)dσ = 0. ii) 闭环系统所有信

号xi, β̂i和ui在L2
[0,T ]范数意义下有界.

证证证 第i次迭代时,定义一个Lyapunov-Krasovskii
型的复合能量函数:
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Ei(t) = Vi(t) +
1
2q

w t

0
β̃T

i β̃idσ. (12)

a) 计算Ei(t)在第i次和第i− 1次迭代的差分

∆Ei(t) = Ei(t)− Ei−1(t) =

Vi(t) +
1
2q

w t

0
(β̃T

i β̃i − β̃T
i−1β̃i−1)dσ − Vi−1(t).

(13)
根据假设4,式(5)和式(11),得式(13)右边第一项

Vi(t) =
w t

0
V̇idσ+Vi(0) 6w t

0
(−ke2

i + β̃T
i φiei)dσ = −k

w t

0
e2

i dσ +
w t

0
µidσ.

(14)
其中µi = β̃T

i φiei,利用恒等式(a− b)T(a− b)− (a−
c)T(a−c) = (c−b)T[2(a−b)+(b−c)],以及式(10),
可得式(13)右边第二项

1
2q

w t

0
(β̃T

i β̃i − β̃T
i−1β̃i−1)dσ =

1
2q

w t

0
(β̂i−1−β̂i)T(2(βi− β̂i) + (β̂i−β̂i−1))dσ=

−
w t

0
µidσ − q

2

w t

0
‖φi‖2

e2
i dσ. (15)

将式(14)和式(15)代入式(13),利用式(5),得

∆Ei(t)6

−k
w t

0
e2

i dσ− q

2

w t

0
‖φi‖2

e2
i dσ − Vi−1(t) 6

−k
w t

0
e2

i dσ − q

2

w t

0
‖φi‖2

e2
i dσ − 1

2
b−1(t)e2

i−1 6

−1
2
b−1(t)e2

i−1. (16)

b) 证明跟踪误差的收敛性. 重复利用式(13),得

Ei(t)=E0(t)+
i∑

j=1

∆Ej(t),由式(16)可知,只要E0(t)

是有界的,就能保证Ei(t)的有界性. 由E0(t)的定义
可知, E0(t)是t的连续函数, 它在闭区间[0, T ]上有
界. 又由式(16),从而可得Ei(t)的有界性.

现证ei的收敛性. 重复利用式(16),可得:

Ei(t) 6 E0(t)− 1
2
b−1(t)

i∑
j=1

e2
j−1(t), (17)

lim
i→∞

Ei(t) 6 E0(t)−1
2
b−1
max lim

i→∞

i∑
j=1

e2
j−1(t), (18)

其中: bmax = max
t∈[0,T ]

b(t)<∞,由于E0(t)有界且Ei(t)

为正, 由式(18)可知
∞∑

j=1

e2
j−1(t)收敛, 根据级数收敛

的必要条件,有 lim
i→∞

ei(t) = 0, ∀t ∈ [0, T ],从而可得

lim
i→∞

w T

0
e2

i (σ)dσ = 0.

c) 证明闭环系统所有信号的有界性. ei的收敛

性保证了xi是有界的, Ei的有界性使得
w t

0
‖β̂i‖2dσ

有界, 即β̂i在L2
[0,T ]范数意义下有界. 因为h(xi, xr)

和φi均是关于xi和xr的连续函数, 并注意到xr有界,
由式(9)可得控制输入ui在L2

[0,T ]范数意义下有界.

证毕.

3 高高高阶阶阶混混混合合合参参参数数数时时时滞滞滞系系系统统统自自自适适适应应应迭迭迭代代代

学学学习习习控控控制制制(Adaptive iterative learning con-
trol for higher-order hybrid parametric time-
delay systems)
上一节仅讨论了一阶非线性时滞系统, 本节进

一步将设计思想推广到高阶混合参数非线性时滞系

统.考虑以下一类运行在区间[0, T ]上的高阶状态时
滞系统:




Ẋ = AX + Bc(bu + ϕT(X)ϑ+
fT(X(t− τ(t)), θ(t))ξ(X),

X = $(t), t ∈ [−τmax, 0],
(19)

其中: X = (x1, · · · , xn)T ∈ Rn是可测系统状态;
u ∈ R为系统控制输入; b是未知常数, 满足|b| > 0,
不失一般性, 假设b > 0; ϕ : Rn → Rp和ξ : Rn →
Rm是已知的满足局部Lipschitz条件的连续向量值
函数; ϑ ∈ Rp是一个未知常值向量; f : Rn+q → Rm

为一个未知连续向量值函数且关于X满足局部

Lipschitz条件; τ(t)和τmax的定义与上节一样; θ(t)
∈ Rq是未知连续时变向量; $(t) : [−τmax, 0] → Rn

是一连续的向量值函数,表示系统的初始条件.

注注注 5 系统(19)出现常值参数向量ϑ,也就是说,系统

含有混合未知参数, 即常值参数ϑ和时变参数θ(t). 控制器

设计的关键是如何处理混合参数和时滞状态.

对于给定的状态参考信号

Xr(t) = (xr,1(t), · · · , xr,n(t))T =

(yr(t), ẏr(t), · · · , y(n−1)
r (t))T,

这里yr(t) ∈ Cn[0, T ], 控制目标是找出控制序列
ui(t), i ∈ Z+, 在[0, T ]上, 当迭代次数i趋于无穷时,
跟踪误差ei = Xi − Xr在L2

[0,T ]范数意义下收敛于

零,并且保证闭环系统所有信号在L2
[0,T ]范数意义下

有界. 由于时滞项f (X(t− τ(t)), θ(t))是一向量值
函数,假设3相应地修改为假设3′.
假假假设设设 3′ 未知函数f(·, ·)满足不等式[24]

‖f(χ, θ)− f(χ̄, θ)‖ 6 ‖χ− χ̄‖h(χ, χ̄)λ(θ), (20)

其中: λ(·)是未知非负连续函数, h(·, ·)为已知非负
连续有界函数.

第i次迭代时,系统的跟踪误差动态方程为

ėi = Acei + Bc[aTei − y(n)
r + bui + ϕT(Xi)ϑ +

fT(Xi(t− τ(t)), θ(t))ξ(Xi)] =

Acei + bbc[ui + βT
1 ψi + b−1ΘT(t)ξ(Xi) +

b−1Λiξ(Xi)], (21)
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其中:

Ac =




0 I(n−1)×(n−1)

...
...

−a1 · · · −an


 ,

bc = (0, · · · , 0, 1)T ∈ Rn, a = (a1, · · · , an)T

β1 = [b−1 b−1ϑ]T, ψi = [aTei−y(n)
r ϕT(Xi)]T,

Θ(t) = f(Xr(t− τ(t)), θ),

Λi = fT (Xi(t− τ(t)), θ)− fT (Xr(t− τ(t)), θ) .

选择a使得多项式sn + a1s
n−1+ · · · +an−1s+an为

Hurwitz多项式,从而对于给定的常数l > 0, I表示单

位矩阵,必存在正定矩阵P > 0,满足

AT
c P + PAc = −lI. (22)

考虑第 i次迭代时跟踪误差系统 (21)的一个
Lyapunov-Krasovskii泛函

Vi =
1
2b

eT
i Pei +

1
2q1

β̃T
1,iβ̃1,i +

ε

2(1− η)

w t

t−τ(t)
eT

i (σ)ei(σ)h2 (Xi(σ), Xr(σ)) dσ,

(23)

其中: ε > 0为设计参数, β̃1,i = β1− β̂1,i,对式(23)两
边求导,利用式(21),有

V̇i = − l

2b
eT

i ei +
εh2 (Xi, Xr)

2(1− η)
eT

i ei + eT
i Pbc(ui +

βT
1 ψi + b−1ΘT(t)ξ(Xi) + b−1Λiξ(Xi)) +
1
q1

β̃T
1,i

˙̃
β1,i − ε

1− τ̇(t)
2(1− η)

eT
i (t− τ(t))e(t−

τ(t))h2(Xi(t− τ(t)), Xr(t− τ(t))). (24)

类似于式(7)的推导,利用假设3′可得∣∣eT
i Pbcb

−1Λiξ(Xi)
∣∣ 6

(
eT

i Pbc

)2
ξT(Xi)ξ(Xi)

1
2b2ε

λ2(θ(t)) +

ε
1
2
eT

i (t− τ(t))ei(t− τ(t)) ·
h2 (Xi(t− τ(t)), Xr(t− τ(t))) . (25)

又由于h (Xi, Xr)是连续有界函数,可知存在一个有
限常数H > 0满足∣∣h2 (Xi, Xr)

∣∣ 6 H < ∞. (26)

将式(25)(26)代入式(24),得

V̇ 6−(
l

2b
− εH

2(1− η)
)eT

i ei +

eT
i Pbc

[
ui + βT

1 ψi + βT
2 (t)φi

]
+

1
q1

β̃T
1,i

˙̃
β1,i,

(27)

其中:

β2(t) = [b−1ΘT(t)
1

2b2ε
λ2(θ(t))]T,

φi =
[
ξ(Xi) eT

i Pbcξ
T(Xi)ξ(Xi)

]T
.

根据式(27),设计第i次迭代的控制律如下:

ui = −β̂T
1,iψi − β̂T

2,i(t)φi. (28)

第i次迭代的常值参数自适应律设计为:
˙̂
β1,i =q1e

T
i Pbcψi, β̂1,i(0)= β̂1,i−1(T ), β̂1,0(0)=0.

(29)
第i次迭代的时变参数的自适应律设计为:

β̂2,i = β̂2,i−1+q2e
T
i Pbcφi, β̂2,−1(t)=0, ∀t∈ [0, T ],

(30)

其中q1 > 0和q2 > 0均是设计增益, 选取合适的参
数l, ε使得

c =
l

2b
− εH

2(1− η)
> 0,

将式(28)(29)代入式(27),得

V̇i 6 −ceT
i ei + eT

i Pbcβ̃
T
2,iφi, (31)

其中β̃2,i = β2(t)− β̂2,i.

闭环系统的控制性能总结如下:

定定定理理理 2 在假设1, 2, 3′和4条件下, 由系统(19),
控制律(28)和参数自适应律(29), (30)组成的自适应
闭环系统,具有如下特性: i)在区间[0, T ]上,当迭代
次数i趋于无穷时, 跟踪误差ei(t)在L2

[0,T ]范数意义

下收敛于零,即 lim
i→∞

w T

0
eT

i eidσ = 0. ii)闭环系统所

有信号Xi, β̂1,i, β̂2,i和ui均在L2
[0,T ]范数意义下有界.

证证证 类似于定理1的证明.

4 仿仿仿真真真研研研究究究(Simulation study)
例例例 1 考虑下列运行在区间[0, 2π]上的一阶时滞

系统:{
ẋ(t)=b(t)u(t)+(2x2(t) + 1)e−θ(t)x2(t−τ(t)),

x(t) = 0, t ∈ [−τmax, 0],
(32)

其中:

b(t) = 3 + sin t, θ(t) = | cos (2t) sin t|,
τ (t) = 1− 0.5 sin t, τmax = 1, τ̇(t) 6 0.5,

参考轨迹取xr(t) = sin3(0.5t), 非线性参数化不确
定项满足

|e−θ(t)x2(t−τ(t)) − e−θ(t)x2
r (t−τ(t))| 6

|x (t− τ(t))− xr (t− τ(t))|
√

2|θ(t)|e−0.5.

假设1∼4均满足, 基于式(9)(10), 控制律和自适应律
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分别设计为:

ui = −kei − 1
2(1− η)

eih
2(xi, xr)− β̂T

i φi,

β̂i = β̂i−1 + qφiei, β̂−1(t) = 0, ∀t ∈ [0, T ],

其中:

η = 0.5, ei = xi − xr,

φi = (2x2
i + 1,

1
2
ei(2x2

i + 1)2,
1
2
ei, ẋr)T.

仿真中,选取k = 0.1, q = 0.5,迭代50次的仿真结果
见图1, i表示迭代次数. 图1(a)和(c)表明, 经过50次,
迭代跟踪误差在[0, T ]上最大值已经足够小, 图1(b)
和(d)分别给出了第50次迭代的控制曲线和时变参
数估计曲线,表明控制和参数估计量均是有界的.

图 1 系统(32)的仿真结果
Fig. 1 Simulation results of system(32)

例例例 2 考虑下列运行在区间[0, 2π]上的二阶时
滞系统:




ẋ1 = x2,

ẋ2 = bu + ϑ
x1x2

2 + cos(x1x2)
+

sin(x1)x2e−θ(t)[x2
1(t−τ(t))+x2

2(t−τ(t))],
xi(t) = 0, t ∈ [−τmax, 0], i = 1, 2,

(33)

其中: b = 4, θ(t) = | cos(2t)|, ϑ = −1.5, τ(t) =
1 − 0.5 sin(t), τmax = 1, |τ̇(t)| 6 0.5, 参考信号
Xr(t) = [xr,1(t) xr,2(t)]T = [yr(t) ẏr(t)]T =
[sin t cos t]T, 基于式(28)∼(30), 设计控制律和参
数自适应律如下:

ui = −β̂T
1,iψi − β̂T

2,i(t)φi,
˙̂
β1,i = q1e

T
i Pbcψi,

β̂1,i(0) = β̂1,i−1(T ), β̂1,0(0) = 0, β̂2,−1(t) = 0,

β̂2,i = β̂2,i−1 + q2e
T
i Pbcφi,∀t ∈ [0, T ],

其中:

ei = [x1,i−xr,1 x2,i−xr,2]T, bc = (0, 1)T,

ψi = [aTei−ÿr
x1,ix2,i

2 + cos(x1,ix2,i)
]T,

φi = [
1
2
x1,ix2,i eT

i Pbc sin2(x1,i)x2
2,i]

T.

仿真中,取a = [1 2]T, q1 = 0.2, q2 = 1.5. 当l = 8

时,求解方程(24)得P =

[
12 4
4 4

]
,迭代50次的仿真

结果见图2, i表示迭代次数.

图2(a)表明,经过50次,迭代跟踪误差在[0, T ]上
最大值已经足够小, 图2(b), (c)和(d)分别给出了
第50次迭代的控制曲线、时不变和时变参数估计
曲线,表明控制和参数估计量均是有界的.
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图 2 系统(33)的仿真结果

Fig. 2 Simulation results of system (33)

以上两个仿真结果表明了系统跟踪误差的收

敛性和闭环系统所有信号的有界性, 从而验证了
本文所设计的控制方法的可行性和有效性.

5 结结结论论论(Conclusions)
本文针对一类含有未知时变参数和未知时

变时滞的非线性参数化不确定系统, 提出了一
种新的自适应迭代学习控制方案. 通过构造一
个Lyapunov-Krasovskii型的复合能量函数证明了
系统跟踪误差的收敛性和闭环系统所有信号的有

界性. 并给出仿真例子验证了该控制方案的有效
性. 本文只是考虑单时滞变量的非线性系统的情
况,但多时滞变量的非线性系统,该方法也适用.
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