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摘要:针对一类不确定非线性系统的滑模控制,提出了一类具有“小误差放大,大误差饱和”功能的光滑非线性
饱和函数来改进传统的积分滑模控制,以形成非线性积分滑模控制.在保持传统积分滑模控制跟踪精度的同时获得
更好的暂态性能.应用Lyapunov稳定性理论和LaSalle不变性原理证明了对最终常值干扰可以完全抑制.考虑控制
受限时,所设计的饱和控制器类似于一种PD+非线性I控制器. 最后,仿真算例验证了所提的非线性积分滑模控制方
法的有效性.
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Sliding mode control approach with nonlinear integrator
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Abstract: A nonlinear integral sliding mode control approach is proposed for a class of uncertain nonlinear systems.
To promote the performance of the traditional integral sliding mode control, this approach incorporates a new nonlinear
saturation function which enhances small errors and will be saturated with large errors in shaping the tracking errors. While
maintaining the tracking accuracy of the traditional integral sliding mode control, this approach provides better transient
performances. Using Lyapunov stability theory and LaSalle invariance principle, we prove that the proposed approach
ensures the zero steady-state error in the presence of a constant disturbance or an asymptotically constant disturbance. When
the control input is constrained, the saturated controller operates like a PD controller with a nonlinear I term. Simulation
example is given to demonstrate the effectiveness and robustness of the proposed approach.
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1 引引引言言言(Introduction)
理想的滑模控制对满足匹配条件的不确定性和

外界干扰具有完全鲁棒性,但是其固有的抖振问题,
限制了它在实际中的应用范围[1], Slotine等在滑模
控制的设计中引入了边界层,实现了准滑模控制,为
在工程中的应用开辟了道路[2]. 然而,在系统不确定
性和外界干扰存在时,边界层方法将会导致较大的
稳态误差. Chern首先在滑模面的设计中引入积分项
来抑制稳态误差和增强鲁棒性[3]. Baik将这种积分
滑模面应用于永磁同步电机控制器设计中[4].

积分项的引入一方面可以补偿模型的不确定性

提高控制精度, 另一方面, 在大的初始误差条件下,
会导致大的超调和长的调节时间从而使暂态性能恶

化, 尤其是在控制输入受限时, 由于积分Windup效
应,会有更大的超调和更长调节时间,甚至导致整个
系统的不稳定. 为此, 对于滑模面中引入积分项受
到了广泛的研究[5∼8]. Cho在积分滑模中采用小的积

分增益,但小的积分增益会使影响系统的快速性[5].
Lee在对无刷电机的控制中采用了一种全程积分滑
模控制方法在抑制稳态误差的同时改善系统的暂态

性能[6].

本文针对一类不确定非线性系统,采用一种新的
饱和函数设计了一种带有非线性积分项的滑模面,
在此基础上提出了非线性积分滑模控制方法, 以改
善暂态性能,同时减小了稳态误差;当控制输入受限
时, 采用带有非线性积分项的滑模面所设计的饱和
控制器可类似为一种PD+饱和I(积分)控制器. 理论
分析和仿真研究表明了所提的非线性积分滑模控制

方法的有效性.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem statement)
为了简便,本文仅讨论一类典型的2阶SISO非线

性系统滑模控制问题,该问题的讨论结果可以推广
到此类型的n阶非线性系统.

考虑如下SISO非线性系统:
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


ẋ1 = x2,

ẋ2 = f(xxx, t) + u(t) + d(t),
y = x1.

(1)

其中: xxx = [x1, x2]T ∈ R2, u(t) ∈ R, y ∈ R分别是系
统状态、控制输入和输出.对系统(1)作如下假设:

假假假设设设 1 f(xxx, t)是不确定的有界函数, 其估计
函数为f̂(xxx, t), ∆f(xxx, t) = f(xxx, t)− f̂(xxx, t),且满足

|∆f(xxx, t)| 6 F (xxx, t). (2)

假假假设设设 2 d(t)是外部有界干扰,满足

|d(t)| 6 D(t). (3)

定义系统跟踪误差为
e = y − yr. (4)

式中yr是参考信号, 系统控制的目的是使系统的输
出y跟踪参考信号.

3 非非非线线线性性性积积积分分分滑滑滑模模模面面面设设设计计计(Nonlinear integral
sliding surface design)
对于系统(1),若采用传统的滑模控制方法,其滑

模面设计为[2]

S = ė + kPe, (5)

式中kP ∈ R+. 为了减小稳态误差,在式(5)中引入跟

踪误差的积分项
w t

0
edτ构成传统积分滑模面[2]

S = ė + kPe + kI

w t

0
edτ , (6)

式中kI ∈ R+. 为了提高系统的鲁棒性, 在传统积
分滑模面的基础上, Slotine提出了一种全程积分滑
模面[2, 6], 使得系统的初始状态就处在滑模面上,
即S(0) = 0,消除了到达过程. 全程积分滑模面的形
式如下:

S = ė + kPe + kI

w t

0
edτ − ė(0)− kPe(0). (7)

式(6)和(7)两种形式的滑模面由于采用了积分控制,
在大的初始误差条件下,会导致暂态性能恶化,尤其
是执行器饱和时,会产生积分Windup效应,甚至导致
系统的不稳定. 为此,本文设计了一种非线性积分滑
模面,形式如下:{

S = ė + kPe + kIσ,

σ̇ = g(e).
(8)

式中g(e)为一类具有“小误差放大,大误差饱和”功
能的光滑非线性函数,为了对g(e)进行分析,首先引
入如下一种类势能函数:

G(e) =





2β2

π
(1− cos

πe

2β
), |e| < β,

βe− π − 2
π

β2, e > β,

− βe− π − 2
π

β2, e 6 −β,

(9)

式中β ∈ R+为设计参数. 将式(9)对e求导,可得如下
所示的一类非线性函数:

g(e) =





β sin
πe

2β
, |e| < β,

β, e > β,

− β, e 6 −β.

(10)

对于式(9)和(10)所示的非线性函数,有如下引理.

引引引理理理 1 函数G(e)和g(e)有如下性质:

1) 若e 6= 0,则G(e) > 0;若e = 0,则G(e) = 0和
g(e) = 0;

2) G(e)是连续二次可微的,当|e| < β时, g(e)是
严格单调递增函数,当|e| > β时, g(e)饱和.

证证证 通过简单运算可以证明上述性质.

图1给出了β = 2时的G(e)和g(e)函数曲线.

图 1 类势能函数G(e)及其导数g(e)的曲线(β = 2)
Fig. 1 Plots of the quasi potential function G(e) and its first

derivative g(e) (β = 2)

图1中给出了h = g(e)和线性函数h = e的对比,
形象地说明了所提出的非线性函数g(e) 具有“小
误差放大、大误差饱和”功能,也就是说, 当误差较
小时(即当时|e| 6 β), |g(e)| > |e|; 而当误差较大
的时(即当|e| > β时), |g(e)| < |e|且饱和于±β. 其
中β为误差成型的设计参数. 这种“小误差放大,大
误差饱和”的非线性函数可以方便地通过选择不同

的β来获得期望的误差性态.

4 滑滑滑模模模控控控制制制律律律设设设计计计(Sliding mode control law
design)
根据所设计的非线性积分滑模面设计控制律,分

两种情形进行设计: 1)控制输入无约束的情形; 2)控
制输入受限的情形.

4.1 控控控制制制输输输入入入无无无约约约束束束情情情形形形(Case of control input
without constraints)

根据滑模存在且可达的条件SṠ 6 −η |S|, η >

0, 并采用饱和函数sat(·)来平滑控制量, 下述定
理1给出了控制输入无约束情形时的滑模控制律.
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定定定理理理 1 对于式(1)所描述的系统,取式(8)形式
的滑模面,如果控制律为

u(t) = û− c(xxx, t)sat (S/µ) , (11)

式中: 等效控制û = −f̂(xxx, t) − kPė − kIg(e) + ÿr,
切换增益c(xxx, t) = F (xxx, t) + D(t) + η, η > 0, µ为边
界层厚度, 则滑模变量S可以在有限时间内到达边

界层.

证证证 当滑模变量S在边界层外时, 式(11)可以写
成

u(t) = û− c(xxx, t)sgn S. (12)

上式中sgn(·)为符号函数. S对时间t求导

Ṡ(t) = ë + kPė + kIg(e). (13)

备选Lyapunov函数V1 =
1
2
S2,则

V̇1 = S(ë + kPė + kIσ̇) =
S(f(xxx, t) + u + d(t)− ÿr + kPė + kIg(e)) =
S(f(xxx, t) + û− c(xxx, t)sgn(S/µ) + d(t)−
ÿr + kPė + kIg(e)) 6
|S|(|∆f(xxx, t) + d(t)| − (F (xxx, t) + D(t) + η)) 6
−η|S|,
所以, S可以在有限时间tr内到达边界层内

tr 6 |S(0)| − µ

η
.

证毕.

定理1保证了系统状态可以在有限时间tr内到达

边界层内.为了叙述简便,定义ω(xxx, t) = ∆f(xxx, t) +
d(t), γ = c(xxx, t)/µ. 下述定理2将说明: 当系统若受
到常值或最终常值干扰时, 在边界层内的非线性积
分可以完全消除稳态误差.

定定定理理理 2 对于系统(1),取式(8)形式的滑模面,如
果控制律取为式(11), 若ω(xxx, t)为常值或最终常值
时,即 lim

t→∞
ω(xxx, t) = l (l为常数),则 lim

t→∞
e(t) = 0.

证证证 系统(1)在边界层内部|S| 6 µ的轨迹可以描

述为

Ṡ(t) = ë + kPė + kIg(e) = ω(t)− γS(t). (14)

由上式可得

S(s) =
1

s + γ
· ω(s). (15)

式中s是Laplace算子. 根据终值定理有

lim
t→∞

S(t) = lim
s→0

(
s

s + γ
· ω(s)) =

lim
s→0

1
s + γ

· lim
s→0

sω(s) =

lim
s→0

1
s + γ

· lim
t→∞

ω(t) =
l

γ
. (16)

显然Ṡ(t)一致连续, 由Barbalat引理有, 当t → ∞时,
Ṡ(t) → 0,则由式(14)可知,当t →∞时,

ë + kPė + kIg(e) = 0. (17)

备选Lyapunov函数为

V2 =
1
2
ė2 + kIG(e). (18)

注意到 G(e) 为径向无界函数, 且由引理 1 可知
G(0) = 0, 因此式(18)所定义的函数是一个径向无
界正定函数. 式(18)沿式(17)求导,可得

V̇2 = ėë + kIg(e)ė =

ė(−kPė− kIg(e)) + kIg(e)ė =

−kpė
2 − kIg(e)ė + kIg(e)ė =

−kpė
2 6 0. (19)

而且V̇2 ≡ 0意味着ė ≡ 0. 根据LaSalle不变性原理
可知(e = 0, ė = 0)为式(17)的全局渐进稳定平衡点,
即 lim

t→∞
e(t) = lim

t→∞
ė(t) = 0. 证毕.

注注注 1 若 lim
t→∞ω(xxx, t) = l,当采用传统滑模面时,在边

界层内Ṡ(t) = ë + kPė = ω(t) − γS(t),则有按照文献[9]的

思路采用终值定理可求得: lim
t→∞ e(t) =

l

kPγ
;当采用传统积

分滑模面和全程积分滑模面时 lim
t→∞ e(t) = 0. 由定理2可知:

本文所设计的非线性积分滑模面保持了积分滑模的优点,

能够消除最终常值干扰.

4.2 控控控制制制输输输入入入受受受限限限情情情形形形(Case of control input con-
straints)
从式(11)可以见, 等效控制û的量值和系统的状

态相关, 导致估计困难. 在控制输入受限的情况下,
最常用的控制方式是饱和控制[10, 11]. 对于系统(1),
考虑控制输入的限制

|u| 6 umax, umax > 0. (20)

式中umax为执行机构的饱和值,则饱和控制律为

u = −umaxsat(S/µ). (21)

若采用传统积分滑模面(6),则控制律(21)可进行
如下变形:

u = −umaxsat(
(ė + kPe + kI

w t

0
edτ)

umax

µ

umax

) =

−umaxsat(

umax

µ
ė+

umax

µ
kPe+

umax

µ
kI

w t

0
edτ

umax

) =

umax·

sat(

umax

µ
(−ė)+

umax

µ
kP(−e)+

umax

µ
kI

w t

0
(−e)dτ

umax

).

(22)
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由上式可知, 饱和控制律(21)可以等效为下图2
所示的控制受限时的经典PID控制[12].

图 2 采用滑模面(6)时的饱和控制器(21)的结构
Fig. 2 The configuration of the saturated controller (21)

using integral sliding surface (6)

上图中: KP = kPumax/µ, KI = kIumax/µ, KD =
umax/µ.

若采用非线性积分滑模面(8), 分析式(8)中的非
线性积分项有

u= −umaxsat(
(ė+kPe+kI

w t

0
g(e)dτ)

umax

µ

umax

)=

umaxsat((
umax

µ
(−ė)+

umax

µ
kP(−e)+

umax

µ
kI

w t

0
g(−e)dτ)/(umax)), (23)

则控制律(21)可等效为控制受限时的线性PD(比例
微分)+非线性I(积分)控制,如图3所示.

图 3 采用滑模面(8)时的饱和控制器(21)的结构
Fig. 3 The configuration of the saturated controller using

nonlinear integral sliding surface (8)

上图中: KP, KI, KD和图2中的定义相同.此时,
控制量的限制umax确定后, 可通过调节非线性函数
g(e)的设计参数β来对输入到积分器中的误差e的进

行限幅,以达到抑制Windup现象的目的[13, 14].

5 仿仿仿真真真算算算例例例(Simulation examples)
仿真的目的是比较传统滑模,传统积分滑模,全

程积分滑模, 非线性积分滑模控制的暂态和稳态性
能.考虑如下二阶非线性系统:




ẋ1 = x2,

ẋ2 =5.2x1+(1+0.3 sin(2t))x2
2+10+u,

y = x1.

(24)

式中:

f(xxx) = 5.2x1 + (1 + 0.3 sin 2t)x2
2,

f̂(xxx) = 5x1 + x2
2, ∆f(xxx) = 0.2x1 + 0.3x2

2 sin 2t,

|∆f(xxx)| = |0.2x1 + 0.3x2
2 sin 2t| 6

0.2|x1|+ 0.3x2
2 = F (xxx),

d = 10, |d| 6 D = 10.5.

系统的初始状态为x1(0) = −0.5, x2(0) = −5,参考
信号yr = 0.5. 分别设计4种控制器:

控制器a: 采用传统滑模控制, 滑模面为S =
ė + 4e;

控制器b: 采用传统积分滑模控制,滑模面为S =
ė + 4e + 4

w t

0
e(τ)dτ ;

控制器c: 采用全程积分滑模控制,滑模面为S =
ė + 4e + 4

w t

0
edτ − ė(0)− 4e(0).

控制器d: 采用非线性积分滑模控制,滑模面为S

= ė + 4e + 4
w t

0
g(e)dτ ; 非线性函数g(e)的设计参

数β = 0.05.

以上4种控制律均为“等效控制+切换项”的形
式,其中边界层厚度均为µ=0.2,切换增益均为K =
F + D + 1. 仿真结果如图4所示.

图 4 状态x1的响应曲线

Fig. 4 The response curves of state x1

由仿真结果可以看出,控制器a由于没有积分项,
有稳态跟踪误差0.0435,按照注1中的

lim e
t→∞

=
l

kPγ
=

10.1

4× 0.1 + 10 + 1
0.2

= 0.0435,

两者是相符的; 而控制器b, c, d消除了稳态误差, 这
和定理2以及注1中的结论是相符的. 控制器d和控制
器b, c相比,其暂态性能更好,现从定性的角度对其
分析: 当采用传统积分滑模面、全程积分滑模面和
非线性积分滑模面时,在边界层内都有Ṡ(t)=ω(t)−
γS(t),则t →∞时,有S(t) =

l

γ
, e = ė = 0. 根据滑

模面的定义有

1) 采用传统积分滑模面

S = ė + 4e + 4
w t

0
edτ ,

当t →∞时,
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w t

0
edτ =

l

4γ
;

2) 采用全程积分滑模面

S = ė + 4e + 4
w t

0
edτ − ė(0)− 4e(0),

当t →∞时,w t

0
edτ =

l

4γ
+

ė(0) + 4e(0)
4

;

3) 采用非线性积分滑模面

S = ė + 4e + 4
w t

0
g(e)dτ,

当t →∞时, w t

0
g(e)dτ =

l

4γ
.

采用控制器b时的跟踪误差曲线图5所示.

图 5 采用控制器b时的跟踪误差曲线
Fig. 5 Plots of tracking error (Controller b)

图中SA和SB分别表示区域A和B的面积,由积分
的几何意义可知w ∞

0
edτ = SB − SA =

l

4γ
,

有
SB =

l

4γ
+ SA,

而由于边界层厚度µ较小, γ= c(xxx, t)/µ通常是个

较大的数, 故SB ≈ SA, 当初始误差e(0)较大时,
则SA较大, 故SB也较大. 这从误差积分的几何意义
上解释了传统积分滑模产生较大超调的原因.采用
控制器c时的跟踪误差曲线图6所示.

图 6 采用控制器c时的跟踪误差曲线
Fig. 6 Plots of tracking error (Controller c)

同理,w ∞
0

edτ = SB − SA =
l

4γ
+

ė(0) + 4e(0)
4

≈ −9
4
.

在本例中:

SB = 0, SA ≈ − ė(0) + 4e(0)
4

.

虽然没有产生超调,但其上升时间较长,同时也可见
全程滑模的暂态过程和初始条件密切相关,若ė(0)+
4e(0) = 0,则其暂态过程将和采用传统滑模面时一
样; 若ė(0) + 4e(0) > 0, 则其暂态过程比采用传统
积分滑模时更差, 其超调量将很大.采用控制器c时
的跟踪误差曲线图7所示.

图 7 采用控制器d时的跟踪误差曲线

Fig. 7 Plots of tracking error (Controller d)

图7中:

SB − SA =
w ∞

0
g(e)dτ =

l

4γ
,

而由于g(e)对大误差有饱和作用,故SA较小,而SB =

SA +
l

4γ
也较小, 故在消除稳态误差的同时也不会

产生大的超调,具有较好的暂态性能.

6 结结结论论论(Conclusion)
对于一类不确定非线性系统的滑模跟踪控制,提

出了一种非线性积分滑模面, 在此基础上分两种情
形设计了非线性积分滑模控制器滑模控制器: 1)控
制输入无约束时, 所设计的控制器(“等效控制+切
换项”形式)具有传统积分滑模控制能减小稳态误
差的优点,同时又具有良好的暂态性能: 2)控制输入
受限时,所设计的控制器(“饱和控制”)可等效为一
种Anti-Windup线性PD+非线性I控制器. 由仿真算例
可知所设计的滑模控制器的有效性.
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