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摘要:求解分数阶控制系统的关键在于如何快速精确地计算分数阶微分. 针对短记忆法和变步长记忆法的计算
精度和计算复杂性顾此失彼的矛盾,本文提出了一种恒权重记忆法,它不舍弃历史数据,而是采用常值权重后全部
记忆.在每个后继的采样周期,只需把新的数据简单叠加到历史数据上来考虑,从而极大地提高了计算精度和降低
了计算复杂性,且有效地化解了两者之间的矛盾. 数值结果表明恒权重记忆法在分数阶控制系统设计中的可行性
和优越性.
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Abstract: In the computation of fractional order derivatives, the crucial point is to balance the computation speed and
the computation accuracy. The existing short memory principle or variable memory principle helps little in relaxing the
contradiction. To deal with this problem, we proposed an equal-weight memory principle, in which an equal-weight is
applied to all past data in history, and the result is reserved instead of being discarded. In each subsequent sampling
period, only one new data is collected for consideration with the historical data. Therefore, the computation accuracy is
improved and the computation complexity is reduced, thus, the contradiction is effectively relaxed. Results in numerical
examples demonstrate the feasibility and superiority in applying the proposed principle to the design of fractional-order
control systems.

Key words: fractional-order derivatives; digit filters; short memory principle; variable memory principle; equal weight
memory principle

1 引引引言言言(Introduction)
分数阶微积分已有300多年的研究历史. 近30年

其成功应用于诸多工程、科学领域.例如,电化学过
程[1, 2]、热传导[3]、粘弹性材料[4]、分数阶电容[5]等.
随着微处理器技术的飞速发展,分数阶微积分同样
受到了控制学科的高度关注. 分数阶微积分能够
更精确地建立被控对象的动态模型[6∼8] ,以及设计
出较整数阶控制器具有更多自由度的分数阶控制

器[9∼12]的这一特性,使其能进一步提高控制系统的
动态性能.

分数阶控制系统数字实现的关键是分数阶微

分sr(r ∈ R,分数阶微分阶次)的离散近似. 分数阶微
分的离散近似法一般分为间接离散和直接离散.

间接离散, 即在给定的频率带宽内, 先采用整数阶
传递函数对sr的频率特性近似, 然后对整数阶传函
离散化[13] . 直接离散是直接利用发生函数ω(z−1)替
换拉斯变换s, sr = (ω(z−1))r, 对分数阶微分离散.
由于离散后的分数阶微分为无限维数字滤波器,
所以实际设计数字微分器时必须对其采取有限维

近似. 采用连分式展开(continued fraction expansion,
CFE)和幂级数展开(power series expansion, PSE)后,
可分别近似得到IIR滤波器(infinite impulse respon-
se)[14, 15]和FIR滤波器(finite impulse response)[16∼18].
已有许多学者从发生函数的角度,对如何提高数字
滤波器的近似精度进行了研究. 主要有Euler法、
Tustin法、Al-Alaoui法、广义均值法等[15, 16, 19∼21] .
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由于连分式展开法近似分数阶微分时, 其频率
收敛速度快, 且在复频面的收敛范围大, 所以相
应的IIR滤波器在分数阶控制系统的实现中得到
了广泛的运用[15, 16, 21]. 而采用幂级数展开法设计
的FIR滤波器频率收敛速度相对较慢, 所以, 其数值
计算精度需要通过提高滤波器的阶次得以保证. 但
是, 随着滤波器阶次的升高, 数据存储量增大, 其
不利于计算机实现, 且数值计算时间相应变长, 从
而满足不了控制系统的实时性要求. 如何有效地
化解以上矛盾, 一直是控制科学研究者们关注的焦
点[22∼27].

FIR滤波器的设计过程是: 先将发生函数幂级数
展开,然后依据短记忆法[23] 对其进行近似处理. 短
记忆法认为,虽然分数阶微分与过去所有历史信息
相关(无限维系统),但过去很久的历史信息对现在的
影响甚小, 可以忽略(可以用有限维近似). 然而, 实
际应用时发现,随着记忆时长的增加,数值计算的计
算复杂性(时间和空间)变差[22, 24, 25]. 针对短记忆法
未能兼顾计算精度和计算复杂性的这一缺陷,相关
学者提出了变步长记忆法[22] . 变步长记忆法未丢弃
短记忆法舍弃的所有历史信息,而是以变步长(计算
步长为: h, 2h, 3h, · · · )的形式有选择性地记忆,以求
实现计算精度与计算复杂性的平衡. 还有学者提出
了与变步长记忆法类似的对数记忆法[24],是以对数
的形式对历史数据进行记忆.变步长记忆法和对数
记忆法都在一定程度上缓和了两者之间的矛盾, 却
未能彻底解除矛盾. 因为随着微分时间的增加,其同
样需要相应地增加记忆时长以确保计算精度.

本文在短记忆法和变步长记忆法的基础上,提出
了一种恒权重记忆法. 恒权重记忆法未舍弃过去很
久的历史信息,而是对相应的权系数以一常值近似
代替后全盘记忆,从而在计算精度上得到了极大的
提高;同时,由于以恒权重的形式记录过去很久的历
史信息,到下一个采样周期,只需在上一次历史信息
之和的基础上进行简单的递加,就能很好地解决卷
积导致的计算量之大的难题.所以,恒权重记忆法有
效地化解了计算精度和计算复杂性之间的矛盾,为
分数阶控制系统的设计提供了一个有效的途径.

2 数数数值值值计计计算算算方方方法法法(Numerical methods)
分数阶线性定常微分方程的一般形式如下:




Dαnf(t) + an−1D
αn−1f(t) + · · ·+

a1D
α1f(t) + a0D

α0f(t) =

bmDβmu(t) + · · ·+ b1D
β1u(t) + b0D

β0u(t),

αn > αn−1 > · · · > α1 > α0 > 0,

βm > · · · > β1 > β0 > 0.

(1)

初始条件：{
[0Dαn−k−1

t f(t)]t=0 = fk, k = 0, 1, 2, · · · , n− 1,

[0D
βm−l−1
t u(t)]t=0 = ul, l = 0, 1, 2, · · · ,m− 1.

(2)

其中ai(i = 0, 1, · · · , n − 1), bj(j = 0, 1, · · · ,m −
1)为常系数. Dp ≡ 0D

p
t , p > 0,为分数阶微分算子.

0和t分别表示分数阶微积分的上下限. 同整数阶微
分方程类似, 若分数阶微分方程中导数项的最高阶
次为p,则称其为p阶分数阶微分方程. 当p为整数时,
分数阶微分方程即为传统的整数阶微分方程. 方
程(1)中的分数阶微分具有多种分数阶导数定义,此
处采用Grünwald-Letnicov(GL)定义[23],

0D
α
t f(k) = h−α

k∑
j=0

ωα
j f(k − j), (3)

h为采样步长, k =
t

h
,为权重系数,





ωα
0 = 1,

ωα
j = (1− α + 1

j
)ωα

j−1, j = 1, 2, · · · , k.
(4)

将式(3)代入式(1),离散化分数阶微分方程:

h−αn

k∑
j=0

ωαn

j f(k − j) + an−1h
−αn−1

k∑
j=0

ω
αn−1
j ·

f(k − j) + · · ·+ a1h
−α1

k∑
j=0

ωα1
j f(k − j) +

a0h
−α0

k∑
j=0

ωα0
j f(k − j) =

bmh−βm

k∑
j=0

ωαm

j u(k − j) + · · ·+ b1h
−α1 ·

k∑
j=0

ωα1
j u(k − j) + b0h

−α0
k∑

j=0

ωα0
j u(k − j). (5)

化简式(5),得分数阶微分方程的数值解:

f(k) =
m∑

i=0
[bih

−βi

k∑
j=0

ωβi

j u(k − j)]

h−αnωαn

0 +
n−1∑
i=0

[aih−αiωαi

0 ]
−

h−αn

k∑
j=1

ωαn

j f(k−j)+
n−1∑
i=0

[aih
−αi

k∑
j=1

ωαi

j f(k−j)]

h−αnωαn

0 +
n−1∑
i=0

[aih−αiωαi

0 ]
.

(6)

2.1 短短短记记记忆忆忆法法法(Short memory method)
根据GL定义,分数阶微分k时刻微分等于权系数

ωα
j与f(k− j)(j =0, 1, 2, · · · , k)的卷积.下一个采样
周期, 所有历史信息对应的权系数ωα

j发生变化, 从
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而需重新计算k+3次乘法运算和k+1次加法运算.显
然,随时间k的增加,数值运算的计算量趋向无穷大.

据式(4)权系数ωα
j的递推关系式,当

1+α

2
<j时,

| ωα
j |

| ωα
j−1 |

< 1. (7)

即,权系数ωα
j随时间k的增加而收敛于0 [23].

基于系数ωα
j的快速收敛性, 短记忆法认为很久

以前的历史信息可以舍弃[23],

0D
α
t f(k) ≈ t−LDα

t f(k) = h−α
l∑

j=0

ωα
j f(k − j). (8)

其中l = [
L

h
], L表示有效的历史时长(记忆时长). 显

然,短记忆法将f(k− l− 1), f(k− l− 2), · · · , f(1),
f(0)历史信息都忽略不计. Podlubny[23]证明了对于

给定的误差ξ,记忆时长满足以下约束条件:

(
M

ξ | Γ (1− α) |)
1
α 6 L. (9)

M表示f(t)在区间[0, t]上的上限值; Γ (x)为伽马函
数, x ∈ R.

虽然,被舍弃的历史信息的权系数ωα
j很小,但随

着时间k的增加,累计误差越来越大,最终超过给定
的误差限.所以, 为了保证计算精度, 必须增加记忆
时长L. 但随着记忆时长L的增加, 其计算复杂性逐
渐变差, 因而不能满足分数阶控制系统的实时性和
数据存储量要求. 所以,短记忆法不能兼顾计算精度
和计算复杂性.

2.2 变变变步步步长长长记记记忆忆忆法法法(Variable memory method)
针对以上难题,在短记忆法的基础上,变步长记

忆法认为[22,24],

0D
α
t f(k) ≈ h−α

l∑
j=0

ωα
j f(k − j) +

h−α
r∑

j=1
ωα

l+
j(j+1)

2
f(k − l − j(j + 1)

2
).

(10)

其中
j(j + 1)

2
= k− l.比较式(10)(8),变步长记忆法

较短记忆法增加了第2项,未将短记忆法舍弃的历史
信息全部丢弃, 而是以变步长的形式有选择性地记
忆.由于变步长记忆法较短记忆法记忆的历史信息
量大,所以计算精度有所提高; 同时,新增历史信息
所带来的计算量并不很大.即,变步长记忆法通过牺
牲一定的计算复杂性来提高计算精度.变步长记忆
法仅仅缓和了两者之间的矛盾, 却未能将其彻底消
除.

2.3 恒恒恒权权权重重重记记记忆忆忆法法法(Equal weight memory method)
为了彻底化解计算精度和计算复杂性之间的矛

盾, 本文提出了一种较变步长记忆法更有效的数值
近似计算方法–恒权重记忆法.

卷积形式是全记忆法(本文将直接由GL定义计
算分数阶微分的方法称为全记忆法)计算复杂性差
的关键所在. 短记忆法从权系数ωα

j的收敛性入手,
直接将很久以前的历史信息舍弃, 很好地解决了计
算复杂性的问题.仍然以权系数ωα

j的收敛性为切入

点,进一步分析发现,随着j的增加, ωα
j不仅收敛于0,

还存在以下近似关系:

ωα
j ≈ ωα

j−1, α + 1 ¿ j. (11)

如果让很久以前历史信息的权系数都近似相等, 则
可以有效地解除卷积关系,且能保证历史信息的完
整性. 恒权重记忆法表示为:

0D
α
t f(k) ≈

h−α
l∑

j=0

ωα
j f(k−j)+h−αCk

k−l∑
j=1

f(k−k−j). (12)

Ck为恒权重系数,

Ck =

k−l∑
j=1

ωα
l+j

k − l
. (13)

到下一个采样时刻(k + 1)时,由于式(12)的第1项权
系数均发生了变化, 需全部重新计算.但第2项存在
以下递推关系式:



k+1−l∑
j=1

f(k+1−l−j)−
k−l∑
j=1

f(k−l−j)=f(k−l),

(k + 1− l)Ck+1 − (k − l)Ck = ωα
k+1.

(14)

所以,在计算复杂性方面,恒权重记忆法仅比短
记忆法多一次式(14)所示的递推运算.但所有历史信
息都得以记忆,因而计算精度有很大的提高.

3 数数数值值值结结结果果果(Numerical results)
下面以一类最基本的分数阶线性定常微分方程

为例, 从计算精度和计算复杂性两个角度对短记忆
法、变步长记忆法和恒权重记忆法的性能进行比较:{

0D
α
t f(t) = u(t), t ∈ [0, T ],

f(0) = f0, 0 < α 6 1.
(15)

对式(15)离散化,以上3种计算方法的数值解分别为:

f(k) = hαu(k)−
l∑

j=1

ωα
j f(k − j), (16)

f(k) = hαu(k)−
l∑

j=1

ωα
j f(k−j)−

r∑
j=1

ωα

l+
j(j+1)

2
f(k − l − j(j + 1)

2
),

(17)
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f(k) = hαu(k)−
l∑

j=1

ωα
j f(k−j)−

k−l∑
j=1

ωα
l+j

k − l

k−l∑
j=1

f(k − l − j). (18)

对以上数值计算作如下规定和说明: 1) 采样步
长h设为5 ms(采样步长对数值计算精度的影响本文
不作讨论); 2)分数阶微分阶次α取0.5; 3)数值计算
的硬件平台为奔腾(R)双核处理器、2G内存的PC机.

以全记忆法为基准, 式(16)∼(18)数值近似解具
有一个共同的特点,即计算精度不仅与权系数ωα

j的

取舍和近似有关, 而且还与函数f(t)的单调性有关.
(因为也可以视函数f(t)为分数阶微分的“权重”).
所以, 下面分别从函数f(t)为常值函数、单调递增
函数、单调递减函数以及非单调时变函数4种情况
加以讨论. 以下给出4种情况下系统输入输出(解析
解)之间的对应关系[23, 28]:

u(t) =
75t−0.5

Γ (2.5)
, f0 = 100, f(t) = 100, (19)

u(t) =
200Γ (2.5)

3
, f0 = 0, f(t) = 100t0.5, (20)

u(t) =
4

3Γ (2.5)
, f0 = 100, f(t) = t−0.5, (21)





u(t) =
75t−0.5

Γ (2.5)
+ 200J0(2

√
30t), f0 = 100,

f(t) = 100 +
200 sin(2

√
30t)√

30π
.

(22)

在式(22)中, J0(∗)表示阶次为0的第1类贝赛尔函数

J0(z) =
∞∑

k=0

(−z2

4
)k

2k!
. (23)

3.1 计计计算算算精精精度度度比比比较较较(Comparison of accuracy)

设数值计算的记忆时长L = 0.4 s,图1显示了3种
近似计算方法以及全记忆法的数值解. 3种快速数
值近似计算方法相对于全记忆法的相对误差如

图2所示.在所有情况下, 恒权重记忆法的计算精度
均比短记忆法和变步长记忆法高很多. 特别是当函
数f(t)为常值函数和非单调时变函数时, 恒权重记
忆法与变步长记忆法的最大相对误差的百分比分别

仅为0.30%和2.34%.

图 1 分数阶线性定常微分方程的数值近似解

Fig. 1 Numerical approaches of fractional-order linear constant differential equation



第 5期 曹红亮等: 面向控制的分数阶微分模型的快速数值计算 719

图 2 3种数值近似计算方法相对于全记忆法的相对误差

Fig. 2 Relative error of the three numerical approximate methods

3.2 计计计算算算复复复杂杂杂性性性比比比较较较(Comparison of complexity)
以上短记忆法和变步长记忆法的相对误差都

很大, 不能满足数值计算精度的要求(见图2). Pod-
lubny已证明增大记忆时长L可以提高计算精度[23].
图3显示了在最大相对误差为1%时, 3种快速数值近
似计算方法的计算复杂性(每个采样周期,分数阶微
分方程的数值求解时长). 各种数值近似计算方法相
应的记忆时长和最大计算时间如表1所示.

表 1 最大相对误差为1%时, 3种数值近似计算方
法的记忆时长和最长计算时间

Table 1 Memory time and maximum computing time
of three numerical approximate methods
with the maximum relative error of 1%

短记忆法 变步长记忆法 恒权重记忆法
函数

MT/s CT/μs MT/s CT/μs MT/s CT/μs

CF 1.765 7.080 1.730 7.190 0.030 1.025
MIF 1.510 6.145 1.465 6.445 0.820 3.940
MDF 1.935 7.554 1.915 7.845 1.345 5.590

NMFV 1.760 7.210 1.715 7.290 0.390 2.465

其中：MT表示记忆时长(s), CT表示计算时间
(μs), CF表示常值函数, MIF表示单调递增函数,
MDF表示单调递减函数, NMFV表示非单调时变
函数.

同计算精度比较的情况类似,无论函数f(t)的单

调性如何,恒权重记忆法的计算时间均要优于短记
忆法和变步长记忆法. 当函数f(t)为常值函数时,恒
权重记忆法的最大计算时长仅约为其他两种计算方

法的1/7. 在4种不同单调性的情况下,恒权重记忆法
的记忆时长均为最短,相应的计算时长和数据存量
也最小. 所以,其计算复杂性最优.

图2和图3也表明了函数f(t)的单调性对数值近
似计算性能的影响. 对于短记忆法和变步长记忆
法, 依计算性能其由低到高的顺序为: 单调递减函
数、常值函数、非单调时变函数、单调递增函数.其
原因可解释为:当函数f(t)单调递减时,很久以前的
历史信息相对于近期的历史信息大很多(即可以理
解为其“权重”很大),直接舍弃势必导致很大的截
断误差. 相反, 当函数f(t)单调递增时, 很久以前的
历史信息相对于近期的历史信息小很多,全部舍弃
导致的截断误差也对较小. 恒权重记忆法未将很久
以前的历史信息舍弃,而是对相应的权重系数ωα

j做

了近似处理后再全部记忆.其计算性能由低到高的
顺序为:单调递减函数、单调递增函数、非单调时变
函数、常值函数. 特别是当函数f(t)属于后两种情况
时,其表现出优异的计算性能,能够快速准确地计算
出系统输出.同时,由于实际分数阶系统的输出不为
单调递增或单调递减,所以,本文所提出的恒权重记
忆法很好地顺应了实际分数阶系统快速准确计算的

要求.
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以上结论是在t ∈ [0, 2] s的情况下得到的. 在实
际应用中,当时间t无限增大时,恒权重记忆法相对
于短记忆法和变步长记忆法的优越性体现得更为

明显,且能满足实际系统快速准确计算的要求.
为了准确求解分数阶系统的输出, 必须有足够

长的记忆时长L保证计算精度.但是,记忆时长的无
限增加, 势必导致计算时长和数据存储量溢出. 以
非单调时变函数为例, 表2显示了当记忆时长增加
至1500 s时(t ∈ [0, 2000] s), 短记忆法和变步长记忆
法所对应的最大相对误差和最长计算时间.

显然, 两者的计算时间均溢出(大于系统的采样
周期5ms). 但恒权重记忆法只需将记忆时长L增

至100 s, 就能使计算精度达到0.12%, 且计算时间

仅0.36 ms. 图4显示了,当L=100 s时, 3种近似计算方
法的数值结果.

表 2 当L=1500 s时,短记忆法和变步长记忆法
的计算性能

Table 2 Calculated performance of short memory
principle and variable memory principle
with L = 1500 s

ME/% LT/ms

短记忆法 4.19 5.78
变步长记忆法 4.16 5.85

表中, ME表示最大相对误差(%), LT表示最长计
算时间(ms).

图 3 最大相对误差为1%时,分数阶微分方程数值求解计算时长

Fig. 3 Time for solving fractional-order differential equation with the maximum relative error of 1%

图 4 当L = 100 s时,分数阶微分方程的数值近似解

Fig. 4 Numerical solutions of fractional-order differential equation with L = 100 s
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4 结结结论论论(Conclusions)
本文在短记忆法和变步长记忆法的基础上,提

出了恒权重记忆法. 恒权重记忆法在计算精度和
计算复杂性上都有很大的提高, 并有效地化解了
两者顾此失彼的矛盾. 恒权重记忆法的快速性和
准确性, 为分数阶控制系统的实现奠定了强有力
的基础. 数值结果表明,数值近似计算的精度和复
杂性在一定程度上还受系统输出单调性的影响.
如何将其影响降至最低是值得继续研究的问题.
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