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摘要:由目标跟踪过程中出现的实际情形提出一类新的离散系统待机控制问题.将系统跟踪中断(控制失败)概率
这一关键性指标转化为一组由滞留时间、超差时间以及随机穿越周期等构成的超差特征量指标集的约束;推导出
带状目的域下超差特征量指标的解析表达式,研究了其与区域极点指标之间的相容性条件;当上述指标相容时,利
用线性矩阵不等式(LMI),采用差分进化算法(DE)对待机控制策略进行满意优化求解;最后通过一个算例验证了所
提方法的有效性.
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Opportunity-awaiting control for linear discrete-time systems with
constraints on exceeding tolerance characteristic indices
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Abstract: Based on the practical situation in target tracking process, an opportunity-awaiting control scheme for a class
of linear discrete-time systems with constraints on exceeding tolerance characteristic (ETC) indices is put forward. First,
the tracking interruption (control failure) probability is transformed to a set of ETC indices including the residence time,
exceeding tolerance time and the random passage period time. Secondly, formulas of the ETC indices on the zonal target
area are derived, and the consistency of the circular pole index and ETC indices is analyzed. When the above indices are
consistent, a differential evolution (DE) algorithm is employed together with linear matrix inequality(LMI) method to find
a satisfactory control strategy. Finally, a numerical example is presented to illustrate the proposed method.
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1 引引引言言言(Introduction)
实际工程中的控制系统,常常是一类具有目的域

的控制系统,所谓目的域是指:雷达跟踪系统中具有
针状或扇状的波束、光电跟踪系统中的图像跟踪视

窗、空中加油系统的受油漏斗截面等. 这类控制系
统的特点是,当且仅当被控量被引入设定的目的域,
才认为满足控制要求,并可执行预定的控制任务;否
则,认为控制是无效的. 因此,在设计该类系统的控
制策略时,不仅要满足常规的性能指标要求(如快速
性、系统精度、对结构摄动及外扰的鲁棒性等),还必
须考虑被控量对期望区域的滞留和随机穿越特性.
国内外已有一些学者对此展开了研究,文献[1, 2]分
别讨论了力场系统和机械系统环境下滞留时间的统

计特性和求解问题, 但未涉及控制问题; 文献[3]针
对Hamiltonian系统在白噪声作用下的最优滞留时间
控制问题进行了研究,文献[4, 5]给出了最优滞留时

间控制问题的对称解,并考虑了随机混杂系统最优
滞留时间的控制问题,但上述文献中的目标函数仅
仅是要求被控量在目的域内的滞留时间均值尽可能

大,因而还是属于单指标的优化课题,且当被控量对
目的域出现穿越时,无法进行求解.

满意控制[6]认为,实际控制过程中追求的不应是
满足某种单一指标的唯一最优或次优解,而是多个
性能指标相容区域内尽可能大的控制策略解集. 文
献[7]依据这一思想, 将滞留时间、待机时间和随机
穿越周期等待机性能指标纳入满意控制的目标函数

集中,首次提出了待机控制的概念和基本命题,为随
机控制与估计问题的研究开创出一个崭新的方向;
文献[8, 9]分别讨论了二维矩形和椭圆形目的域下的
待机控制问题,分析了期望指标集的相容性,并给出
了反馈控制策略的求取方法; 文献[10]基于边界穿
越定理,研究了待机特征量指标约束下的满意PID控
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制问题.随着满意待机控制理论研究的深入,需要将
越来越多实用且能充分表征实际系统性能的指标纳

入期望指标集,此时若仍然沿用以上文献中常见的
矩阵分解–广义逆以及线性矩阵不等式(LMI)方法求
解将会遇到很大困难,因此探寻有效求取满意控制
策略的方法也十分必要.
本文在现有待机控制理论研究成果的基础上,

深入考虑一类跟踪系统中出现的实际情形: 以光电
图像跟踪系统为例, 一旦目标进入跟踪视窗(目的
域)内,即可通过图像取差器获取目标相对于光轴的
高低和方位角,从而确定目标坐标;而目标一旦离开
跟踪视窗,就意味着目标的丢失.此时, 若目标重新
进入跟踪视窗的等待时间不长, 则可以用外推值替
补丢失的目标信息以维持跟踪, 谓之跟踪过程的有
效恢复,否则即为跟踪失败. 因此,本文以降低跟踪
中断(控制失败)概率为出发点, 首次将一组以超差
特征量指标集描述的、基于超差时间和频率的概率

特征量纳入离散系统待机指标集中进行研究,进一
步丰富了满意待机控制问题的内涵.

2 超超超差差差特特特征征征量量量指指指标标标的的的相相相关关关概概概念念念(Concepts
of the exceeding tolerance characteristic in-
dices)
首先简单回顾待机控制中的有关术语[7],在此基

础上引出超差特征量指标的基本概念.
设{Z(k), k = 0, 1, 2, · · · }是采样间隔为T的离

散随机序列, Ω(k)为与Z(k)同维的目的域.

定定定义义义 1 若Z(k) ∈ Ω(k), 则称Z(k)为滞留(非
超差)状态;反之,若Z(k) /∈ Ω(k),称Z(k)为超差(漏
检)状态. 假使Z(k)为控制系统的误差序列, 由于目
的域Ω(k)的存在,将使得控制任务成功与失败的时
机交替出现. 以一维随机序列为例, 其对水平直线
带Ω = [ad au]的穿越过程如图1所示.

图 1 一维随机序列对目的域的穿越过程

Fig. 1 Random passage process on zonal target area

为便于叙述, 记滞留状态为“0”、超差状态为
“1”,作示性函数:

Ψ(k) =

{
0, Z(k) ∈ Ω(k),

1, Z(k) /∈ Ω(k).
(1)

定定定义义义 2 若Ψ(k) = 1且Ψ(k + 1) = 0,称k时刻

为负穿越时刻; 而若Ψ(k) = 0且Ψ(k + 1) = 1, 则
称k时刻为正穿越时刻.

定定定义义义 3 正穿越时刻与下一个负穿越时刻之间

的时间间隔为超差时间,记为Tout;负穿越时刻与下
一个正穿越时刻之间的时间间隔为非超差时间, 又
称滞留时间,记为Tin.

定定定义义义 4 相邻的超差时间与滞留时间组成一个

随机穿越周期,记为Tch,显然Tch = Tout + Tin.

对于一个样本函数,所有的Tin, Tout和Tch构成了

滞留时间序列{Tin,i}、超差时间序列{Tout,i}以及穿
越周期序列{Tch,i}, i = 1, 2, · · · . 显然,它们均为离
散随机变量序列,统称为离散随机穿越序列.
以NadT表示系统的允许超差时间. 对于实际跟

踪系统而言,一旦出现超差,一般可以由一段时间的
有效外推维持跟踪;而只有当Tout>NadT时,才认为
跟踪中断(控制失败). 因此, 跟踪中断概率P{Tout>

NadT}是跟踪系统中的一项关键性指标, 其可以转
化为一组超差特征量指标的约束:{

P{Tch 6 NadT} > Pch,ad,

P{Tout 6NadT | Tch >NadT}>Pout,ad.
(2)

式中: Pch,ad, Pout,ad为满足系统设计指标要求的允

许概率值. 上式的直观意义在于: 被控对象的随机
穿越周期Tch以满足系统设计指标要求的概率值小

于NadT ;当此条件不被满足时,要求超差时间Tout小

于NadT的概率值达到系统设计要求指标.满足此要
求的控制系统,即使出现超差,也能通过有效的外推
技术使跟踪过程以满足系统设计指标要求的概率得

到有效恢复,从而降低了跟踪中断概率,改善了控制
品质.

3 待待待机机机控控控制制制问问问题题题的的的描描描述述述(Descriptions of the
opportunity-awaiting control problem)
跟踪系统往往由一个两自由度(方位和高低)旋

转平台构成,通常情况下,方位与高低控制系统是解
耦的. 由于系统的稳定性和结构特征与输入信号无
关,因此对给定运动的跟踪问题和调节问题总是可
以用统一的方法来研究,现不失一般性,考虑其中一
个解耦子系统的调节问题:




X(k + 1) = AX(k) + Bu(k) + Dw(k),

x(k) = (1, 0, 0, · · · , 0)X(k) = C1X(k),

x(k−1)=(0, 1, 0, · · · , 0)X(k)=C2X(k).

(3)

式中: A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×1, D ∈ Rn×1为已知常数

阵, w(k)为零均值单位白噪声序列, 其强度W > 0.
为便于推导,此处已将系统的状态变量规范为

X(k) = [x(k) x(k − 1) · · · x(k − n + 1)]T.
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假设(A,B)可稳, (A,D)可扰. 对于线性定常系
统而言,常常通过把极点配置在某个特定的区域内,
从而确保闭环系统具有期望的暂态性能.因此,本文
待机控制的设计目的是求取状态反馈控制律:

u(k) = GX(k), G ∈ ϕ, (4)

使得闭环系统

X(k + 1) = (A + BG)X(k) + Dw(k) (5)

同时满足如下性能指标:

1) 闭环系统极点Λ(Ac) ⊂ F (q, r);

2) P{Tch 6 NadT} > Pch,ad;

3) P{Tout 6 NadT | Tch > NadT} > Pout,ad.

其中: ϕ为给定的有界矩阵集, 通常由控制器件
的物理特性确定; Ac = A+BG; F (q, r)表示复平面
上单位圆内中心在q + j0、半径为r的圆盘(0 6 |q|+
r < 1).

定定定义义义 5 给定圆盘 F (q, r) 以及允许超差时间
NadT ,若存在反馈增益阵G ∈ ϕ,使得性能指标1)∼
3)同时满足, 则称超差特征量指标集与圆形极点区
域指标F (q, r)相对于系统(5)是相容的,简称超差特
征量指标与极点指标相容.

4 主主主要要要结结结果果果(Main results)
设x(k) ∈ R1为各态历经、零均值、相邻两点间

相关系数为rx、方差为σ2
x的正态随机序列,由其分布

的平稳不变性可知: 在任意采样瞬时, x(k)在目的域
内外的概率是保持不变的,即




P{x(k) ∈ Ω} = α0 =
w

x(k)∈Ω
f [x(k)]dx(k),

P{x(k) /∈ Ω} = α1 =
w

x(k)/∈Ω
f [x(k)]dx(k).

(6)

其中f [x(k)]为x(k)的概率密度函数:

f [x(k)] =
1√

2πσx

exp[−x2(k)
2σ2

x

]. (7)

从宏观上看, x(k)在任意时刻位于目的域内外的
概率是不变的;但在微观上,每个采样瞬时x(k)均会
在不同区域间发生转移.

定定定义义义 6 由k时刻到k +1时刻, x(k)在目的域内
外的概率转移系数为[11]

P{x(k + 1) ∈ Ω|x(k) ∈ Ω} = P00[x(k)], (8a)

P{x(k + 1) /∈ Ω|x(k) ∈ Ω} = P01[x(k)], (8b)

P{x(k + 1) ∈ Ω|x(k) /∈ Ω} = P10[x(k)], (8c)

P{x(k + 1) /∈ Ω|x(k) /∈ Ω} = P11[x(k)]. (8d)

若记x(k)的条件概率密度函数为

f [x(k + 1)|x(k)] =
1√

2π(1− r2
x)σx

exp{− [x(k + 1)− rxx(k)]2

2σ2
x(1− r2

x)
}.

(9)

将式(9)代入式(8)中细心推导, 不难得出带状目
的域Ω = [ad au]下4个概率转移系数的表达式:

P00(x) =
1
α0

w au

ad

1√
2πσx

[Φ(
au − rxx(k)√

1− r2
xσx

)−

Φ(
ad − rxx(k)√

1− r2
xσx

)]exp[−x2(k)
2σ2

x

]dx(k),

(10)

P01(x) =
1
α0

w au

ad

1√
2πσx

[1 + Φ(
ad − rxx(k)√

1− r2
xσx

)−

Φ(
au − rxx(k)√

1− r2
xσx

)]exp[−x2(k)
2σ2

x

]dx(k),

(11)

P10(x) =
1
α1

{
w ad

−∞
1√

2πσx

[Φ(
au − rxx(k)√

1− r2
xσx

)−

Φ(
ad − rxx(k)√

1− r2
xσx

)]exp[−x2(k)
2σ2

x

]dx(k) +

w ∞
au

1√
2πσx

[Φ(
au − rxx(k)√

1− r2
xσx

)−

Φ(
ad − rxx(k)√

1− r2
xσx

)]exp[−x2(k)
2σ2

x

]dx(k)},

(12)

P11(x) =
1
α1

{
w ad

−∞
1√

2πσx

[1 + Φ(
ad − rxx(k)√

1− r2
xσx

)−

Φ(
au − rxx(k)√

1− r2
xσx

)]exp[−x2(k)
2σ2

x

]dx(k) +

w ∞
au

1√
2πσx

[1 + Φ(
ad − rxx(k)√

1− r2
xσx

)−

Φ(
au − rxx(k)√

1− r2
xσx

)]exp[−x2(k)
2σ2

x

]dx(k)},

(13)

式中Φ(x) =
1√
2π

w x

−∞
e−x2/2dx.

显然,
P00(x) + P01(x) = 1,

P10(x) + P11(x) = 1,

α0P01(x) = α1P10(x).

引引引理理理 1 超差时间Tout、滞留时间Tin和随机穿

越周期Tch分别服从以下分布
[11]:

P{Tout = mT} = P10(x)Pm−1
11 (x), (14)

P{Tin = mT} = P01(x)Pm−1
00 (x), (15)
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P{Tch = nT} =
P10(x)P01(x)

P00(x)− P11(x)
· [Pn−1

00 (x)− Pn−1
11 (x)], (16)

其中: m > 1, n > 2.

定定定理理理 1 对于给定的允许超差时间NadT ,超差
特征量指标集的解析表达式分别为

P{Tch 6 NadT} =
P10(x)P01(x)

P00(x)− P11(x)
{[1− PNad−1

00 (x)]
P00(x)
P01(x)

−

[1− PNad−1
11 (x)]

P11(x)
P10(x)

}, (17)

P{Tout 6 NadT |Tch > NadT} =

1− PNad
11 (x)

1− P{Tch 6 NadT} . (18)

证证证 将超差时间的分布式(14)对m = 1到m =
Nad求和,即

Nad∑
m=1

P{Tout = mT} = P{Tout 6 NadT} =

P10(x)
1− PNad

11 (x)
1− P11(x)

= 1− PNad
11 (x). (19)

同理, 对随机穿越周期分布由n = 2到n =
Nad求和,可得式(17).

再由式(2)有

P{Tout 6 NadT |Tch > NadT} =
P{Tout 6 NadT} − P{Tch 6 NadT}

1− P{Tch 6 NadT} , (20)

代入式(17)和式(19),即可得到式(18). 证毕.

显然, 对于固定目的域边界Ω = [ad au]的平稳
正态过程x(k)而言, 式(17)(18)的值可由常数σx, rx

唯一确定.

定定定理理理 2 闭环系统(5)存在反馈增益阵G ∈ ϕ使

得性能约束1)∼3)同时满足, 当且仅当存在正定矩
阵Q,P ,使得不等式(21)∼(23)及等式(24)成立:

Pch,ad − P{Tch 6 NadT} < 0, (21)

Pout,ad−P{Tout 6NadT |Tch >NadT}<0, (22)[
−rQ AcQ− qQ

QAT
c − qQ −rQ

]
< 0, (23)

AcPAT
c + DWDT = P. (24)

其中: σ2
x = C1PCT

1 , rx = C1PCT
2 · σ−2

x .

证证证 由文献 [12], 闭环系统 (5) 满足性能指标1)
的充分必要条件是不等式 (23) 成立; 再依据离散
Lyapunov稳定性理论及定理1不难得出上述定理的
剩余结论. 证毕.

可以看出, 对于任意给定的反馈增益阵G ∈ ϕ,

不等式(23)退化为LMI,但其未必有正定解Q. 为此,
引入松弛变量[13]t,并记η为闭环系统(5)渐近稳定时
反馈增益阵G的取值范围.

定定定理理理 3 存在反馈增益阵G ∈ ϕ ∩ η,使得闭环
系统(5)同时满足性能指标1)∼3)的充分必要条件是
约束优化问题(25)∼(27)存在可行解Q > 0及t∗(G)
< 0:

t∗(G) = min t,

s.t.

Pch,ad − P{Tch 6 NadT} < t, (25)

Pout,ad−P{Tout 6NadT |Tch >NadT}<t, (26)[
−rQ AcQ− qQ

QAT
c − qQ −rQ

]
< tI. (27)

证证证 充分性显然成立,再证必要性. 假设存在状
态反馈G∗ ∈ ϕ ∩ η使得性能约束1)∼3)同时满足,由
定理2可知对于任取的t0 < 0,存在充分小的正数λ,
使得

Pch,ad − P{Tch 6 NadT} − λt0 < 0,

Pout,ad−P{Tout 6NadT |Tch >NadT}−λt0 <0,[
−rQ A∗

cQ− qQ

QA∗T
c − qQ − rQ

]
− λt0I < 0

存在正定解Q,其中A∗
c = A + BG∗. 因此, (λt0, G

∗,
Q)是约束优化问题(25)∼(27)的一个可行解,显然有
t∗(G) 6 λt0 < 0. 证毕.

推推推论论论 1 闭环系统(5)存在反馈增益阵G∈ϕ ∩ η

使得性能指标1)∼3) 同时满足, 其充分必要条件是
下确界t̄ = inf

G∈ϕ∩η
t∗(G) < 0.

显然,上述推论中的优化问题是非凸的,很难用
单一的LMI方法求解. 随机搜索算法(包括遗传算
法、模拟退火算法等)因其具有的较强全局搜索能
力和收敛速度,成为处理该类问题的一种有效解法,
本文结合差分进化算法(DE)[14]和内点法对优化问

题(25)∼(27)进行求解,具体步骤如下:

Step 1 令 j = 0, 在 ϕ ∩ η 内随机初始化种群

Gj
p = [Gj

1 Gj
2 · · · Gj

Np
], Np为种群规模;种群个体

Gj
i = [Gj

i,1 Gj
i,2 · · · Gj

i,nd
]用于描述优化变量G,

nd为G的维数;

Step 2 对j时刻的每一个个体Gj
i , 计算函数值

t∗(Gj
i ). 此时, 不等式(25)∼(27)退化为一组LMI, 可

以应用成熟的内点法(如MATLAB中LMI工具箱的
mincx函数)进行求解.

若t∗(Gj
i ) < 0或j > jmax(jmax为最大进化代数),

结束迭代, 且若t∗(Gj
i ) < 0则此时Gj

i是一个使闭环

系统(5)同时满足性能指标1)∼3)的状态反馈增益;否
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则,转Step 3;

Step 3 依据式(28)产生变异个体:

V j+1
i = Gj

r1
+ F (Gj

r2
−Gj

r3
). (28)

式中: r1, r2, r3 ∈ {1, 2, · · · , Np}是随机选择的3个
互不相同的整数,且与i不同; F为比例因子,经验取
值范围为[0.4, 1],此处为改善DE算法的鲁棒性和有
效性,取F = a + b · rand(0, 1)[15],其中rand(0, 1)表
示[0, 1]之间均匀分布的随机数, a, b是大于零的实

数,且a + b < 1;

Step 4 利用式(29)对父代个体Gj
i和变异个体

V j+1
i 进行交叉,生成实验个体U j+1

i :

U j+1
i,k =

{
V j+1

i,k , rand(0, 1) 6 Cr或 k = r(i),

Gj
i,k, 其他.

(29)

其中: r(i) ∈ {1, 2, · · · , nd}为随机选择的整数,
以保证子代与父代个体至少有一个分量不相同;
Cr ∈ [0, 1]是交叉概率;

Step 5 若新生成的实验个体U j+1
i /∈ ϕ ∩ η,转

Step 3;否则,采用“贪婪”选择机制:

Gj+1
i =

{
U j+1

i , t∗(U j+1
i ) < t∗(Gj

i ),

Gj
i , 其他.

(30)

即如果实验个体优于父代,则其将被选择,并成为下
一代种群中的个体Gj+1

i ,再令j = j + 1转Step 2.

5 算算算例例例(Numerical example)
取系统(3)中的系数矩阵为

A=




1.5 2 1.3
1 0 0
0 1 0


 , B=




2.3
1.6
0


 , D=



−1.5

3
0


 ,

噪声强度W = 1, 系统采样间隔T = 0.2 s, 目的
域Ω = [−2, 2],允许超差时间NadT = 0.8 s,有界反
馈增益集ϕ = {G ∈ R1×3 : |G(i)| 6 100}. 需要求
取状态反馈阵G ∈ ϕ, 使得闭环系统(5)满足如下性
能指标约束:

1) 闭环极点分布于圆盘F (0.2, 0.5)内;

2) 超差特征量期望值Pch,ad = 0.5;

3) Pout,ad = 0.5.

在进行DE优化计算时,选取初始种群规模Np =
15; 交叉概率 Cr = 0.4; 比例因子 F = 0.4 +
0.3rand(0, 1), 经由12代进化后, 得到一个满意的
状态反馈增益阵G = [−0.0777 0.3607 − 0.6237];
此时相应的函数值t∗(G) = −0.0567; 闭环极点位
于[0.1046 0.2690 ± 0.1662j]. 通过式(6)及式(24)可
得,系统输出方差σ2

x = 12.4289,相邻两点间相关系
数rx = 0.5157,任一瞬时x(k)滞留概率与超差概率

的理论值分别为α0 = 0.4295, α1 = 0.5705. 因此,
由定理1不难计算, 超差特征量的理论值P{Tch 6
NadT} = 0.6008, P{Tout 6 NadT | Tch > NadT}=
0.6490.

依据上述仿真条件,单位白噪声输入下闭环系统
的响应曲线如图2所示.

图 2 单位白噪声输入下的系统响应

Fig. 2 System response in case of white noise

若将图2中生成的{x(k), k = 0, 1, 2, · · · }作为随
机样本,则可计算出样本的统计特征量,其中: 系统
输出方差σ̂2

x = 13.2854; 相邻两点间相关系数r̂x =
0.5137; 滞留概率与超差概率 α̂0 = 0.4168, α̂1 =
0.5832;超差特征量指标的统计实测值分别为P̂{Tch

6 NadT}= 0.5996, P̂{Tout 6 NadT | Tch > NadT}
= 0.6272. 通过与理论分析结果的比对可知,两者基
本一致,均满足闭环系统对超差特征量指标的约束,
充分验证了所提方法的有效性.

6 结结结论论论(Conclusions)
本文首次将一组包含超差特征量的待机性能指

标纳入到离散系统满意控制的目标函数集中进行研

究,推导了带状目的域下超差特征量指标的数学表
达式,并分析了其与极点区域指标的相容性问题;通
过将DE与LMI方法相结合设计了一种混合算法,用
以对状态反馈增益进行有效求解, 数值算例表明了
文中方法的有效性.
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