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摘要:本文研究控制输入饱和受限情况下不确定系统的滑模控制问题,其中,被控对象同时存在状态矩阵不确定
性和控制增益矩阵不确定性. 设计了一种积分型切换面和一个具有特殊结构的滑模控制律,可以在参数不确定和
控制受限影响下保证系统状态轨迹有限时间内到达指定的切换面,利用等价控制律方法给出了滑模动态渐近稳定
的充分条件.数值仿真例子验证了本文算法的有效性.
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Sliding-mode control for uncertain systems with input saturation
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Abstract: The sliding-mode control for uncertain time-delay systems with input saturation is considered. There exist in
these systems uncertainties in both state matrix and input matrix. An integral sliding surface is constructed, and a special
sliding-mode controller is designed such that the state trajectories can be driven onto the specified sliding surface in a finite
period of time in spite of the effects of both the parameter uncertainties and input saturation. By means of the equivalent
control law, a sufficient condition is given to guarantee the asymptotic stability of the sliding motion. An example is
provided to illustrate the effectiveness of the proposed method.
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1 引引引言言言(Introduction)
由于实际控制系统不可避免地受到各种不确定

性的影响,因此,对参数不确定性和外部干扰具有良
好鲁棒性的滑模控制方法受到广泛关注和应用[1,2].
另一方面, 控制元件的物理限制导致执行器通常会
存在非线性特征(如饱和、死区、继电特性等), 不仅
可能导致系统性能下降或失稳, 同时也增加了控制
器设计的难度. 因此, 关于控制输入受限情况下控
制系统的分析与综合问题一直是控制领域的热点问

题,并且近年来关于该类系统的滑模控制问题也开
始受到许多研究者的关注, 并取得了一些有意义的
研究成果[3∼7]. 然而, 值得注意的是, 上述工作仅仅
考虑了系统存在状态矩阵不确定性的情况, 而对于
同时存在状态参数和输入参数不确定性时控制受限

系统的滑模问题还未见到相关报道,特别是,已有的
关于状态参数不确定系统的滑模控制结果不能简单

地被推广到上述系统中.

基于上述讨论,本文研究控制输入饱和受限情况
下不确定系统的滑模控制问题.被控系统的不确定
性同时存在于状态矩阵和控制输入矩阵中. 本文设
计一种积分型切换面, 给出了滑模动态渐近稳定的
充分条件,证明了所设计的滑模控制律能够保证系
统状态轨迹在有限时间内到达指定的切换面. 理论
证明和数值仿真都表明了本文所提算法的有效性.
同时,从文中将会看到,输入矩阵不确定性的存在增
加了滑模控制设计过程的难度.

2 系系系统统统描描描述述述(Systems description)
考虑下面的控制输入饱和受限的不确定状态时

滞系统:



ẋ(t)=(A + ∆A(t))x(t) + (Ad+

∆Ad(t))x(t−d)+(B+∆B(t))φ(u(t)),

x(t)=ϕ(t), t ∈ [−d, 0],
(1)
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其中: x(t) ∈ Rn为状态向量, u(t) ∈ Rm为控制输入,
A,Ad和B为已知具有适当维数的常数矩阵, ∆A(t),
∆Ad(t)和∆B(t)为系统参数不确定性. d > 0为状
态时滞, ϕ(t)为初始状态. φ(u)=[φ1(u1) φ2(u2) · · ·
φm(um)]T是非线性控制输入,满足以下条件:

φi(ui) = 0, − u−i 6 ui 6 u+
i , (2){

(ui − u+
i )φi(ui) > k+

i (ui − u+
i )2, ui > u+

i ,

(ui + u−i )φi(ui) > k−i (ui + u−i )2, ui < −u−i ,

(3)

其中u+
i , u−i , k+

i , k−i 是正的常数标量.

注注注 1 从式(2)(3)可以看出, 非线性控制输入φ(u)包

含了可能存在的死区等非线性. 当u+
i = u−i = 0时, φ(u)为

普通的扇形函数.

不失一般性,假设:

1) B列满秩, (A,B)可控;

2) 参数不确定性∆B(t)满足∆B(t) = Bδ(t),其
中δ(t) ∈ Rm×m满足I + δ(t)可逆, 且‖δ(t)‖ 6 ρB

(ρB是一个正常数);

3) 参数不确定性∆A(t)和∆Ad(t)满足

[∆A(t) ∆Ad(t)] = EF (t)[Ha Had],

其中: E, Ha和Had为已知常数矩阵, F (t)为未知时
变矩阵,且满足FT(t)F (t) 6 I , ∀t.
下面的引理将在后面的证明中用到.

引引引理理理 1[8] 设E, H , F (t)为适当维数的实矩阵,
且F (t)满足FT(t)F (t) 6 I , 则对于任意非零常
数ε > 0有

EF (t)H+HTFT(t)ET 6 ε−1EET+εHTH.

引引引理理理 2[8] 设a, b为适当维数的实矩阵, 对于任
意非零矩阵X > 0有

ab + bTaT 6 aXaT + bTX−1b.

引引引理理理 3[9] 对于任意矩阵Q = QT,有:

Q + EF (t)H + HTFT(t)ET < 0,

∀FT(t)F (t) 6 I,

当且仅当存在常数ε > 0,使得

Q + εEET + ε−1HTH < 0.

3 滑滑滑模模模面面面的的的设设设计计计与与与稳稳稳定定定性性性分分分析析析(Sliding
mode design and stability analysis)
本节将设计一种积分型滑模面,并通过Lyapunov

方法和线性矩阵不等式(LMI)技术,给出了滑模动态
渐近稳定的充分条件.

选择切换函数为

S(t) = Gx(t)−
w t

0
G(A + BK)x(τ)dτ , (4)

其中: 切换矩阵G ∈ Rm×n满足GB为非奇异矩阵,
由矩阵理论可知, 由于B为列满秩, 若选择G =
BTP (其中P > 0将在后面的设计中给出),则可以保
证矩阵GB非奇异.同时,在切换函数(4)中选择常数
矩阵K∈Rm×n满足A+BK是Hurwitz矩阵. 由式(4)
定义的积分型切换面比经典的线性切换面增加了滑

模控制的鲁棒性.

由滑模控制理论知,当系统状态轨迹进入滑模面
后有S(t) = 0, Ṡ(t) = 0,于是,由式(1)(4)可得

Ṡ(t) = Gẋ(t)−G(A + BK)x(t). (5)

利用Ṡ(t) = 0和匹配条件∆B(t) = Bδ(t)可以
得到等效控制律为

φeq(u(t)) =

(I+δ(t))−1Kx(t)−[GB(I+δ(t))]−1 ·
G[∆A(t)X+ ∆Ad(t)x(t− d) + Adx(t− d)]. (6)

将式(6)代入系统(1)中得到滑模动态方程为

ẋ(t)= [A+BK+∆A(t)−B(GB)−1G∆A(t)]x(t)+

[Ad + ∆Ad(t)−B(GB)−1G(Ad +

∆Ad(t))]x(t− d). (7)

注注注 2 此处的等效控制律仅仅被用于分析滑模动态

的稳定性,即它是一种分析工具,并不会在实际中使用. 实

际使用的滑模控制律是本文在第4节中设计的控制律.

下面给出滑模动态(7)渐近稳定的充分条件.

定定定理理理 1 对于饱和输入不确定系统(1), 切换面
由式(4)确定. 如果存在正定矩阵P > 0, Q > 0和标
量ε1 > 0, ε2 > 0满足线性矩阵不等式


Σ1 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
AT

d P Σ2 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 PAd −P ∗ ∗ ∗ ∗√

2BTP 0 0 −BTPB ∗ ∗ ∗
ETP 0 0 0 −ε1I ∗ ∗
Haε1 Hadε1 0 0 0 −ε1I ∗

0 0 ETP 0 0 0 −ε2I




<0,

(8)(
−P PE

ETP −ε2I

)
< 0, (9)

其中:

Σ1 = P (A + BK) + (A + BK)TP +

Q + ε2H
T
a Ha,

Σ2 = −Q + ε2H
T
adHad,

且滑模矩阵为G = BTP ,那么滑模动态(7)是全局渐
近稳定的.

证证证 选取Lyapunov函数为
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V (t) = xT(t)Px(t) +
w t

t−d
xT(τ)Qx(τ)dτ,

沿滑模动态(7)的状态轨迹对V (t)求导,得

V̇ (t) =

2xT(t)Pẋ(t) + xT(t)Qx(t)−
xT(t− d)Qx(t− d) =

xT(t)[P (A+BK)+ (A+BK)TP +Q]x(t) +

2xT(t)P [∆A(t)x(t) + ∆Ad(t)x(t− d)]−
2xT(t)PB(BTPB)−1BTP∆A(t)x(t) +

2xT(t)PAdx(t− d)− 2xT(t)PB(BTPB)−1 ×
BTP [Ad + ∆Ad(t)]x(t− d)−
xT(t− d)Qx(t− d). (10)

根据引理1,对于任意非零常数ε1 > 0有

2xT(t)P [∆A(t)x(t) + ∆Ad(t)x(t− d)] 6
ε−1
1 xT(t)PEETPx(t) + ε1[Hax(t) +

Hadx(t− d)]T[Hax(t) + Hadx(t− d)]. (11)

根据引理2,有

−2xT(t)PB(BTPB)−1BTP∆A(t)x(t) 6
xT(t)PB(BTPB)−1BTPx(t) +

xT(t)∆AT(t) · P∆A(t)x(t), (12)

−2xT(t)PB(BTPB)−1BTP [Ad +

∆Ad(t)]x(t− d) 6
xT(t)PB(BTPB)−1BTPx(t)+xT(t−d)[Ad+

∆Ad(t)]TP [Ad+∆Ad(t)]x(t−d). (13)

将式(11)∼(13)代入式(10),得

V̇ (t) 6 [xT(t) xT(t− d)]Ω

[
x(t)

x(t− d)

]
,

其中

Ω =

(
Π1 PAd

AT
d P Π2

)
+ ε1

[
HT

a

HT
ad

]
[HaHad ],

且

Π1 = P (A + BK) + (A + BK)TP + Q +

ε−1
1 PEETP + 2PB(BTPB)−1BTP +

∆AT(t)P∆A(t),

Π2 = −Q + [Ad + ∆Ad(t)]TP [Ad + ∆Ad(t)].

根据Schur补定理和引理3可知,如果线性矩阵不
等式(8)(9)成立, 则可知Ω < 0, 从而有V̇ (t) < 0(当
x(t) 6= 0时),根据Lyapunov稳定性理论可知系统(7)
是渐近稳定的. 证毕.

4 控控控制制制律律律的的的设设设计计计(Controller design)
滑模控制设计的第2个步骤是设计一个滑模控制

律保证系统状态轨迹能在有限时间到达滑面S(t)=
0,并沿该滑模面上渐近趋于零. 因此,本文考虑控制
输入存在死区、饱和非线性特征的情况, 设计如下
的滑模控制律:

ui(t) =





−ζρ(t)
si(t)
‖S(t)‖ − u−i , si > 0,

0, si = 0,

−ζρ(t)
si(t)
‖S(t)‖ + u+

i , si < 0,

(14)

ρ(t) = ‖Kx(t)‖+‖RE‖ · ‖Hax(t)‖+
‖RAdx(t−d)‖+‖RE‖ · ‖Hadx(t−d)‖ ,

其中: R = (BTPB)−1BTP , ζ > 1/(1 + ρB)k, 且
k = min{k+

i , k−i }.

下面证明当系统控制输入饱和受限时,所设计的
滑模控制律(14)能够保证切换面的可达性成立.

定定定理理理 2 对于不确定控制系统(1), 当切换面由
式(4)确定且G = BTP (其中P > 0是线性矩阵不等
式(8)(9)的解)时,则滑模控制律(14)能保证系统状态
轨迹在有限时间内被吸引到切换面S(t) = 0上.

证证证 由式(14)可得, 当si > 0时ui(t) < −u−i , 当
si < 0时ui(t) > u+

i . 因此,由式(3)(14)可知:

当si > 0时,

(ui(t) + u−i )φi(ui) =

−ζρ(t)
si(t)φi(ui(t))
‖S(t)‖ > kζ2ρ2(t)

s2
i (t)

‖S(t)‖2 ; (15)

当si < 0时,

(ui(t)− u+
i )φi(ui) =

−ζρ(t)
si(t)φi(ui(t))
‖S(t)‖ > kζ2ρ2(t)

s2
i (t)

‖S(t)‖2 . (16)

由式(15)和式(16)可得对于所有si有

si(t)φi(ui(t)) 6 −kζρ(t)
s2

i (t)
‖S(t)‖ ,

从而

ST(t)φ(u) =
m∑

i=1

si(t)φi(ui(t)) 6

−kζρ(t)
m∑

i=1

s2
i (t)

‖S(t)‖ = −kζρ(t) ‖S(t)‖ . (17)

从而,由式(5)(17)可知

ST(t)(BTXB)−1Ṡ(t) =

ST(t)(BTPB)−1BTP [−BKx(t)+EF (t)Hax(t)+

Adx(t− d) + EF (t)Hadx(t− d) +

(B + ∆B(t))φ(u(t))] 6
‖S(t)‖ [‖Kx(t)‖+ ‖RE‖ · ‖Hax(t)‖+

‖RAdx(t− d)‖+ ‖RE‖ · ‖Hadx(t− d)‖] +
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(1 + ρB)ST(t)φ(u(t)) 6
−[(1 + ρB)kζ − 1]ρ(t) ‖S(t)‖ < 0,

当且仅当ζ > 1/(1 + ρB)k时成立.

这表示对于由式(4)所确定的滑模面的可达性条
件成立. 证毕.

注注注 3 本文设计的滑模控制律(14)利用设计矩阵P和

参数ρB克服了参数不确定性的影响,其中,设计矩阵P满足

滑模动态渐近稳定的充分条件(8)(9),可以保证了滑模动态

在不确定参数∆A(t)和∆Ad(t)影响下的渐近稳定性; 而参

数ρB是不确定矩阵∆B(t)的上界, 可以达到抑制不确定性

影响的目的,从而实现对系统的有效控制.

5 数数数值值值仿仿仿真真真(Simulation)
考虑饱和输入不确定系统(1)(2),其中:

A=

[
4 8
3 −8

]
, Ad =

[
−0.9 0.2
0.1 −0.7

]
, B=

[
4
2

]
,

E =

[
0.03
1.2

]
, Ha =

[
1

0.4

]
, Had =

[
0.4
2

]
,

δ(t) = 0.1 sin t,

φ(u(t))=





(0.1+0.1 cos(u(t))+0.9 e0.2|sin(u(t))|)·
(u(t)− 2), u > 2,

0, −1 6 u 6 2,

(0.1+0.1 cos(u(t))+0.9 e0.2|sin(u(t))|)·
(u(t) + 1), u < −1.

易知, 满足式(3)的k = 0.9. 控制目标是设计一
个滑模控制律,使得系统在有限时间内到达指定滑
模面,并沿该切换面渐近稳定. 设计切换函数(4),其
中K = [−6 −1],求解线性矩阵不等式(8)(9),得

P =

[
0.1888 −0.0719

−0.0719 0.4312

]
,

Q =

[
2.2525 0.7050
0.7050 6.9077

]
,

ε1 = 0.3451, ε2 = 1.0785.

于是由定理2得到选择滑模控制律(14),其中ζ =
1.2 > 1/(1.1k).

假设状态时滞d=1,状态初始值x(t)=[1 −3]T,
t ∈ [−1, 0],仿真结果如图1∼3. 可以看出,本文设计
的滑模控制律能很好的保证系统状态的渐近稳定.
虽然由于状态时滞的影响,在t = 1附近状态轨迹有
一个跳跃,但本文所设计的滑模控制仍然很好地保
证了状态轨迹的渐近稳定性.

6 结结结论论论(Conclusion)
本文研究了一类系统矩阵和控制矩阵同时存在

不确定的饱和输入系统的滑模控制问题.理论证明
及实验仿真都表明文中设计的滑模控制律对系统参

数摄动有较好的抗干扰性,能够保证系统渐近稳定.

图 1 系统状态轨迹

Fig. 1 Trajectories of states

图 2 滑模变量轨迹

Fig. 2 Trajectory of sliding mode variable

图 3 控制输入信号

Fig. 3 Control signal
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