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摘要:平行编队是群体协作控制研究的一项重要内容,而其空间同步,即群体在某一方向上运动步调一致,也是
至关重要.本文在耦合谐振子理论基础上,提出了一种全相互作用的变速度自推进粒子模型,设计了一种解决平行
编队的空间同步问题的控制方法. 该方法通过改变自推进粒子运动速度而引入粒子间空间距离信息,实现了所有
粒子沿实轴或虚轴方向的空间同步平行编队,并证明了该方法的收敛性. 最后给出了粒子群的空间同步平行编队
的仿真例子.
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Abstract: Parallel formation is an important issue in the cooperative control for collective motion; its spatial synchro-
nization collective motion along a certain direction in a space also vital. Based on the coupled oscillator theory, a model for
all-to-all self-propelled particles with variable speed is proposed, and a control scheme to stabilize the model of the spatial
synchronized parallel formation is developed. The space information is obtained for the control scheme to alter the speeds
of self-propelled particles for achieving the spatial synchronized parallel formation along the real or imaginary axes. The
convergence of the synchronization action is proved. Numerical simulations for spatial synchronized parallel formation of
particles are performed.
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1 引引引言言言(Introduction)
无人自主移动平台, 例如陆地机器人、无人机、

水下无人航行器等, 已经比较广泛地应用于相关领
域,其群体协作理论也随之得到快速地发展[1∼3]. 这
些群体协作思想受到不同学科的启发, 例如自然
界中动物集群行为[4]、多Agents模式[5]、物理粒子模

型[6]等. 群体动力学的研究内容涉及系统与控制、非
线性科学、统计物理等多个领域,具有学科交叉性和
理论难度,现阶段在工程应用中大多考虑其理想和
简化的情况[7]. 其中,将个体看作是一个运动粒子的
粒子模型, 以其简明的物理思想, 得到了广泛的研
究[6, 8]. 最近, Justh等[9]利用李群概念基于单位速度

自推进粒子模型实现了粒子群平行编队, 并证明其
方法的收敛性, 应用于无人机协作编队. Leonard

等[10]将耦合谐振子模型与Justh的模型相结合,采用
李雅普诺夫方法设计了协作控制律,并证明了方法
的稳定性和收敛性,用于水下滑翔机的协作采样. 但
是由于他们采用了全相互作用下单位速度粒子模型

和设计的相位控制均不涉及空间距离信息,导致粒
子群平行编队时出现空间步调不同步的问题,即粒
子群无法沿某一方向实现运动步调一致.在实际应
用中,空间不同步将影响群体的协作性能,例如增加
群体间通讯性能要求和存在异步观测等问题.

全相互作用下的平行编队是群体协调控制的一

种普遍形式, 对于群体队形保持和协作运动都是至
关重要的. 例如,对于水下无人航行器群,空间同步
的平行编队可以实现其以巡航模式的同步观测, 这
是快速获取感兴趣区域有效海洋特征的一种重要方
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式. 本文在Justh和Leonard的工作基础上, 提出了一
种变速度的粒子模型[11],考虑粒子运动速度的变化
而引入空间距离信息设计了控制律,进行粒子群的
平行编队的空间同步性研究,并证明了算法的收敛
性. 数值算例表明,该方法解决了以往粒子群平行编
队理论无法达到空间同步的问题.

2 粒粒粒子子子模模模型型型(Particle model)
首先,引入单位速度自推进粒子模型[12],其数学

表达为 {
ṙk = eiθk ,

θ̇k = uk, k = 1, · · · , N.
(1)

其中: rk = xk + iyk ∈ C ≈ R2 表示粒子k的位置,
θk ∈ S1表示粒子k的运动方向, uk表示粒子k的航向

控制量. 另外,文中使用黑体矢量表示其对应的N维

向量,例如

θ = (θ1, · · · , θN)T, u = (u1, · · · , uN)T.

利用欧拉微分可得到模型(1)的离散形式:{
rk(t + 1)− rk(t) = eiθk(t),

θk(t + 1)− θk(t) = uk(t).
(2)

模型(1)和(2)是一种自推进粒子模型,每个粒子以单
位速度在平面上运动,仅受航向控制.每个粒子的状
态空间为平面内的刚体转动群SE(2) = R2 × S1,
那么由N个耦合粒子组成的粒子群系统具有维度

为N × SE(2)的状态空间. 当粒子间的耦合关系只
包含相对方向变量而不考虑相对空间变量, 那么粒
子群的动力学维度简化为N × S1. 而这个简化的模
型等价于N个耦合谐振子的相位模型, 即每个粒子
的航向等价于每个谐振子的相位变量, 这是耦合谐
振子理论应用于粒子群编队的基础[13]. 所以只受航
向控制的粒子群编队, 可以借鉴耦合谐振子的相位
模型的相关结果.

假设粒子具有单位质量,粒子群的平均动量Ṙ等

价于谐振子相位参数pθ,

Ṙ =
1
N

N∑
k=1

ṙk =
1
N

N∑
k=1

eiθk = pθ = |pθ| eiψ, (3)

其中: R =
1
N

N∑
k=1

rk为粒子群的质心,参数|pθ|是相
位变量θ一致性的一个衡量指标[14].

下面引入全相互作用下的单位速度粒子模型的

相位同步定理,

引引引理理理 1 [13] 当 |pθ| = 1 (同步态), 势U(θ) =
N

2
|pθ|2达到其唯一的最大值.对于相位模型θ̇ = u,

利用梯度控制

uk = −K
∂U

∂θk

= −K < pθ, ieiθk >=

−K

N

N∑
j=1

sin θjk, K < 0, (4)

使其粒子模型(1)的解收敛于相位同步态. 其中:

< z1, z2 >= Re{z̄1 · z2}, θjk = θj − θk.

对于单位速度粒子模型(1), 当|pθ|达到最大值
1时,所有粒子的运动方向相同,相位处于同步态的.
在Justh和Leonard的工作中使用该控制律,实现粒子
群在平面内的平行编队, 但无法保证各粒子的空间
位置的运动同步.

本文依据粒子模型(1), 引入一种变速度粒子模
型,即粒子的速度不是单位速度,其数学描述为{

ṙk = vkeiθk ,

θ̇k = uk.
(5)

按前面方式可以定义模型(5)粒子群的平均动量和
势

Ṙ =
1
N

N∑
k=1

ṙk =
1
N

N∑
k=1

vk · eiθk = p
(v)
θ , (6)

U (v)(θ) =
N

2
|pθ|2 . (7)

下面将变速度粒子模型(5)作为本文进行空间同步
平行编队的粒子模型.

3 变变变 速速速 度度度 控控控 制制制(Control law for variable
speeds)
在给出空间同步平行编队定理之前给出如下定

理：

定定定理理理 1 对于变速度粒子模型(5),当t →∞时,
令vk → 1(k = 1, · · · , N). 如果采用控制律θ̇k =

uk = −K
∂U (v)

∂θk

, 定理1的结论亦成立, 即粒子模

型(5)的解收敛于相位同步态.

证证证 对于变速度粒子模型(5), 根据粒子群的平
均动量和势的定义式(6)和(7),

θ̇k =uk =−K
∂U (v)

∂θk

= −K <p
(v)
θ , ivk · eiθk >=

−K <
1
N

N∑
j=1

vj · eiθj , ivk · eiθk >=

−K

N
Re{

N∑
j=1

ivj · vk · eiθkj} =

−K

N

N∑
j=1

vj · vk · sin θjk,

当t → ∞, vk → 1(k = 1, · · · , N)时,那么θ̇k →
−K

N

N∑
j=1

sin θjk, ṙ → eiθk ,即当vk → 1,变速度粒子

模型(5)的粒子运动规律和控制律均收敛于相位同
步定理的条件,根据引理1定理1成立. 证毕.
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据定理1,提示如果要使变速度粒子模型收敛于
平行编队, 设置的粒子的速度均应收敛于1, 而本文
要求粒子群不但实现平行编队, 而且要求粒子群空
间同步,那么可以将速度设置成1 + ∆vk,当t → ∞,
令∆vk → 0(k = 1, · · · , N),但其值应与粒子k和粒

子群质心的距离的变化成一定单调关系.据此,给出
下面定理.

定定定理理理 2 对于变速度粒子模型(5), 如果粒子速
度为




vk = 1 + ∆vk,

∆vk = K1 · Re/Im{(R− rk) · (−1)m},
0 < K1 < 1.

(8)

模型(5)的解收敛于沿实轴或虚轴的空间步调同
步的平行编队. 其中, Re/Im{}表示取实部或虚部,

m =





1,
1
2
π < θ <

3
2
π,

2,
3
2
π < θ < 2π ∪ 0 < θ <

1
2
π.

证证证 下面证明以沿实轴步调一致、粒子群向

右侧平行运动为例, 即∆vk = K1 · Re{R − rk}.
∆vk与Re{R − rk}成正比例关系,即∆vk随着粒子k

与粒子群质心的距离的增大而增大,减小而减小,使
得粒子群有紧缩的趋势, 那么当t → ∞, ∆vk → 0,
vk → 1,根据定理1,粒子速度公式(8)保证变速度粒
子模型(5)收敛于平行编队. 对于粒子k, t + 1时刻的
粒子速度由t时刻的该粒子与粒子群质心的距离的

实部决定,其速度增量为

∆vk(t + 1) = K1 · Re{R(t)− rk(t)}, (9)

那么t + 1时刻第k个粒子与粒子群质心的距离的实

部为

Re{R(t + 1)− rk(t + 1)} =

Re{ 1
N

N∑
j=1

(rj(t) + vj(t + 1) · eiθj(t))−

(rk(t) + vk(t + 1) · eiθk(t))}.
当t → ∞时, 变速度粒子模型(5)收敛于平行编

队,即θj = θk,∀j, k ∈ {1, · · · , N},那么

Re{R(t + 1)− rk(t + 1)} =

Re{ 1
N

N∑
j=1

rj(t)− rk(t)}+
1
N

N∑
j=1

(vj(t + 1)−

vk(t + 1)) · cos θk.

根据式(6)(7)的相位同步态定义,有
N∑

j=1

∆vj(t+1)

= 0,那么

Re{R(t + 1)− rk(t + 1)} =

Re{R(t)− rk(t)} −∆vk(t + 1) · cos θk =

(1−K1 · cos θk)Re{R(t)− rk(t)}.
因为0 < K1 < 1, 当t → ∞, cos θk为常数, 所以粒
子k与粒子群质心的距离的实部不断减小,最后收敛
于沿实轴单位速度平行编队,且空间步调一致,实现
空间同步平行编队. 对于其他沿虚轴及m = 1的情
形,同理可证. 证毕.

4 仿仿仿真真真结结结果果果(Simulation results)
下面基于粒子模型(1)和(5),本文使用控制律(4),

粒子群的初始位置和初始方向为随机,令K = −1,
K1 = −0.1, 进行平行编队数值模拟. 图1是基于单
位速度粒子模型(1)的10个粒子的平行编队,可见无
法实现空间同步.对应于该结果,图2给出了基于变
速度粒子模型(5)和(8)的10个粒子的粒子群沿实轴
方向的空间同步的平行编队, 其中粒子群的初始位
置和初始方向与图1相同. 图3给出了20个粒子的变
速度粒子群沿实轴方向的空间同步平行编队. 图4给
出了10个粒子的变速度粒子群沿虚轴方向的空间同
步平行编队. 图中圆圈表示起点, 箭头表示前进方
向,图中曲线表示粒子在x--y平面内的运动轨迹,坐
标单位为单位长度.

图 1 10个粒子的平行编队(非空间同步)
Fig. 1 Parallel formation of 10 particles (non-spatial

synchrony)

图 2 10个粒子沿实轴方向的空间同步平行编队
Fig. 2 Spatial synchronized parallel formation of 10

particles along the real axis
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图 3 20个粒子沿实轴方向的空间同步平行编队
Fig. 3 Spatial synchronized parallel formation of 20

particles along the real axis

图 4 10个粒子沿虚轴方向的空间同步平行编队
Fig. 4 Spatial synchronized parallel formation of 10

particles along the virtual axis

5 结结结论论论(Conclusion)
基于粒子运动方向等价于谐振子相位的耦合谐

振子理论,引入了变速度自推进粒子模型,在变速度
控制律中引入了空间距离信息,解决了单位速度粒
子模型无法实现平行编队的空间同步的问题.对于
平行编队, 该方法能够较好地实现空间同步平行编
队,可应用于自动采样移动平台群体的同步观测.
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