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摘要:针对存在未知齿隙等非线性的双电机驱动伺服系统的控制问题,给出了双电机驱动伺服系统的模型,应用
反推控制方法,引入虚拟控制量的概念,通过逐步递推选择Lyapunov函数,在不用知道系统内部不确定性参数的前
提下,设计了基于状态反馈的自适应控制器,并进行了稳定性分析.通过与常规PID控制的仿真结果比较,表明提出
的控制策略提高了系统的位置跟踪性能和鲁棒性. 最后在实际系统中进行实验,结果表明所提出的控制策略是有
效的.
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Backstepping adaptive control of dual-motor driving servo system
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Abstract: We proposed a model for the dual-motor driving servo system with unknown backlash. By introducing the
virtual control quantity, using backstepping approach and recursively selecting the Lyapunov function, we designed an
adaptive controller with state feedback, and analyzed its stability. This design needs no knowledge about the uncertainty
internal parameters of the system. Compared with the conventional PID control in simulation results, the proposed control
strategy shows better position tracking performance and higher robustness. Practical experiments also validate the efficacy
of the proposed control strategy.
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1 引引引言言言(Introduction)
机械传动系统中,齿隙非线性的存在会影响系统

动态性能和稳态精度[1∼3]. 系统不但会产生输出误
差,而且也会因极限环振荡而降低其稳定性,另外齿
轮的相互碰撞也会产生严重的振荡和噪音[4∼5]. 在
有关减弱或消除齿隙非线性影响的研究中,文[6]给
出了电消隙模型, 同时对偏置电压的多种调整方案
作了研究; 文[7]运用枚举算法, 以确定多自由度冗
余驱动消除系统齿隙的合理方案;文[8]提出了基于
逆模型的补偿方案;文[9]提出了在齿隙间施加弱控
制及碰撞扰动的强控制的补偿方案.以上这些研究
在控制方法上多偏向工程应用, 很少有理论上的分
析.工程应用中,将施加偏置力矩后的多电机系统近
似为线性系统,事实上,齿隙非线性因素仍然存在于
系统当中. 本文以双电机驱动伺服系统为研究对象,
针对施加偏置力矩后的系统中存在的齿隙非线性展

开研究,应用反推控制方法[10∼11], 通过逐步递推选
择Lyapunov函数, 设计了基于状态反馈的自适应控

制器,确保了系统的稳定性和自适应能力.

2 系系系统统统建建建模模模(System modeling)
图1为双电机驱动伺服系统示意图. O0为从动子

系统, O1和O2为驱动子系统.

图 1 双电机驱动伺服系统示意图

Fig. 1 Schematic diagram of dual-motor driving servo system

假假假设设设 1 在整个控制过程中, 从动子系统O0

与O1, O2, 或者O1和O2处于交替接触状态. 这是通
过施加一定偏置力矩[6] 保证的,即两个驱动子系统
输出端分别在从动子系统上施加大小相等、方向相

反的力矩.根据参考文[4]可得双电机驱动伺服系统
框图如图2所示.
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图 2 双电机驱动伺服系统框图

Fig. 2 The block diagram of dual-motor driving servo system

为了方便研究,假设传动比为1,齿隙为2α. 据
图2可得双电机驱动伺服系统动力学方程为:



Jiθ̈i(t) + biθ̇i(t) = u(t)− τi(t)− (−1)iw,

Jmθ̈m(t) + bmθ̇m(t) =
2∑

i=1
τi(t).

(1)

其中: θi, θm(i = 1, 2)分别为主、从动轮轴的转角,
θ̇i, θ̇m分别为主、从动轮轴的转速, Ji, bi为主动轮

的转动惯量和粘性摩擦系数, Jm, bm为从动轮的转

动惯量和粘性摩擦系数, u为系统输入转矩, w为偏

置力矩, τi为主、从动轮接触时的传递力矩. 受齿
隙非线性的影响[9], τi(t)可表示为

τi(t) = kf(zi(t)) + cf(żi(t)), (2)

其中: k和c分别为主、从动轮结合处的刚度系数和

阻尼系数, f(zi(t))为死区函数(图3(a)),可表示为:

f(zi(t)) =





zi(t) + α, z < −α,

0, −α 6 z 6 α,

zi(t)− α, z > α.

(3)

其中zi(t) = θi(t)− θm(t).
由于死区的不可微特性, 不便于控制器的设

计,根据参考文[12],使用一个平滑、连续、可微函
数(图3(b))来代替死区函数:

f(zi(t)) = zi − 4α(
2

1 + e−rzi
− 1). (4)

因此

τi(t) = k(zi − 4α(
2

1 + e−rzi
− 1)) +

cżi(1− 8rα
e−rzi

(1 + e−rzi)2
). (5)

令

x1 = θm, x2 = θ̇m,

x3i = zi − 4α(
2

1 + e−rzi
− 1),

x4i = żi(1− 8rα
e−rzi

(1 + e−rzi)2
),

则τi(t) = kx3i + cx4i. 选取x1, x2, x3i, x4i作为状

态变量,则系统的状态方程可表示为:



ẋ1 = x2, y = x1,

ẋ2 = −a1x2 + a3

2∑
i=1

τi, ẋ3i = x4i,

ẋ4i = −a0x3i − (a0 − a1)x2ρ + a2(u(t)−
(−1)iw)ρ− (a2 + a3)τiρ + 8r2αżi$.

(6)

式中:

a0 =
bi

Ji
, a1 =

bm

Jm
, a2 =

1
Ji

, a3 =
1

Jm
,

ρ = 1− 8rα
e−rα

(1 + e−rzi)2
, $ =

e−rzi(1− e−rzi)
(1 + e−rzi)3

.

图 3 死区模型

Fig. 3 Deadzone model

在实际系统中,由于参数k, c受到润滑、温度和

材料磨损等影响具有不确定性, 从而引起轮齿传
递力矩变化. 本文的设计目的就是通过设计自适
应控制器,使得整个控制系统的输出y能够渐近稳

定的跟踪期望输出,即 lim
t→∞ |y − yd| = 0,其中yd为

系统的期望输出,假设它的1, 2, 3阶导数存在且有
界.

3 控控控制制制器器器设设设计计计(Controller design)
由系统的状态方程(6)得, 两个驱动子系统O1

和O2是并联关系,而它们一起与从动子系统O0则

是串联关系; 且容易看出双电机驱动伺服系统动
力学方程(1)是关于θi和θm的二阶非线性非耦合微

分方程.
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假假假设设设 2 系统状态θi(t), θ̇i(t), θm(t), θ̇m(t)均
可测.

Step 1 定义跟踪误差ε1为ε1 = y − yd =
x1−yd,则ε1的微分为ε̇1 = ẋ1− ẏd = x2− ẏd.选择

控制Lyapunov函数(CLF函数)V1为 V1 =
1
2
ε2
1.对V1

微分得: V̇1 = ε1ε̇1 = ε1(x2− ẏd).令x2为虚拟控制

量,设x2与其期望值η2的误差为ε2,即ε2 = x2−η2.

若η2 = −k1ε1 + ẏd,则有

V̇1 = ε1(x2 − ẏd) = −k1ε
2
1 + ε1ε2,

其中k1 > 0为设计参数.

若x2等于其期望值η2,则有ε2 = 0,可保证V̇1 =
−k1ε

2
1负定,使ε1能够渐近稳定的趋于零.

Step 2 把式(6)中驱动子系统的输出
2∑

i=1
a3x3i

当作虚拟控制量, 设
2∑

i=1
a3x3i与其期望值η3的误

差ε3为ε3 =
2∑

i=1
a3x3i − η3,分别定义变量β及其估

计值β̂为

β = −a1x2 + a3

2∑
i=1

[(k − 1)x3i + cx4i],

β̂ = −a1x2 + a3v
2∑

i=1
[(k̂ − 1)x3i + ĉx4i],

其中: k̂, ĉ为k, c的估计值,定义k̃ = k̂−k, c̃ = ĉ−c.

在CLF函数V1的基础上,选择增广CLF函数V2为

V2 = V1 +
1
2
ε2
2 +

k̃2

2r1
+

c̃2

2r2
=

1
2
ε2
1 +

1
2
ε2
2 +

k̃2

2r1
+

c̃2

2r2
,

其中ri > 0, i = 1, 2. 对V2微分得

V̇2 = −k1ε
2
1 + ε1ε2 + (ε3 + η3 + β − k2

1ε1 +

k1ε2 − ÿd)ε2 +
k̃

˙̂
k

r1
+

c̃ ˙̂c
r2

.

若期望值η3 = (k2
1 − 1)ε1 − (k1 + k2)ε2 − β̂ + ÿd,

其中, k2 > 0为设计参数,则

V̇2 = −k1ε
2
1 − k2ε

2
2 + ε2(β − β̂ + ε3)+

k̃
˙̂
k

r1
+

c̃ ˙̂c
r2

=

−k1ε
2
1−k2ε

2
2+ε2ε3−a3ε2

2∑
i=1

(k̃x3i+c̃x4i)+

k̃
˙̂
k

r1
+

c̃ ˙̂c
r2

.

若k̂, ĉ分别收敛于k, c,且
2∑

i=1
a3x3i等于其期望值η3,

则有k̃ = 0, c̃ = 0, ε3 = 0, 可保证V̇2 = −k1ε
2
1 −

k2ε
2
2负定,使ε1, ε2能够渐近稳定的趋于零.

Step 3 为了得到使系统稳定的控制输入

u(t)以及不确定参数的自适应律, 在增广CLF函
数V2的基础上, 选择增广CLF函数V3为V3 = V2 +
1
2
ε2
3,对V3微分得

V̇3 =

−k1ε
2
1 − k2ε

2
2 − k3ε

2
3 + a3ε3

2∑
i=1

[(k̂ − 1)x4i −

a0ĉx3i − (a0 − a1)ρĉx2 + a2ĉρu(t)− (−1)i

wĉρa2 − ĉ(a2 + a3)τiρ + 8r2αżi$ĉ−
...
y d

2a3
] +

k3ε
2
3 + ε2ε3 − a3ε2

2∑
i=1

(k̃x3i + c̃x4i) +
k̃

˙̂
k

r1
+

c̃ ˙̂c
r2

+a3ε3

2∑
i=1

x4i−(k2
1 − 1)ε̇1ε3+(k1+k2) ·

ε̇2ε3 − a1ẋ2ε3. (7)

其中k3 > 0为设计参数. 选取控制输入u(t)以及不
确定参数的自适应律分别为:

u(t) =
1

a2ĉρ
[a0ĉx3i + (a0 − a1)ρĉx2 −

(k̂ − 1)x4i + (−1)iwĉρa2 +

ĉ(a2 + a3)τiρ− 8r2αżi$ĉ +
...
y d

2a3
], (8)

˙̂
k =

r1

k̃
[(a1a3kε3 + a3ε2k̃)

2∑
i=1

x3i −

a2
1ε3x2 − k3ε

2
3 − ε2ε3], (9)

˙̂c =
r2

c̃
[(a1a3ε3c− a3ε3 + a3ε2c̃)

2∑
i=1

x4i +

(k2
1 − 1)ε̇1ε3 − (k1 + k2)ε̇2ε3]. (10)

考虑到
˙̂
k, ˙̂c不能小于零, 需要对自适应律 ˙̂

k, ˙̂c进行

调整,令 ˙̂
k = r1ψ1 + χ1, ˙̂c = r2ψ2 + χ2,其中:

ψ1 =
1
k̃
[(a1a3kε3 + a3ε2k̃)

2∑
i=1

x3i − a2
1ε3x2 −

k3ε
2
3 − ε2ε3],

ψ2 =
1
c̃
[(a1a3ε3c− a3ε3 + a3ε2c̃)

2∑
i=1

x4i +

(k2
1 − 1)× ε̇1ε3 − (k1 + k2)ε̇2ε3],

χ1 =

{
−r1ψ1, k̂ = kmin > 0, r1ψ1 < 0,

0, 其他,

χ2 =

{
−r2ψ2, ĉ = cmin > 0, r2ψ2 < 0,

0, 其他.

其中: kmin为 k̂的下限, cmin为 ĉ的下限.由式 (7)∼
(10)可得V̇3 = −k1ε

2
1 − k2ε

2
2 − k3ε

2
3 6 0.因此, 在
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假设1和假设2下, 控制输入式(8)和不确定参数的
自适应律式(9)和式(10)能够保证系统式(6)渐近稳
定的跟踪期望轨迹,且系统的输出误差:

lim
t→∞ |y − yd| = lim

t→∞ |ε1| = 0.

4 仿仿仿真真真及及及实实实验验验分分分析析析(Simulation and experi-
mental analysis)

4.1 仿仿仿真真真分分分析析析(Simulation analysis)
本系统仿真是在MATLAB6.5环境下完成的,

系统物理参数如表1所示. 其中: J1, J2为主动轮转

动惯量, Jm为从动轮转动惯量, b1, b2为主动轮粘

性摩擦系数, bm为从动轮粘性摩擦系数, k为主、从

动轮结合处刚性系数, c为主、从动轮结合处阻尼

系数. 设计常数分别取值如下: k1 = 6.7, k2 =
0.28, k3 = 19, r1 = 15, r2 = 0.02;常规PID控制参
数如下: kp = 0.6, ki = 0.15, kd = 0.05.

4.1.1 系系系统统统响响响应应应分分分析析析(System response analysis)
图4是系统对于方波信号输入

yd = 0.5sgn[sin(
3
5
πt)]

的响应, 从图4(a)可以看出常规PID控制系统响应

有超调, 超调量大约为σ% ≈ 12%, 上升时间约为
tr ≈ 0.267 s, 调节时间约为ts ≈ 0.475 s; 从图4(b)
可看出反推自适应控制系统响应无超调,上升时间
大约为t′r ≈ 0.2 s,调节时间大约为t′s ≈ 0.225 s.

表 1 系统物理参数
Table 1 System physical parameters

J1, J2 0.185 kg·m2

Jm 0.028 kg·m2

b1, b2 1.2Nm·s/rad

bm 1.3Nm·s/rad

k [560+2 sin(πt)] Nm/rad

c [0.15+0.01× sin(πt)] Nm/rad

齿隙α 0.5 rad

偏置力矩w 50Nm

图5是系统对于正弦输入y′d = 2 sin(
2
5
πt)的响

应,从图5(b)可以看出常规PID控制系统跟踪误差
较大;从图5(d)可以看出反推自适应控制系统跟踪
误差很小,误差曲线在开始阶段有些振荡,但在随
后的运行过程中,振荡幅度越来越小,系统进入渐
近稳定的跟踪过程.

图 4 方波信号下系统响应

Fig. 4 System response with square-wave signal
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图 5 正弦信号下系统响应
Fig. 5 System response with sinusoidal signal

4.1.2 系系系统统统自自自适适适应应应分分分析析析(System adaptive analysis)
从图6(a)可以看出,由于参数k, c受到润滑、温

度和材料磨损等影响具有不确定性, 使得系统在
换向处,由于齿隙的存在,轮齿间传递力矩发生突
变, 导致系统不稳定; 从图6(b)可以看出, 系统参

数k, c即使受到润滑、温度和材料磨损等影响,仍
能通过反推自适应控制对轮齿间传递力矩进行比

较准确的估计.

4.2 实实实验验验分分分析析析(Experimental analysis)
伺服系统的总体结构图如图7所示.

图 6 系统自适应分析
Fig. 6 System adaptive analysis

图 7 伺服系统的总体结构图
Fig. 7 The overall structure of servo system
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电机选用天津科尔摩根工业驱动有限公司生

产的M--405--C--A1电机; 驱动器选用天津科尔摩
根工业有限公司BDS4系列变频驱动器;多功能数
据采集板选用ADT--700; 消隙板和轴角编码板均
是自行研制的, 选用国产轴角编码芯片KXSZ19;
位置检测元件选用无接触多极双通道旋转变压

器110XFSW008. 系统齿隙为4 mil(mil是角度的单
位, 360◦相当于6000 mil),系统要求性能指标为:

1) 阶跃响应1000 mil时, 超调小于4%, 调节时
间小于0.8 s,稳态误差小于3 mil;

2) 正弦响应1000 mil/s, 1000 mil/s2时, 稳态误

差小于5 mil.

图8为1000 mil阶跃响应曲线图, 其中图8(a)为
常规PID控制1000 mil阶跃响应曲线, 超调量为
15%, 调节时间为1.1 s, 最大稳态误差为10.2 mil;
图8(b)为反推控制1000 mil阶跃响应曲线, 超调量
为3%, 调节时间为0.4 s, 最大稳态误差为2.6 mil;
图9为1000 mil/s, 1000mil/s2正弦响应误差曲线图,
其中图9(a)为常规PID控制1000 mil/s, 1000 mil/s2正

弦响应误差曲线, 最大稳态误差为8.5 mil; 图9(b)
为反推控制1000 mil/s, 1000 mil/s2正弦响应误差曲

线,最大稳态误差为4.1 mil.

图 8 1000 mil阶跃响应曲线图

Fig. 8 1000 mil step response curve

图 9 1000 mil/s, 1000 mil/s2正弦响应误差曲线图

Fig. 9 1000 mil/s, 1000 mil/s2 sinusoidal response error curve

仿真及实验结果表明,与常规PID控制比较,反
推自适应控制在存在参数不确定的情况下, 控制
系统均具有较好的位置跟踪性能, 能较好的满足
系统的性能指标要求,达到了预期的目的,该方法
具有精度高, 速度快, 稳定性好等特点, 易于工程

实现,能够满足在线控制需要,具有较好的实用性.

5 结结结论论论(Conclusion)
本文针对双电机驱动伺服系统存在参数的不

确定性,应用反推控制方法,设计了基于Lyapunov
稳定性理论的自适应控制器, 使系统能够渐近稳
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定的跟踪期望输出.仿真及实验结果表明,所设计
的自适应控制器, 对不同的参考输入具有较好的
跟踪性能,对系统的不确定性具有较强的鲁棒性.
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