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摘要:线性系统的同时镇定问题,是系统与控制理论中的基本问题,有着广泛的理论意义和应用价值.本文介绍
了线性系统同时镇定问题的研究现状和最新进展.首先回顾了同时镇定问题的研究内容、基本方法及相关结果.其
次,从理论求解和控制器设计的角度对线性系统同时镇定研究中著名的“香槟问题”,“比利时巧克力问题”和“威
士忌问题”进行了分析探讨,并基于不等式型定理机器证明理论,给出了线性系统同时镇定问题的相关工作.最后
指出了对于同时镇定多个线性系统方面的若干研究方向.
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Abstract: Simultaneous stabilization of linear systems is a fundamental issue in system and control theory, and is of
theoretical, as well as practical, significance. Current theories and recent developments in the simultaneous stabilization
of linear systems are discussed. Firstly, the substance of the simultaneous stabilization of linear systems, the basic re-
search methods and the related results are reviewed. Some well-known problems, including the“champagne problem”,
“Belgian chocolate problem” and“Whiskey problem” are analyzed from the perspectives of theoretical solution and
controller design. Based on the development in automated inequality-type theorem proving, some original work on solving
these open problems is also presented. Finally, possible future research directions for the simultaneous stabilization of
linear systems are given.
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1 引引引言言言(Introduction)
线性系统的同时镇定(simultaneous stabiliza-

tion)问题是系统与控制理论中的基本问题, 有着
广泛的理论意义和应用价值[1∼3]. 作为一广义鲁棒
控制问题,其来源于实际工程中多模型特征系统的
稳定需要,例如,飞行器的动态特性随着其飞行高度
和速度而变化[4], 实际对象可能由于某些传感器的
失效而有几种工作模式[5]. 这一问题描述非常精炼,
多年来一直受到系统与控制理论界广泛关注. 线性
系统同时镇定问题的研究可溯源到单对象可镇定条

件这一经典结果,进而在两个对象的同时镇定问题

获得圆满解决之后, 学者们一直在探求3个以上对
象可同时镇定的充分必要条件,但是问题远比想象
的要复杂, 迄今为止,易于判定的3个以上对象可同
时镇定的充要条件仍未获得. Blondel等人利用复分
析方法[6∼10], 通过具体的例子明确证明3个对象的
同时镇定问题不是有理可决定的(rationally undecid-
able)[1, 11],这一结论使学者们对3个对象同时镇定问
题的复杂性有了新的认识. 同时,为进一步说明3个
对象同时镇定问题的复杂性, Blondel等人提出了若
干个具体的同时镇定问题[1, 11, 12]. 这些问题看似简
单, 实际解决起来却非常困难. 研究这些问题一方
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面可以从理论上揭示同时镇定问题与其他理论如

复分析之间的密切联系,另一方面,在具体求解镇定
控制器时, 需要利用和探索新的工具和方法, 如全
局优化方法[13∼16]、非凸非光滑分析[17]、不等式机器

证明[14∼16]等. 因此,对于这些具体同时镇定问题的
研究已经成为目前同时镇定研究一个活跃的热点领

域.

本文首先回顾线性系统同时镇定问题及其研究

概况,进而较为深入地分析Blondel等人提出的若干
特殊的同时镇定问题,并对这些问题的国内外研究
进展进行了总结,最后对同时镇定问题研究进行了
展望.

2 符符符号号号与与与定定定义义义(Notations and conventions)
为行文方便,首先引入相关符号与定义.本文中

用P表示多项式集合, n是非负整数, P n表示n阶多

项式集合; H表示Hurwitz稳定的多项式集合(仅
具负实部的根), Hn表示n阶Hurwitz多项式集合,
MHn表示首一n阶Hurwitz多项式集合; S表示Schur
稳定的多项式集合(仅具单位圆外的根).

注注注 1 有些学者恰好用相反的方式定义Schur多项式

集合,即要求其仅具单位圆内的根,在讨论同时镇定问题的

多数文献中都采用本文这样的定义,这仅是一种习惯,也是

为了更方便地利用复分析的结果,并不影响问题的实质.

Sn表示n阶Schur多项式集合. 多项式均指实系
数多项式,变量均默认为s或z(通常表示Hurwitz多项
式时变量默认为s, 而表示Schur多项式时变量默认
为z). 用C表示复平面, D = {z ∈ C : |z| < 1}表示
开单位圆, cl(D) = {z ∈ C : |z| 6 1}表示D的闭包,
即闭单位圆. z表示复数z的共轭. C+∞ = {s ∈ C :
Re(s) > 0} ∪ {∞}表示扩展的闭右半平面.

本文中的对象和控制器均限定为用实有理分

式描述的线性时不变单输入单输出系统. 给定对
象p, 控制器c镇定该对象, 是要求传递函数pc(1 +
pc)−1, c(1 + pc)−1, p(1 + pc)−1和(1 + pc)−1都是稳

定的, 即它们的分母多项式是稳定的(在连续时间
意义下系指Hurwitz稳定, 而在离散时间意义下系
指Schur稳定). 控制器的阶次是指其分母多项式阶
次和分子多项式阶次之间较大者. 控制器c强镇

定(strongly stabilize)对象p, 是指控制器c镇定对象p,
同时控制器c也是稳定的. 双稳定镇定(bistable stabi-
lization),即要求实现镇定的控制器是稳定的且其逆
也是稳定的,这样的控制器称为双稳定的控制器或
单元(Unit)控制器[1].

用U(cl(D)) = {c(z) =
y(z)
x(z)

: x(z) ∈ S, y(z) ∈
S}表示离散时间意义下所有双稳定的控制器或单

元(Unit)控制器集合,显然U(cl(D))中的任何元素及
其逆元在cl(D)上都是解析的.

3 基基基本本本问问问题题题和和和相相相关关关结结结论论论(Basic problems)
首先,给出一般意义下的线性系统同时镇定问题

描述[1∼3, 18]:

线性系统同时镇定问题: 给定k个线性时不变、

单输入单输出对象p1, p2, · · · , pk, 问在什么条件下

存在控制器c, c同时镇定每个对象pi(i = 1, · · · , k)?

上述问题当仅考虑单个对象, 即k = 1时, 退
化为单个对象的镇定问题, 此时只要描述该对象
的传递函数不出现零点和极点相消的情况, 则能
实现镇定的控制器总是存在的[1∼3] , 并且Youla等
人[19, 20]及Kucera[21]还用参数化方法对所有实现镇

定的控制器进行了完整的刻画[1∼3, 22], 即有如下结
果:

定定定理理理 1 [1∼3] 设Rs为稳定有理分式环, 存在X,

Y是Rs中的两个函数且满足Bezout等式NX + MY

= 1,则可镇定对象p =
N

M
的所有控制器c的集合为

{X + MQ

Y −NQ
: Q ∈ Rs}.

注注注 2 上述基于有理函数稳定因式互质分解的参数

化方法,即Youla-Kucera参数化方法,作为控制系统综合的

一种基本方法,它也是求解同时镇定问题的经典方法之一.

尤其是在当k = 2时,即两个对象的同时镇定问题,这种方

法会起到关键的作用.

当 k = 2时,利用 Youla-Kucera参数化方法可将
两个对象的同时镇定问题转化为一个对象的强镇定

(strong stabilization)问题,这一结果最早由 Saeks和
Murray[18]给出:

定定定理理理 2 [1∼3, 18] 设Rs为稳定的有理分式环,单输
入单输出对象为p1和p2,引入Rs中的互质分解:

pi =
Ni

Mi

, NiXi + MiYi = 1, i = 1, 2,

并定义

N =N2M1−N1M2,M =N2X1+M2Y1, p=
N

M
,

则对象p1和p2可同时镇定当且仅当p可强镇定.

注注注 3 定理 2揭示了两个对象同时镇定问题与单

个对象强镇定问题之间的密切联系, 其多变量系统形式

由Vidyasagar等人给出[3, 23].

利用定理2,两个对象的可同时镇定问题便可转
化为单个对象的强镇定问题,而对于单个对象的强
镇定问题, Youla等人[24]给出如下优美的充分必要条

件:
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定定定理理理 3 [1∼3, 24] 对象p可强镇定当且仅当p的每

对不稳定的实零点(包括∞)之间存在偶数个不稳定
的实极点.

综合定理 2和定理 3, 两个对象的同时镇定问
题就已得到了解决, 同时定理3给出的条件, 也称
为奇偶交替性(parity interlacing property, 简称PIP条
件)[1∼3, 24],其检验只涉及到实轴上的零极点分布情
况,易于判定[25].

对于3个对象或3个以上对象的同时镇定问题,研
究者们也期望找到同两个对象时类似的易于判定

的条件,但是此时问题远比想象的要复杂, 为此, 学
者们作了相当多的研究工作,首先,受定理2启发,寻
求3个对象同时镇定问题的等价问题, Vidyasagar等
人给出以下结果: k个对象的同时镇定问题可转化为

相应的k − 1个对象的强镇定问题[1∼3],即:

定定定理理理 4 [1, 3, 23] 设Rs为稳定有理分式环, 考虑k

个对象p1, · · · , pk,引入互质分解,有pi =
ni

di

, i = 1,

· · · , k,且x, y ∈ Rs,满足n1x + d1y = 1.

定义

aij = nidj − njdi, i, j = 1, · · · , k

与

bi = nix + diy, i = 1, · · · , k,

则k个系统pi, i = 1, · · · , k可同时镇定当且仅当k−1

个系统p′i =
ai1

bi

, i = 2, · · · , k可同时强镇定.

考虑3个对象同时镇定问题与最小相位稳定控制
器部分极点配置问题[26]之间的联系, Blondel等给出
了同时镇定问题与双稳定镇定问题之间的等价性:

定定定理理理 5 [1, 27] 设Rs为稳定有理分式环, 考虑k个

对象p1, · · · , pk且满足p1(∞) 6= p2(∞),引入互质分
解,有pi =

ni

di

, i = 1, · · · , k.

定义

aij = nidj − njdi, i, j = 1, · · · , k,

则k个系统pi, i = 1, · · · , k可同时镇定当且仅当k−2

个系统p′i =
a2i

ai1

, i = 3, · · · , k可同时双稳定镇定.

注注注 4 定理4和定理5作为等价形式, 阐明了同时镇

定问题与强镇定问题、双稳定镇定问题之间的密切联系,

但是迄今为止, n个对象(n > 2)可同时强镇定与n个对

象(n > 1)可同时双稳定镇定的充分必要条件仍未获得. 实

际上, 它们是与n个对象(n > 3)同时镇定问题具有同等难

度的复杂问题.

另一方面, 在两个对象的同时镇定问题中,
PIP条件起着核心的作用, 易于计算判别. 为了寻
求n个对象(n > 3)可同时镇定问题易判定的充分

必要条件, 基于PIP条件, 学者们也给出了一些计
算上可检验的必要条件, 如偶交替条件(even in-
terlacing condition)[1, 27, 28], 强交替性(strong interlac-
ing property)[29, 30], 3--交替条件 (3-interlacing condi-
tion)[1, 27, 30, 31] 以及k--交替条件 (k-interlacing condi-
tion)[1, 27]等, 这些条件本质上都是对PIP条件进行扩
展,其计算检验只涉及到正实轴,实质上就是要使闭
环系统无不稳定的实极点,不难看出,这些条件对于
同时镇定问题是必要的,同时,学者们也猜测这些条
件也是充分的[28].

但是,对于n个对象(n > 3)同时镇定问题与上述
正实轴上的计算条件之间的关系, Blondel等人明确
指出:

定定定理理理 6 [1, 27] 对于k个对象的同时镇定问题(k
> 3), 存在控制器使得闭环传递函数无不稳定的实
极点并不能保证同时镇定问题有解, 即仅仅考虑正
实轴上的条件是不充分的.

上述结论的获得, Blondel等人采用的是基于复
分析理论[6∼10]的构造反例法,首先,构造多个特定的
对象,这些对象满足正实轴上的计算条件,即存在控
制器使得闭环系统无不稳定的实极点, 再利用双线
性变换,将连续时间域的同时镇定问题转换为离散
时间域的同时镇定问题,进而由复分析理论可知这
多个对象无法同时镇定. 这种方法有力地揭示了同
时镇定问题与复分析理论之间的深入联系,使得对
同时镇定问题的理论内涵有了进一步的认识.

同时,由于同时镇定问题的工程应用价值,学者
们也对同时镇定问题的充分条件和控制器设计进行

了研究[5, 32∼38]. 这些结果大都是基于实际工程意义
提出的. 典型的结果是考虑最小相位系统的[35, 37, 38].
Wei和Barmish[37, 38]给出了单输入单输出系统同时

镇定的迭代设计方法, 这种方法可设计稳定且严格
正则的控制器对一组严格正则、最小相位且高频增

益符号相同的对象实现同时镇定, 该方法也可适用
于多输入多输出系统.

作为一类特殊的同时镇定问题,区间族对象的镇
定问题也获得了一些较好的结果[39, 40],这些结果也
从一个方面说明了同时镇定问题与传统意义下的鲁

棒控制理论之间的联系.

尽管多年来学者们已经给出了不少关于3个及3
个以上对象同时镇定计算可行的充分条件或必要条

件,但是易于计算判定的充分必要条件迄今为止却
仍然没有获得. Ghosh在文[26]就已指出利用稳定且
最小相位的控制器实现极点配置时的超越性, 进一
步, 同样基于复分析方法[6∼10], Blondel等人对同时
镇定问题的复杂性与难解性进行了充分研究,给出
了如下经典结论:
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定定定理理理 7 [1, 11] 两个2阶对象的强镇定问题不是
有理可决定的(rationally undecidable), 即两个2阶对
象的强镇定问题不可能存在由所给对象的系数

经过有限次的代数运算(加、减、乘、除)、逻辑运
算(“与”及“或”)以及符号测试比较运算(“等
于”、“大于”、“大于等于”、“小于”、“小于等

于”)描述的充分必要条件.

对于定理7, Blondel等人考虑的是以下两个2阶
对象:

p1,β(z) =
z

z2 − β
, p2,β(z) =

z

z2 + β
, β ∈ R.

由复分析理论[8, 9]可知, 当|β| > A时, p1,β(z)和
p2,β(z)可由一稳定的控制器实现同时镇定, 而当0
< |β| < A时,则不存在稳定控制器同时镇定p1,β(z)

和p2,β(z), 这里A =
4π2

Γ4(
1
4
)

, Γ( )为Gamma函数. 而

由A =
4π2

Γ4(
1
4
)
为超越数[1, 41],可知两个2阶对象的同

时强镇定问题不是有理可决定的. 进而由定理4可
知, 3个对象的同时镇定问题不是有理可决定的.

定理7从可决定性的角度对3个对象同时镇定问
题的复杂性进行了分析, 实际上, 从计算复杂性的
角度来看, 3个对象同时镇定问题也是系统与控制
理论中难解问题的典型代表, 和NP难解性有密切
联系[42, 43]. 为形象说明3个对象同时镇定问题的复
杂性, Blondel等人提出了若干个具体的同时镇定问
题[1, 11, 12]. 这些问题看似简单,实际解决起来却非常
困难.研究这些问题一方面可以从理论上揭示同时
镇定问题与其他理论如复分析[6∼10]之间的密切联

系,另一方面,在具体求解镇定控制器时,需要利用
和探索新的工具和方法,如全局优化方法[13∼16]、非

凸非光滑分析[17]、不等式机器证明[14∼16]. 因此, 对
于这些特殊同时镇定问题的研究已经成为同时镇定

研究中的热点领域.后文中,将针对这几个具体的同
时镇定问题进行分析探讨.

需要说明的是,这里仅限于讨论利用线性时不变
控制器实现同时镇定,对于利用非线性控制器实现
同时镇定方面的结果可参见文[44].

4 香香香槟槟槟问问问题题题(Champagne problem)
首先来看一下线性系统同时镇定研究中著名

的“香槟问题”[11, 12, 14, 27, 45∼47], 该问题由Blondel等
人在文[11, 12, 27]中提出并冠名为“香槟问题(cham-
pagne problem)”, 作为一具体给定对象的同时镇定
问题,常用以说明简单问题中可能蕴含巨大的复杂
性. 问题的具体描述如下:

香槟问题:是否存在控制器同镇定以下系统:

p1(s) =
2
17

s− 1
s + 1

,

p2(s) =
(s− 1)2

(9s− 8)(s + 1)
,

p3(s) = 0?

由镇定的基本定义可知,控制器c镇定对象p = 0,则
控制器c必是稳定的,因此香槟问题本质上是两个对
象的强镇定问题.

对于香槟问题, Patel于1999年给出否定的答案,
证明了所要设计的控制器是不存在的[46], 所用方
法是传统的有理函数稳定互质分解[3]与复分析中

的
1
16

–定理[1, 8, 9, 46], 实际上考虑了如下的更一般的

问题:

广义香槟问题:存在制器同时镇定以下3个系统:

p1(s) =
2δ(s− 1)

s + 1
,

p2(s) =
2δ(s− 1)2

((1 + δ)s− (1− δ))(s + 1)
,

p3(s) = 0, δ是实数

时, δ的区间范围是什么?

显然,广义香槟问题即是要确定控制器存在时参

数δ的区间范围,而香槟问题即是问δ =
1
17
是否属于

该区间?

对于广义香槟问题, Patel在文[46]中得到,当δ <
1
16
时不存在满足条件的控制器, 实际上, Patel在文

[46]中默认了δ > 0,否则该条件应为0 < |δ| <
1
16

.

在文[46]末Patel还指出当δ =
1
16
时,是否存在满足条

件的控制器依然是公开问题. Leizarowitz等人指出

当δ =
1
2e

=
1

5.4366
时控制器存在,并猜测该δ是使

控制器存在的δ的最小值[45, 47], 但2002年Patel等人

在文[47]指出, 当δ =
1

6.719367588932806
时, 存在

满足条件的控制器c =
y(s)
x(s)

, x(s) ∈ H9, y(s) ∈ P 9,

注意, 这里给出的控制器阶次是 9阶的, 从而说明
Leizarowitz等人的猜想[45]是不正确的.

对于广义香槟问题, Guan等人于2007年给出了
完整的理论解[14],具体结论如下:

定定定理理理 8 存在控制器同时镇定下面3个系统:

p1(s) =
2δ(s− 1)

s + 1
,

p2(s) =
2δ(s− 1)2

((1 + δ)s− (1− δ))(s + 1)
,

p3(s) = 0, δ是实数
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的充分必要条件是δ = 0或|δ| > 1
16

.

定理8的获得主要依赖于复分析理论中的
1
16

–定

理[1, 8, 9, 46]与Runge定理[7, 10]这两个著名结果:

利用线性分式变换s =
1 + z

1− z
, 广义香槟问题可

等价地化为如下3个对象:



p1d(z) = 2δz,

p2d(z) =
2δz2

z + δ
,

p3d(z) = 0, δ是实数

(1)

在离散时间意义下的同时镇定问题.

第第第1步步步 利用
1
16

–定理, 可证明当0 < |δ| <
1
16

时, 由式(1)中所给出的3个对象在离散时间意义下
是不可同时镇定的.

第第第2步步步 当δ = 0时,由式(1)中所给出的3个对象
退化为一个对象p1d(z) = p2d(z) = p3d(z) = 0, 显
然,此时c(z)只要是稳定的即可满足要求.

而当|δ| =
1
16
时,根据熟知的多项式根与系数的

连续依赖性[48, 49],容易知道此时满足条件的控制器
是不存在的, 即由(1)中所给出的3个对象不可同时
镇定的.

第第第3步步步 利用
1
16

–定理和Runge定理, 可证明当

|δ| >
1
16
时, 由式(1)中所给出的3个对象在离散时

间意义下可同时镇定.

注注注 5 定理8理论上已经完整地解决了广义香槟问

题[46, 47], 当然也包含了香槟问题[1, 11, 12, 27, 45∼47]的解. 定

理9证明中的第1步已包含Patel文[46]的主要结果,同时证明

中的第2步已回答了Patel文[46]末提出的问题.

尽管定理8理论上已经完整地解决了广义香槟问
题,但从问题研究的另一方面来看,实际要构造能同
时镇定多个对象的控制器还是比较困难的,这一点
从文[45, 47]中具体构造的控制器例子中也可看出,

特别是当δ >
1
16
已给定时,如何找到满足同时镇定

的最小阶次的控制器? 或者在给定控制器阶次的情
况下如何确定δ的界限? 都是具有明显理论及应用
意义的研究课题.

对于广义香槟问题而言,问题求解的关键在于确
定参数δ的界限,而这与全局优化问题有着密切的联
系.如何选取优化模型以及优化算法,就成为求解问
题的基础,直接影响到求解的效果.

Patel等人的方法是利用稳定因式互质分解[3],将
广义香槟问题转化为单元控制器的插值问题[47],进
而利用Hurwitz条件导出优化模型,求解方法采用随

机优化算法[50],算法给出的最好结果是:

当δ =
1

6.719367588932806
时,存在满足条件的

控制器c =
y(s)
x(s)

, x(s) ∈ H9, y(s) ∈ P 9.

下一小节将介绍一种直观且有效的同时镇定控

制器设计方法,该方法的基础是基于不等式自动发
现的半代数系统求解.

4.1 半半半代代代数数数系系系统统统求求求解解解与与与镇镇镇定定定控控控制制制器器器设设设计计计(Solving
semi-algebra systems and stabilizing controller
designing)

首先考虑广义香槟问题的等价形式:

广义香槟问题等价形式: 令

a1(s) = s + 1, b1(s) = 2δ(s− 1),

a2(s) = ((1 + δ)s− (1− δ))(s + 1),

b2(s) = 2δ(s− 1)2.

当存在稳定多项式x(s)∈Hn和y(s)∈P m满足ai(s)
x(s)+ bi(s)y(s) ∈ H(i = 1, 2)时, δ的区间范围是什
么?

当控制器的阶次限定时, 上述问题本质上就是
一组代数不等式的求解问题, 即半代数系统的求
解问题[1, 31, 51]. 而以半代数系统为基础的判定方
法(decision method)或消去理论(elimination theory),
早已在系统与控制研究中得以应用[52],只是因为当
时软硬件条件的限制,使得该方法未能得以推广.

所谓半代数系统(semi-algebraic systems),是指多
项式方程组与多项式不等式组构成的系统,形如




p1(u,x) = 0, · · · , pr(u,x) = 0,

g1(u,x) > 0, · · · , gk(u,x) > 0,

gk+1(u,x) > 0, · · · , gt(u,x) > 0,

h1(u,x) 6= 0, · · · , hm(u,x) 6= 0.

(2)

这里: u = (u1, · · · , ud)表示参数, x = (x1, · · · , xs)
表示变元, t > k > 0,m > 0, pi, gi, hi均为多项

式. 这样的系统定义的点集称为半代数集(semi-
algebraic set).

半代数系统的求解一直是数学中基本问题之一,
大量的理论与应用问题可归结为半代数系统的求解

问题, 同时其与自动推理、机器证明有着紧密的联
系.

对于半代数系统的求解, 早在20世纪50年代,
Tarski[53]即论证了此类问题的可判定性[49, 52∼56].
但Tarski的判定算法[53]仅在理论上解决问题, 由于
其计算复杂度太高, 实际上不可能判定任何非平凡
的代数和几何命题[49, 54∼56]. 后来, 经Collins提出又
经他人合作改进的“柱形代数剖分”(cylindrical al-
gebraic decomposition, CAD)算法[57∼59],效率上有很
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大提高, 已经能够在计算机上实际判定一些难度不
大的代数与几何的非平凡命题,但作为定理机器证
明的一个通用程序,计算复杂度仍然很高.

1977年吴文俊[54]提出的初等几何定理机器判

定的新方法是这一领域的重大突破[49, 55, 56]. 吴方
法(Wu Method)主要是针对等式型命题的判定方法.
吴方法的成功在世界范围内推动了机器证明代数方

法研究的加速发展[49, 55, 56]. 但对不等式机器证明的
研究仍是举步维艰, 而不等式机器证明的困难在于
它依赖于实代数的自动推理.

1996年杨路及其合作者[49, 60]建立的多项式完全

判别系统(complete discrimination system for polyno-
mials, CDS)为实代数自动推理提供了有效的工具,
使得不等式机器证明的成果得以普遍接受并付诸实

际应用.

杨路等人[61∼64]利用多项式的判别序列[49, 60]、吴

方法[54∼56]及部分的柱形代数分解[57∼59]算法, 给
出了能自动发现不等式和实现全局优化的实用

算法, 这些算法对一大类不等式型定理是完备
的, 并在Maple下编制了通用程序Discoverer[63]和

Bottema[61, 62, 64], 具有很强的实用性, 也非常适用于
同时镇定问题中的控制器设计.

下面给出几个利用程序 Discoverer[63] 和

Bottema[61, 62, 64]对广义香槟问题等价问题进行计算

而获得的有一定意义的算例.

因为同时镇定的控制器可以相差一个非零的常

数因子, 不妨设定控制器的分母多项式首项系数均
为1. 另外,为方便讨论,仅考虑δ > 0的情况.

注意,这里的控制器可以是非正则的,即分子多
项式的阶次可以大于分母多项式的阶次. 在讨论同
时镇定的文献中, 常常可以不要求控制器一定是正
则的[1, 11, 12, 27], 这主要是因为同时镇定问题本质上
可转化为扩展复平面上一些解析函数性质[6∼10]的

研究, 另外, Blondel在文[1]也给出一个结论: k个对

象可同时镇定则必存在一个正则的控制器. 事实上,
若有一个非正则的控制器同时镇定k个对象,根据多
项式根与系数的连续依赖性[48, 49],总可以对该控制
器的分母多项式进行一个小的扰动,从而得到一个
满足要求的正则的控制器[14].

例例例 1[14] 令

a1(s) = s + 1, b1(s) = 2δ(s− 1),

a2(s) = ((1 + δ)s− (1− δ))(s + 1),

b2(s) = 2δ(s− 1)2, δ > 0,

则当δ >
1
2
时,存在稳定多项式x(s) ∈ MH i(i = 0,

1, 2)和y(s) ∈ P 0满足

aj(s)x(s) + bj(s)y(s) ∈ H, j = 1, 2,

而当δ 6 1
2
时,不存在满足条件的稳定多项式. 对于

给定的δ >
1
2

, 例如δ =
3
4
时, c(s) = y0是所要求的

控制器.

注注注 6 上述例1说明: 1)在限定控制器阶次的情况下,

利用杨路等人开发的程序可以确切地得到δ的精确界限;

2)进而,在给定δ确定值的情况下,可以确切给出控制器参

数的范围.由于算法的完备性, 所得条件均是充分必要的.

这是一般数值算法所无法比拟的.

例例例 2[14] 令

a1(s) = s + 1, b1(s) = 2δ(s− 1),

a2(s) = ((1 + δ)s− (1− δ))(s + 1),

b2(s) = 2δ(s− 1)2, δ > 0,

则当δ >
1
4
时,存在稳定多项式x(s) ∈ MH i(i = 0,

1, 2)和y(s) ∈ P 1满足

aj(s)x(s) + bj(s)y(s) ∈ H, j = 1, 2,

而当δ 6 1
4
时,不存在满足条件的稳定多项式. 对于

给定的δ >
1
4

,例如δ =
1
2
时, c(s) = y1s + y0是所要

求的控制器,这里

(y1, y0) ∈ {( 1
10

,
51
100

), (
3
5
,
3
5
), (

4
5
,
3
5
)}.

此时,为了要得到正则的控制器,根据多项式根与系

数的连续依赖关系[48, 49],可取c̃(s) =
y1s + y0

εs + 1
为是

所要求的正则控制器, ε>0为充分小,例如当(y1, y0)

∈ {(4
5
,
3
5
)}时, ε =

1
10

.

例例例 3[14] 令

a1(s) = s + 1, b1(s) = 2δ(s− 1),

a2(s) = ((1 + δ)s− (1− δ))(s + 1),

b2(s) = 2δ(s− 1)2, δ > 0,

则当δ >
1
6
时,存在稳定多项式x(s)∈MH0和y(s)∈

P 2满足

aj(s)x(s) + bj(s)y(s) ∈ H, j = 1, 2,

而当δ 6 1
6
时, 不存在满足条件的稳定多项式. 例

如δ =
10
59
时, c(s) = y2s

2 + y1s + y0是所要求的控

制器,这里

(y2, y1, y0) ∈
{(97

50
,
39001
10000

,
245001
100000

), (
19501
10000

,
39003
10000

,
4900299
2000000

)}.

此时,为了要得到正则的控制器,根据多项式根与系

数的连续依赖关系[48, 49],可取c̃(s) =
y2s

2+y1s+y0

εs2+εs+1
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为是所要求的正则控制器, ε > 0为充分小, 例如当

(y2, y1, y0) ∈ {(97
50

,
39001
10000

,
245001
100000

)}时, ε = 10−7.

注注注 7 上述诸例中得到的控制器,实际上是对变量参

数空间进行适当的剖分,然后在满足同时镇定条件的各胞

腔中取的样本点.

注注注 8 从上述算例中还可以看出其他一些规律, 例

如,对于广义香槟问题中δ界限的改进主要依赖于控制器分

子多项式阶次的提高.

例例例 4[14] 令

a1(s) = s + 1, b1(s) = 2δ(s− 1),

a2(s) = ((1 + δ)s− (1− δ))(s + 1),

b2(s) = 2δ(s− 1)2, δ > 0.

则当δ 6 1
8
时, 不存在稳定多项式x(s) ∈ MH0和

y(s) ∈ P 3满足

aj(s)x(s) + bj(s)y(s) ∈ H, j = 1, 2,

而当δ =
1
7
时, c(s) = y3s

3 + y2s
2 + y1s + y0是所要

求的控制器,这里

(y3, y2, y1, y0) ∈
{(26

25
,
376
125

,
50001
10000

,
300001
100000

),

(
11407
10000

,
121
40

,
50001
10000

,
300001
100000

)}.

此时,为了要得到正则的控制器,根据多项式根与系
数的连续依赖关系[48, 49],当ε1 > 0和ε> 0充分小,并
且ε2 > ε1时,此例中取ε = 10−7及ε1 = 10−15即可,

c̃(s) =
y3s

3 + y2s
2 + y1s + y0

ε1s3 + εs2 + εs + 1

是所要求的正则控制器.

注注注 9 例4中的δ已经突破了Patel等人给出的最好界

限[47], Patel等人给出的控制器阶次是9阶的, 而例4给出的

是3阶的控制器,阶次要小得多.

5 比比比利利利时时时巧巧巧克克克力力力问问问题题题(Belgian chocolate
problem)
本节分析同时镇定研究中另一个著名问题—–

“比利时巧克力问题”, 此问题也是由Blondel提出
并冠名的[1, 11].
“比利时巧克力问题”可表述为以下两个问

题[11, 12, 17, 47]:

原型巧克力问题:是否存在正则双稳定控制器c,
镇定如下二阶系统:

P (s) =
s2 − 1

s2 − 1.8s + 1
. (3)

广义巧克力问题: δ在什么区间范围时,存在正则

双稳定控制器c镇定如下二阶系统:

P (s) =
s2 − 1

s2 − 2δs + 1
, (4)

这里δ为[0, 1]内的实参数.

显然, 广义巧力问题即是确定双稳定控制器存
在时δ的区间范围, 而原型巧克力问题即是问δ =
0.9是否属于该区间?

对于原型巧克力问题,已获得了多个可实现双稳
定镇定的控制器[13, 15, 17, 47],而对于广义巧克力问题,
至今尚未解决.

为分析方便, 给出广义巧克力问题的的等价形
式:

广义巧克力问题等价形式: 设a(s) = s2 − 2δs +
1, b(s) = s2−1, δ为[0, 1]内的实参数. 问存在x(s) ∈
Hm, y(s) ∈ Hn(m > n)满足

a(s)x(s) + b(s)y(s) ∈ H (5)

时δ的区间范围是什么?

对于广义巧克力问题, 当δ = 1时, 因为a(s)和
b(s)具有公共因子s − 1, 此时显然(5)无解. 当δ 6
0.5时, 容易找到满足式(5)的解[17]. 但当δ = 0.9时,
问题变得出奇的复杂(其本身即是原型巧克力问
题[12, 17, 47]. 应当指出,“比利时巧克力问题”的复
杂性在于当δ趋近1时, 被控对象的开环传递函数
将出现近似的不稳定零点与不稳定极点的相消现

象(unstable Pole-Zero cancellation),这使得控制器设
计变得非常困难!

对于广义巧克力问题,一个重要理论结果是由
Blondel等人给出[11, 12, 65]:

定定定理理理 9 对于二阶连续系统

Pδ(s) =
s2 − 1

s2 − 2δs + 1
,

存在δ∗ > 0, 当δ < δ∗时, 存在双稳定控制器c(s)镇
定Pδ(s); 而当δ > δ∗, 不存在稳定控制器c(s)镇定
Pδ(s).

注注注 10 定理9说明存在严格值δ∗将参数区间划分为

稳定域与不稳定域,进而求解广义巧克力问题就是确定δ∗.

δ∗的理论界首先由Rupp[66]给出并由Blondel等人
进一步改进[65], 原结果以z域形式表示, 转换为s域

后为如下形式:

0.7615941559557649<δ∗<0.9999800001999982.

类似于广义香槟问题,广义巧克力问题的控制器
求解也可借助优化计算方法.

完全类似于广义香槟问题, Patel等人求解广义巧
克力问题的方法依然利用稳定因式互质分解[3], 将
广义巧克力问题转化为单元控制器的插值问题[47],
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进而利用Hurwitz条件导出优化模型,求解方法采用
随机算法[50], 借助于这种方法, Patel等首先对原型
巧克力问题作出了正面的回答,并给出了一个11阶
的双稳定控制器. 对于广义巧克力问题, Patel等人的
结果是δ∗ > 0.937[47].

Burke等人基于广义巧克力问题的等价形式, 采
用限定阶控制器设计方法,优化模型如下:

min α(xy(ax + by)),

其中 α(p) 表示多项式 p 的谱半径, 即 α(p) =
max{Re(s) : p(s) = 0}. 优化算法采用是基于非
凸非光滑分析的梯度采样法, 这是一种局部最优算
法. 基于上述方法,给出了原型巧克力问题的三阶控
制器算例, 对于广义巧克力问题, Burke等人给出的
最大可行值为δ =0.94375,并推测δ∗值将大于0.951,
同时对低阶镇定控制器的结构进行了研究[17].

Chang等人也基于广义巧克力问题的等价形
式和限定阶控制器设计思想, 利用基于分支消减
法(branch and reduce)的全局优化算法对广义香槟问
题进行了求解[13], 在δ = 0.97397439924082时, 获
得了一个10阶双稳定控制器(最近, Chang和Sahinidis
宣布,当δ = 0.974时,存在满足同时镇定条件的8阶
的控制器,见文[68]):

x(s) = s10+x9s
9+x8s

8+x7s
7+x6s

6+

x5s
5+x4s

4+x3s
3+x2s

2+x1s+x0,

其中:

x9 =1.97351109136261, x8 =5.49402092964662,

x7 =8.78344232801755, x6 =11.67256448604672,

x5 =13.95449016040116, x4 =11.89912895529042,

x3 =9.19112429409894, x2 =5.75248874640322,

x1 =2.03055901420484, x0 =1.03326203778346;

y(s)=y5s
5 + y4s

4 + y3s
3 + y2s

2 + y1s + y0,

其中:

y5 =0.00066128189295, y4 =3.611364710425,

y3 =0.03394722108511, y2 =3.86358782861648,

y1 =0.0178174691792, y0 =1.03326203778319.

考虑广义巧克力问题的等价形式, 直接代入
Hurwitz条件等稳定性条件, 问题依然是半代数系
统的求解问题和约束为代数式的全局优化问题,因
此基于不等式自动发现求解半代数系统的镇定控制

器设计方法对于广义巧克力问题仍然适用.

考虑限定阶控制器设计,首先有以下结论:

结结结论论论 1 设a(s) = s2 − 2δs + 1, b(s) = s2 − 1,
δ > 0, 则不存在 x(s) ∈ H0, y(s) ∈ Hn, 满足

a(s)x(s) + b(s)y(s) ∈ H .

下面给出几个利用程序 Discoverer[63] 和

Bottema[61, 62, 64]对广义巧克力问题等价问题进行计

算而获得的有一定意义的算例.

例例例 5[16] 令

a(s) = s2 − 2δs + 1, b(s) = s2 − 1, δ ∈ [0, 1].

当δ <

√
2

2
时, 存在稳定多项式x(s) ∈ MH1和y(s)

∈ H i(i = 0, 1),满足

a(s)x(s) + b(s)y(s) ∈ H,

而当δ >
√

2
2
时,不存在满足条件的多项式. 对给定

的δ <

√
2

2
,例如δ =

7
10

, c(s) =
y0

s + x0

是所要求的

控制器,这里

(x0, y0) ∈ {( 71
100

,
7099
10000

)}.

例例例 6[16] 令

a(s) = s2 − 2δs + 1, b(s) = s2 − 1, δ ∈ [0, 1].

当δ <

√
3

2
时, 存在稳定多项式x(s) ∈ MH2和y(s)

∈ H i(i = 0, 1, 2),满足

a(s)x(s) + b(s)y(s) ∈ H,

而当δ >
√

3
2
时,不存在满足条件的多项式. 对给定

的δ <

√
3

2
, 例如δ =

85
100

, c(s) =
y0

s2 + x1s + x0

是

所要求的控制器,这里

(x1, x0, y0) ∈ {(95 ,
132
125

,
10559
10000

)}.

例例例 7[16] 令

a(s) = s2 − 2δs + 1, b(s) = s2 − 1, δ ∈ [0, 1].

当δ <

√
2 +

√
2

2
时, 存在稳定多项式x(s) ∈ MH3

和y(s) ∈ H0,满足

a(s)x(s) + b(s)y(s) ∈ H,

而当δ >
√

2 +
√

2
2

时, 不存在满足条件的多项式,

这里的精确值k =

√
2 +

√
2

2
= 0.923879 · · ·是多项

式8k4−8k2+1的最大实根.对给定的δ <

√
2+
√

2
2

,

例如δ =
923
1000

, c(s) =
y0

s3 + x2s2 + x1s + x0

是所

要求的控制器,这里

(x2, x1, x0, y0) ∈
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{(37
20

,
303239
125000

,
1314133
1000000

,
26282659
20000000

)}.

当δ = 0.9(即原型巧克力问题)时,可获得镇定控
制器c(s) =

y0

s3 + x2s2 + x1s + x0

,其中

(x2, x1, x0, y0) ∈
{(23

10
,
329
100

,
73
40

,
18249
10000

), (
213
100

,
301
100

,
417
250

,
2083
1250

)}.

例例例 8[16] 令

a(s) = s2 − 2δs + 1, b(s) = s2 − 1, δ ∈ [0, 1].

当δ <

√
10+2

√
5

4
时,存在稳定多项式x(s) ∈ MH4

和y(s) ∈ H0,满足

a(s)x(s) + b(s)y(s) ∈ H,

而当δ >
√

10 + 2
√

5
4

时,不存在满足条件的多项式,

这里的精确值k =

√
10 + 2

√
5

4
= 0.951056 · · ·是

多项式16k4 − 20k2 + 5的最大实根.

进一步,当δ > 0.9510时,可获得一4阶的双稳定
镇定控制器如下式,这改进了文[17]中的结果.

δ = 0.95105651 62896110 29420643

88946743 89112458 55475719 38

时,有如下双稳定镇定控制器:

x(s) = s4 + x3s
3 + x2s

2 + x1s + x0,

y(s) = y0,

其中:

x0 = 1.6180339889 4536286946 9494993565

8952157345 868769824,

x1 = 3.0776835375 2911962833 8955905332

3366931516 571678076,

x2 = 2.6180339889 9793598068 1189007281

2013909496 030952963,

x3 = 1.9021130326 7922205884 1287778934

8778224917 109514388,

y0 = 1.6180339889 4536286946 9494993565

8952157344 868769824.

注注注 11 作为一种特殊情况,可知当δ > 0.96时,不存

在x(s) ∈ MH5和y(s) ∈ H0满足a(s)x(s) + b(s)y(s) ∈ H .

详细的δ∗分布与控制器阶次的关系见表1.

其中δ′ = 0.554194 · · ·是多项式
512δ10 − 1536δ8 − 192δ7 + 1536δ6 +

384δ5 − 488δ4 − 192δ3 − 78δ2 − δ + 54

的最小实根, δ′′ = 0.933781 · · ·是多项式
16δ5 − 20δ3 − 2δ2 + 5δ + 2

的最大实根.

表 1 δ∗分布与控制器阶次的关系

Table 1 The distribution of δ∗

x(s) y(s) δ∗ x(s) y(s) δ∗

MH0 H0 —

MH1 H0

√
2

2
MH1 MH0 1

2

MH1 H1

√
2

2
MH1 MH1 —

MH2 H0

√
3

2
MH2 MH0

√
3

2

MH2 H1

√
3

2
MH2 MH1

√
2

2

MH2 H2

√
3

2
MH2 MH2

√
2

2

MH3 H0

p
2 +

√
2

2
MH3 MH0 δ′

MH3 H1

p
2 +

√
2

2
MH3 MH1

√
3

2

MH3 H2

p
2 +

√
2

2
MH3 MH2

√
3

2

MH3 H3

p
2 +

√
2

2
MH3 MH3

√
3

2

MH4 H0

p
10 + 2

√
5

4

MH4 H1

p
10 + 2

√
5

4
MH4 MH1 δ′′

MH4 H2

p
10 + 2

√
5

4

MH4 H3

p
10 + 2

√
5

4

MH4 H4

p
10 + 2

√
5

4

通过表1, 可以发现一些有趣的规律, 有以下猜
想:

猜猜猜想想想 1[16] 在广义巧克力问题中, δ∗b是系统存

在形如x(s) ∈ MHn, y(s) ∈ H0双稳定镇定控制

器时参数δ的上界, 则δ∗b也是系统存在形如x(s) ∈
MHn, y(s) ∈ H i(i = 1, · · · , n)双稳定镇定控制器
时参数δ的上界.

猜想1在n 6 4时已有理论验证[15, 16].

进一步分析控制器阶次与δ∗之间的关系,考虑控
制器取x(s) ∈ MHn(n = 1, 2, 3, 4), y(s) ∈ H0的情

形,注意到当实变量δ → δ∗n时,有a(s)x(s)+b(s)y(s)
→ sn+2, 同时利用实多项式稳定的必要条件–笛卡
尔符号法则,则δ∗n(n = 1, 2, 3, 4)可通过求解一系列
方程显式获得.

对这一结论推广,可得到一系列关于δ∗的必要条

件,如以下猜想:
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猜猜猜想想想 2[16] 对于广义巧克力问题, δ∗n是当控制

器取

x(s)∈MHn, n=1, 2,· · · ,

y(s)∈H0

形式时参数δ的上界, 则每个δ∗n等于或小于δn, 其
中δn是如下连分式的最大正实根:




fn = − 1
fn−1

− 2δ,

f0 = −δ,

进一步, δn = sin
(n + 2)π
2(n + 1)

.

由于δn在n趋向于无穷时的极限为1,因此当n充

分大时,猜想2成立. 又从文[15, 16]可以看出, δ∗n =
δn(n = 1, 2, 3, 4). 实际上, 对于目前已有文献中获
得的所有控制器,猜想2都是成立的！

6 威威威士士士忌忌忌问问问题题题(Whiskey problem)
在对“香槟问题”和“比利时巧克力问题”这两

个具体的同时镇定问题分析之后,来看一个更具一
般性的同时镇定问题—–“威士忌问题”,该问题仍
由Blondel提出的[12],其表述非常简单.

威士忌问题: 3个任意的一阶系统可同时镇定的
充分必要条件是什么?

实际上,威士忌问题来源于下面两个结果.

定定定理理理 10 [1, 11, 12] 如下3个离散一阶系统

p1(z) =
1
z
, p2(z) =

1
z

+ β, p3(z) =
1
z
− β

可同时镇定,当且仅当

|β| < Γ4(1/4)
4π2

= 4.377 · · · ,

其中Γ为Gamma函数.

定定定理理理 11 [12, 51] βi(i = 1, 2, 3)是不相同的实数,
如下3个离散系统

z

1 + β1z
,

z

1 + β2z
,

z

1 + β3z

同时镇定,当且仅当

|a1| < 2I(ν(a0))
|ν ′(a0)| ,

其中

a0 =
β2 − β3

β2 − β1

, a1 =
(β2 − β3)(β1 − β3)

β2 − β1

,

I(z)表示复数z的虚部, ν为椭圆模函数λ的局部

逆[10, 67].

注注注 12 定理10基于复分析方法, 由数
Γ4(1/4)

4π2
为超

越数[1, 41]这一经典结果可得出3个对象的同时镇定问题不

是有理可决定的.

注注注 13 定理11的证明是由Bertilsson和Blondel给出

的[51],在其证明中应用了复变函数几何理论中的Laudau定

理和椭圆模函数方法[67], 进而又得出:从可计算性理论的

角度而言,多于两个系统的同时镇定问题不能利用标准的

计算机器所判定.

注注注 14 定理10和定理11均可看作威士忌问题的特殊

情形,而一般形式下的威士忌问题由于所含参数过多还未

有任何结果.不难看出,威士忌问题的解决与复分析理论有

本质上的密切联系.

7 结结结语语语(Conclusions)
本文对线性系统同时镇定及相关问题的研究内

容,研究方法, 研究难点, 最新研究进展情况进行了
介绍,尤其是对同时镇定研究中著名的“香槟问题”
和“比利时巧克力问题”以及“威士忌问题”进行

了分析, 并给出了一些探讨结果, 从前述分析中不
难看出,从理论研究的角度来讲,同时镇定问题的研
究从传统的代数方法发展到复分析方法, 充分说明
了系统控制理论与现代数学理论之间的交融.同时
镇定问题本质上即可转化为复分析中解析函数几何

性质的研究,同长期以来的复几何数学难题Bloch常
数、Landau常数[1, 6∼10]有着深刻的联系. 而从实际
求解同时镇定问题, 设计具体镇定控制器的角度
来看, 由于同时镇定问题的难解性, 必须借助于其
他领域内的新方法、新工具, 而这些新方法、新工
具[13∼17]的引入会使系统与控制研究保持新的活力,
从而促进理论和工程技术的发展.
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