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摘要:研究了Lurie系统的鲁棒量化状态反馈控制问题,其中的量化器为静态对数量化器. 首先,根据Lurie系统自
身特点以及对数量化器的特性,将量化状态反馈控制作用下的Lurie系统建模成具有两个扇形约束的不确定系统.
然后分别考虑了没有量化和有量化作用两种情形,利用小增益定理,得到了闭环系统内稳定的充分必要条件,并进
一步给出了相应的状态反馈控制律.最后,数值例子表明了本文方法的有效性.
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Abstract: The robust quantized state-feedback control for Lurie systems is addressed, where the static logarithmic
quantizer is considered. According to the characteristics of the Lurie systems and the properties of the logarithmic quantizer,
the Lurie systems with quantized state-feedback control are modeled as uncertain systems with two sector constraints. Then,
by applying the small gain theorem, we establish a sufficient and necessary condition of internal stability for the closed-loop
system with or without quantization effect, respectively. The corresponding state feedback control law is also developed.
A numerical example is given to illustrate the effectiveness of the method proposed.
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1 引引引言言言(Introduction)
早在1956年, Kalman[1]指出镇定控制器量化后,

反馈系统可能会产生极限环和混沌现象.近年来,由
于数字计算机在控制系统中的广泛应用以及网络

化控制理论研究的不断深入, 量化反馈控制问题引
起了研究者的广泛关注[2–12]. 目前关于量化反馈控
制的研究主要有两类: 基于静态量化器[3–4, 7–10]和基

于动态量化器[2,5−6]. 静态量化器是无记忆非线性函
数,而动态量化器则是有记忆的. 在以上基于静态量
化器研究反馈控制的文献中,文献 [3]研究了线性系
统利用量化状态反馈实现二次镇定问题,证明了最
粗糙的量化器是对数量化器. 文献 [4]利用扇形界方
法将文献 [3]的结果推广到量化输出反馈控制问题.
文献 [7]研究了单输入仿射非线性系统的量化状态
反馈和量化输出反馈控制问题,其中量化输出反馈
控制包括量化输入和量化测量两种情形. 文献 [8]利

用量化依赖方法研究了线性时不变离散时间系统的

量化状态反馈控制问题.文献 [9]研究了线性时不变
系统的量化时滞反馈控制问题,其中考虑了两种类
型的量化: 量化控制输入和量化状态. 文献[10]研究
了有限信道容量下不确定系统的鲁棒H∞估计问题,
其中信道约束包括测量量化、信号传输时延和数据

包丢失.

尽管对量化反馈控制问题的研究已经取得了许

多重要的结果,然而, 不可否认, 现有的结论绝大部
分以线性系统为对象,非线性系统的量化反馈控制
的研究结果较少. 由于大多数的工业实际系统都存
在由系统模型复杂、元器件不精确及其磨损老化所

造成的严重的非线性和不确定性, 所以研究非线性
系统的量化反馈控制问题具有更重要的实际意义.
Lurie系统作为一类非常重要的控制系统,其稳定性
研究已取得了不少的成果[13–15]. 许多非线性系统可
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以表示成Lurie系统的结构形式,即一个线性系统和
非线性单元的反馈连接, 而非线性部分满足一个扇
形约束条件.

本文研究Lurie系统的鲁棒量化状态反馈控制问
题.通过分析Lurie系统中非线性环节和对数量化器
的特性,将量化反馈控制作用下的Lurie系统建模成
具有两个扇形不确定性的系统.将利用小增益定理
证明, 闭环系统内稳定的充分必要条件与一个代
数Riccati方程唯一正定解的存在性有关, 且相应的
量化状态反馈控制器由该代数Riccati方程的唯一正
定解决定.

2 系系系统统统描描描述述述与与与预预预备备备知知知识识识(System description
and preliminaries)
考虑如下形式的Lurie系统:

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)−Gϕ(t, Cx(t)) + B1ω(t),

(1)

其中: x(t)∈Rn是系统状态, u(t)∈Rm是控制输入,
ω(t) ∈ Rp是外部输入; A ∈ Rn×n, B∈Rn×m, B1∈
Rn×p, C ∈ R1×n和G ∈ Rn×1均是已知的常数矩阵;
ϕ(t, y)是一个无记忆非线性函数, 关于t分段连续,
关于y满足全局Lipschitz条件,有ϕ(t, 0) = 0,且满足
如下扇形约束:

[ϕ(t, y)− L1y]T[ϕ(t, y)− L2y] 6 0, (2)

其中: L1, L2是已知常数矩阵, 且满足L2 − L1 > 0.
通常称这样的一个非线性函数ϕ(t, y)属于扇形区
域[L1, L2],记作ϕ(t, y) ∈ [L1, L2].
均匀量化器采用的是相同的量化间隔,所以为了

适应大数值输入信号,同时满足量化精度的要求,必
须增加量化等级,这也意味着需要增加网络带宽. 对
数量化器是一种非均匀的量化器, 量化等级在对数
意义下是线性的, 这种类型的量化器可以保证在带
宽较低情况下,信号量化误差比较小; 其次,浮点运
算的本质实际上就是一种对数量化;此外,文献[3]中
指出,经由一个量化了的状态反馈控制器镇定一个
不稳定的线性系统,所需要的量化器是对数形式的,
即对数量化器. 因此,本文考虑对数量化器 f(·),其
量化等级满足如下形式:

U = {±ui, ui = ρiu0, i = ±1,±2, · · · } ∪
{±u0} ∪ {0}, 0 < ρ < 1, u0 > 0. (3)

且量化器f(·)满足[3, 4]

f(v) =



ui,
1

1 + σ
ui < v 6 1

1− σ
ui, v > 0,

0, v = 0,

−f(−v), v < 0.

(4)

其中: σ =
1− ρ

1 + ρ
, ρ为量化密度,满足0 < ρ < 1.

根据对数量化器的数学特性,有

f(v) = (1 + ∆(v))v, (5)

其中|∆(v)| 6 σ.

注注注 1 与文献 [3]不同的是, 它研究的是量化精度与

稳定性之间的关系,并给出满足系统二次稳定的最坏的量

化密度;本文则研究的是量化密度、Lurie系统中的非线性

特性与系统稳定性三者之间的关系.

若控制信号被对数量化器量化, 则系统(1)中的
控制输入u(t)可表示成如下形式[4]:

u(t) = (1 + ∆)Kx(t). (6)

记

y = Cx, ŷ = ϕ(t, y),

则量化状态反馈控制作用下的Lurie系统,可由图1表
示.

图 1 量化状态反馈控制

Fig. 1 Quantized state feedback control

图1中,受控系统P由下面的方程表示:

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)−Gŷ + B1ω(t). (7)

根据ϕ(t, y)的扇形约束条件(2)可知

[ŷ − 1
2
(L1 + L2)y − 1

2
(L1 − L2)y]T×

[ŷ − 1
2
(L1 + L2)y +

1
2
(L1 − L2)y] 6 0.

进一步,有

[ŷ − 1
2
(L1 + L2)y]T[ŷ − 1

2
(L1 + L2)y] 6

[
1
2
(L1 − L2)y]T[

1
2
(L1 − L2)y]. (8)

记

v1 =
1
2
(L1 − L2)y,

v2 = ŷ − 1
2
(L1 + L2)y,

v2 = ϕ̄(t, v1),

则量化状态反馈控制作用下的Lurie系统可进一步
由图2表示.
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图 2 量化状态反馈系统
Fig. 2 The quantized state feedback system

很明显, ϕ̄是一个新的非线性函数. 若把该非线
性函数看成是系统内部的一种不确定性, 对于t ∈
[0,∞),这种不确定性满足下面关系:

‖ϕ̄‖∞ = sup
v1(t) 6=0

‖v2‖2

‖v1‖2

6 1. (9)

由此可知, 量化状态反馈控制作用下的Lurie系
统是一个具有两个扇形不确定性的系统.一个不确
定性来自系统内部,即ϕ̄;另一个不确定性则由量化
器引起, 即∆. 对于这样一个系统,能否设计一个状
态反馈控制器使得闭环系统内稳定?

注注注 2 对数量化器结构上的特征,使得笔者可以用乘

性不确定性来描述其特征. 运用这些结构特征,可进一步将

量化密度与网络化系统对信道带宽基本要求联系起来,这

是与一般的鲁棒控制的不同之处.

定定定义义义 1[16] 当ω = 0, t → ∞时,系统(1)的状态
x(t)从所有初始状态趋于零, 则称该系统是内稳定
的.

3 无无无量量量化化化影影影响响响的的的Lurie系系系统统统鲁鲁鲁棒棒棒控控控制制制(Robust
control for Lurie systems without quantiza-
tion effect)
由上一节的分析可知,若不考虑量化的影响,即

u(t) = Kx(t), 则设计状态反馈控制器使得闭环系
统内稳定的问题就变成一个标准的鲁棒控制问题.

引引引理理理 1[16](小增益定理) 考虑如图3所示的互联
系统.

令α > 0, 则图3中所示的系统对所有满足
‖∆‖∞6α的∆是内稳定的,当且仅当‖M‖∞<1/α.

图 3 小增益定理
Fig. 3 Small gain theorem

记Tv1v2表示图2中从信号v2到v1的传递函数. 由
引理1可知,当不考虑量化影响时, Lurie系统是内稳
定的,当且仅当Tv1v2满足

‖Tv1v2‖∞ = sup
v1(t) 6=0

‖v1‖2

‖v2‖2

< 1. (10)

定定定理理理 1 考虑图2所示的系统,其中被控系统P

由式(7)表示. 当∆ = 0时,闭环系统是内稳定的,当
且仅当以下代数Riccati方程存在唯一正定解P > 0:

ĀTP + PĀ + C̄TC̄ + PGGTP − PBBTP = 0,

(11)

其中

Ā = A− G

2
(L1 + L2)C, C̄ =

1
2
(L1 − L2)C.

此时状态反馈控制器增益为

K = −BTP. (12)

证证证 当ω(t) = 0时, 若以信号v2(t), u(t)为输入,
信号v1(t)为输出,经过简单计算,可以很容易得到系
统的状态空间描述{

ẋ(t) = Āx(t) + Bu(t)−Gv2(t),

v1(t) = C̄x(t).
(13)

构造一个Hamilton矩阵H ,满足

H :=

[
Ā GGT −BBT

−C̄TC̄ −ĀT

]
. (14)

设P := Ric(H)存在,则P满足Riccati方程(11).

用x(t)表示系统状态,对xT(t)Px(t)求微分
d
dt

(xTPx) = ẋTPx + xTPẋ =

xT(ĀTP + PĀ)x + 2 < u, BTPx > −
2 < v2, G

TPx > .

用P的Riccati方程(11)代入ĀTP + PĀ项,得
d
dt

(xTPx) =

− ‖v1‖2 − ‖GTPx‖2 + ‖BTPx‖2+

2 < u, BTPx > −2 < v2, G
TPx >=

− ‖v1‖2 + ‖v2‖2 − ‖u‖2+

‖u + BTPx‖2 − ‖v2 + GTPx‖2.

由于要求闭环系统是内稳定的, 所以x(∞) = 0, 那
么在零初始条件, 即 x(0) = 0下, 对上式两边关
于t从t = 0到t = ∞积分,有

‖v1‖2
2 − ‖v2‖2

2 =

‖u + BTPx‖2
2 − ‖v2 + GTPx‖2

2 − ‖u‖2
2.

由上式可以看出, 对于所有能量有限的信号v2,

‖Tv1v2‖∞ < 1, 当且仅当状态反馈控制器增益K满
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足

K = −BTP.

证毕.

注注注 3 小增益定理利用系统输入信号与输出信号之

间的某种增益关系给出了一般系统满足鲁棒稳定性的充分

必要条件,本文利用小增益定理得到了闭环系统内稳定的

充分必要条件.

4 Lurie系系系统统统的的的鲁鲁鲁棒棒棒量量量化化化反反反馈馈馈控控控制制制(Robust
quantized feedback control for Lurie sys-
tems)
当控制信号不经过量化器时,若采用上一节中的

状态反馈控制器设计方法,可以使闭环系统内稳定,
即‖Tv1v2‖∞ < 1. 但是,若控制信号先经过对数量化
器再作用于受控系统,控制信号的信息会损失.量化
密度越高,损失的信息量越少,量化后得到的信号越
接近真实信号,反之亦然. 闭环系统内稳定的充分必
要条件‖Tv1v2‖∞ < 1可能会因此而被破坏.那么,对
于所有满足|∆| 6 σ的∆,能否设计一个量化状态反
馈控制器使得受控的Lurie系统内稳定? 即设计一个
量化状态反馈控制器,使得

max
|∆|6σ

‖Tv1v2‖∞ < 1.

定定定理理理 2 考虑如图2所示的量化状态反馈系统,
其中受控对象为一阶Lurie系统,则闭环系统是内稳
定的, 当且仅当下面代数Riccati方程存在唯一正定
解Pq > 0:

ĀTPq + PqĀ + C̄TC̄ + PqGGTPq−
(1− σ)−2PqBBTPq = 0, (15)

其中:

Ā = A− G

2
(L1 + L2)C, C̄ =

1
2
(L1 − L2)C.

此时状态反馈控制器增益为

Kq = −(1− σ)−1BTPq. (16)

证证证 假设存在一个状态反馈控制器,其增益形如

Kq =− 1
β

BTPq,则由式(6)可知,对于所有满足|∆|6
σ的∆,系统(13)可写成




ẋ(t)=Āx(t)− 1 + ∆

β
[BBTPq]x(t)−Gv2(t),

v1(t) = C̄x(t).
(17)

如果该系统是一阶的,同时假设∆是时不变的,则计
算可得

‖Tv1v2(∆)‖∞ =

|1
2
(L1 − L2)CG|

| −A +
G

2
(L1 + L2)C +

1 + ∆

β
BBTPq|

.

很明显, ‖Tv1v2(∆)‖∞关于∆是单调下降的,因此
容易得到下面的引理.

引引引理理理 2 考虑如图2所示的系统.当∆ = −σ时,
若存在状态反馈控制器满足条件‖Tv1v2‖∞ < 1, 那
么对于所有满足|∆| 6 σ的∆,此条件均成立.

根据引理2, 只考虑∆ = −σ时的情形, 此时, 若
以u, v2为系统输入, v1为系统输出,类似于系统(13),
量化反馈控制系统可以写成如下形式:{

ẋ(t) = Āx(t) + B̄u(t)−Gv2(t),

v1(t) = C̄x(t),

其中B̄ = (1− σ)−1B.

构造一个Hamilton矩阵Hq满足

Hq :=

[
Ā GGT − B̄B̄T

−C̄TC̄ −ĀT

]
. (18)

设Pq : = Ric(Hq)存在,则Pq满足Riccati方程(15).

用x(t)表示系统状态, 采用上一节中的方法,
对xT(t)Pqx(t)求微分,有
d
dt

(xTPqx) =xT(ĀTPq+PqĀ)x−2 < v2, G
TPqx >+

2 < u, B̄TPqx > .

利用上述Riccati方程(15),可得
d
dt

(xTPqx) =

− ‖v1‖2 + ‖v2‖2 − ‖u‖2 − ‖v2 + GTPqx‖2+

‖u + B̄TPqx‖2.

由于要求闭环系统是内稳定的, 所以x(∞) = 0,
那么在零初始条件, 即x(0) = 0下, 对上式两边关
于t从t = 0到t = ∞积分,有

‖v1‖2
2 − ‖v2‖2

2 =

‖u + B̄TPqx‖2
2 − ‖v2 + GTPqx‖2

2 − ‖u‖2
2.

由上式可以看出, 对于所有能量有限的信号
v2, max

|∆|6σ
‖Tv1v2‖∞<1,当且仅当状态反馈控制器增

益Kq满足Kq = −B̄TPq,即

Kq = −(1− σ)−1BTPq.

证毕.

考虑量化反馈控制系统(17), 若系统是单输入
单输出高阶系统,系统矩阵Ā是一个维数大于1的方
阵. 笔者无法得到‖Tv1v2‖∞与∆之间的具体关系,因
此无法像定理2判断出max

|∆|6σ
‖Tv1v2‖∞ 所对应的∆.
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此时, 可以采用2块µ综合方法来设计对于所有满

足|∆| 6 σ的∆,使得具有量化影响的Lurie系统鲁棒
内稳定的状态反馈控制器.

这里,系统G(P, Kq)为



ẋ(t)=[Ā + BKq]x(t)+[−G B]

[
v2

uxq

]
,

[
v1

ux

]
=

[
C̄

Kq

]
x(t).

(19)

记∆̄ =

[
ϕ̄ 0
0 ∆

]
,很明显有

[
v2

uxq

]
=

[
ϕ̄ 0
0 ∆

][
v1

ux

]
, ‖∆̄‖∞ 6 1.

引引引理理理 3[16] 考虑如图4中所示的系统, 令β > 0,

‖∆̄‖∞ 6 β,系统是内稳定的当且仅当

µ∆̄G(P, Kq)(jω) =

inf
D∈D

σ̄
[
DG(P, Kq)(jω)D−1

]
<

1
β

.

其中: D = {
[
dω

1 0
0 1

]
, dω

1 > 0}, σ̄(·)表示矩阵的最

大奇异值.

图 4 高阶量化反馈控制系统

Fig. 4 Higher-order quantized feedback control systems

定定定理理理 3 考虑量化状态反馈控制作用下的高阶

Lurie系统, 如图4所示. 则闭环系统是内稳定的, 当
且仅当下面不等式成立:

inf
D∈D

σ̄
[
DG(P, Kq)D−1

]
< 1, (20)

其中:

G(P, Kq) =

[
−C̄ΦG1 C̄ΦB

−KΦG1 KΦB

]
, (21)

Φ = (sI − Ā−BKq)−1.

证证证 系统(19)的传递函数可由四块分块矩
阵(21)来表示, 则利用引理3可以直接得到此定理
的结论. 证毕.

这里, 控制器增益Kq可由标准D-K迭代算法[16]

求解,可以按照以下步骤完成.

Step 1 求一个标量函数d1(s), d1(s), d−1
1 (s)都

是稳定的,使得|d1(jω)| ≈ dω
1 ;

Step 2 令D =

[
d1(s) 0

0 1

]
,求满足

inf
D∈D

σ̄
[
DG(P, Kq)D−1

]

的控制器增益Kq;

Step 3 固定Step 2中求得的Kq, 对D在频域上

逐点使σ̄[DG(P, Kq)D−1]最小. 这个过程会产生一
个新的d̂ω

1 ;

Step 4 比较d̂ω
1和dω

1 ,如果相近,则停止,否则用
d̂ω

1代替dω
1返回Step 1;

Step 5 此时,若 inf
D∈D

σ̄[DG(P, Kq)D−1] < 1,所

对应的控制器增益Kq即为所求,若不满足则说明不
存在状态反馈控制器使得图4中的闭环系统内稳定.

注注注 4 文献[6, 8]均采用LMI的方法,分别给出了实现

系统LQR优化问题以及实现系统多重二次可镇定控制器存

在的充分条件, 而本文基于代数Riccati方程给出了实现系

统内稳定的充分必要条件.

5 数数数值值值例例例子子子(Numerical example)
考虑外部输入ω(t) = 0的一阶Lurie系统:

ẋ(t) = 0.8x(t) + u(t)− 0.5ϕ(t, x(t)),

其中: ϕ(t, x(t)) = 0.5(|x(t) + 1| − |x(t)− 1|),且满
足扇形约束

[ϕ(t, y)]T[ϕ(t, y)− y] 6 0.

假设量化密度ρ为不同的值,利用MATLAB编程
求解定理2中的Riccati方程,得到不同的状态反馈控
制器增益Kq. 图5表示系统在初始条件x0 = −2和不
同的量化状态反馈控制下的状态响应图.

图 5 闭环系统状态响应图

Fig. 5 State response of the closed-loop system

6 结结结论论论(Conclusions)
本文讨论了Lurie系统的鲁棒量化状态反馈控制

问题.首先,针对状态反馈控制器没有量化约束的情
形, 利用小增益定理得到了闭环系统内稳定的充分
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必要条件, 并基于代数Riccati方程给出了状态反馈
控制器的设计方法. 其次,考虑了量化状态反馈控制
作用下的一阶Lurie系统,利用小增益定理同样得到
了闭环系统内稳定的充分必要条件,此时状态反馈
控制器增益是依赖于量化密度的. 最后考虑了受量
化影响的高阶Lurie系统,采用2块µ综合方法并给出

标准 D-K 迭代算法设计了保证闭环系统内稳定的
量化状态反馈控制器.
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