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摘要:为改善离线鲁棒预测控制算法的最优性引入了变终端约束集的思想,即在原离线方法基础上通过在线优
化方法获得构建当前反馈矩阵的凸组合系数,然后再产生当前控制量. 与原方法相比增加了在线求解的自由度,改
善了系统的最优性. 在此基础上,又提出了变约束预测控制(VC–MPC)算法,根据状态所处的不同稳定椭圆域确定
其对应的控制约束,在取得相同优化性能情况下较恒定约束算法明显节省了计算时间. 仿真实例验证了所提方法
的有效性.
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Abstract: To improve the optimality of the off-line synthesis algorithm for robust model predictive control, we introduce
the idea of on-line variable terminal constraint set. Based on the off-line results, the convex combination coefficients for the
state feedback matrix are obtained through on-line optimization; and then, the current control is generated. Compared with
the original method, the improved one increases both on-line freedom and optimality. On this basis, we further consider
the variable constraints for the efficient predictive control algorithm(VC-MPC). The corresponding control constraints are
determined according to the elliptical stability domain where the current states are lying in. The on-line computational load
of VC-MPC is reduced significantly while achieving the same optimal performance with the constant constraint algorithm.
Finally, the simulation results illustrate the effectiveness of the proposed methods.
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1 引引引言言言(Introduction)
由于模型预测控制(MPC)能够明确有效地处理

控制中输入, 输出和状态的约束而倍受工业界青
睐[1]. 近些年以研究算法稳定性为基础的预测综合
方法逐渐成为研究的热点, 其中的大部分文章主要
是围绕着解决在线计算量、控制性能和系统初始可

行域之间的矛盾展开的[2∼4].
1996年, Kothare等[5]针对多胞不确定系统第一

次完整的提出基于椭圆不变集的鲁棒预测控制器设

计方法,采用LMI形式求解min-max性能指标问题上
界,文献[6, 7]在此基础上还进行了相应的研究.
文献[5∼7]的研究面临的一个共同的难题是在线

计算量过大,在解决这个问题的过程中逐渐形成了
离线设计在线综合的方法. 离线方法中的一个方向
是以文献[8]为代表的高效鲁棒预测控制(ERPC),离
线设计增广不变集以减小在线计算量, 通过扩展ck

增加系统的自由度也扩大了系统的最优反馈律对应

的初始可行域. 文献[9, 10]采用不同策略对文献[8]
进行改进.

2003年Wan等在文献[11]中提出的一种方法是离
线预测在线综合另一个思路的代表,文中选取N个

向原点不断靠近的一系列离散状态, 计算得到恰
好包括这些状态的N个椭圆及对应的控制参数, 在
线选取与状态相邻的两个椭圆对应控制律的凸

组合进行控制. 与文献[11]类似文献[12]设计了时
变终端约束集明显地扩大了初始可行域, Pluymers
B和Z Wan对文献[12]中存在的错误进行了讨论与修
正[13, 14].
本文在文献[11]的离线鲁棒预测控制方法的基

础上, 借鉴变终端约束集的思想在线引入优化参数
θ,提高了离线预测方法的在线优化性能.与原方法
相比增加了在线优化的自由度,改善了系统的最优
性; 减小了文献[12]中凸组合的两个不变集跨度使
求得的控制量波动小, 运行更稳定. 为了减小带约
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束优化问题的在线计算量, 提出了变约束预测控制
方法(variable constraint-MPC),状态在不同稳定椭圆
域对应不同的约束值,其新建立的约束范围不影响
解的最优性和算法的稳定性且通常小于恒定的约束

值,这样减小了搜索的范围可以有效提高运算效率
节省在线求解时间.

文中: Fr与Fi,r均是对应矩阵的r行; Qi−1 > Qi,
表示Qi−1和Qi均是方形对称矩阵且Qi−1 −Qi正定.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem statement)
考虑如下时变不确定系统:{

x(k + 1) = A(k)x(k) + B(k)u(k),

y(k) = C(k)x(k), k > 0.
(1)

其中: u ∈ Rm和x ∈ Rn分别为输入和可测状态. 控
制输入和状态约束分别为:

|ur(k)| 6 ū, r = 1, 2, · · · ,m, (2)

|Ψrx(k)| 6 Ψ̄ , r = 1, 2, · · · , q, (3)

[A(k)|B(k)] ∈ Ω = Co{A1|B1, A2|B2, · · · , AL|BL},
∀k > 0, 即存在L个非负系数, ωl(k)(l = 1, · · · , L)
使得

L∑
l=1

ωl(k)=1, [A(k)|B(k)]=
L∑

l=1

ωl(k)[Al|Bl], (4)

目标是针对上述系统设计鲁棒预测控制器, 将系统
驱动到稳定状态,并使得性能指标式(5)最小.

J∞(k) :=
∞∑
i=0

[
x(k+i|k)
u(k+i|k)

]T[
W 0
0 R

][
x(k+i|k)
u(k+i|k)

]
,

(5)

W > 0和R > 0是相应维数的加权矩阵. 针对不
确定多胞模型的求解, 通常将问题表述成最小化最
差性能指标形式如式(6a). 按照Kothare的方法, 在
每个采样时刻k,求解状态反馈控制律u(k + i|k) =
F (k)x(k + i|k),用来最小化最差性能指标,如式(6):

min
u(k+i|k)=F (k)x(k+i|k),i>0

max
[A(k+i)|B(k+i)]∈Ω,i>0

J∞(k),

(6a)

s.t. − ū 6 u(k + i|k) 6 ū, (6b)

− ψ̄ 6 Ψx(k + i + 1|k) 6 ψ̄, (6c)



x(k + i + 1|k) =

A(k+i)x(k+i|k)+B(k+i)u(k+i|k),

x(k|k) = x(k),

(6d)





‖x(k + i + 1|k)‖2
P (k) − ‖x(k + i|k)‖2

P (k) 6
− ‖x(k + i|k)‖2

W − ‖u(k + i)‖2
R,

∀[A(k + i)|B(k + i)]∈Ω, i>0, P (k) > 0,

(6e)

P (k)为正定加权矩阵, 式(6e)保证性能指标单调且

鲁棒稳定,从i = 0至i = ∞累加式(6e),考虑到x(∞,

k) = 0, V (∞, k) = 0,得到

max
[A(k+i)|B(k+i)]∈Ω,i>0

J∞(k) 6 ‖x(k)‖2
P (k) 6 γ, (7)

γ > 0为标量. 定义Q = γP (k)−1, F (k) = Y Q−1,
式(6e)和‖x(k)‖2

P (k) 6 γ,通过Schur补引理可以转换
为如下LMI形式:



Q ∗ ∗ ∗
AlQ+BlY Q ∗ ∗

W
1
2 Q 0 γI ∗

R
1
2 Y 0 0 γI


>0, l∈{1,· · ·, L}, (8)

[
1 ∗

x(k) Q

]
> 0, Q > 0, (9)

而当如下LMI满足时,约束式(6b)(6c)可以保证:[
Z Y

Y T Q

]
>0, Z =ZT, Zjj 6 ū2

j , j =1, · · ·,m,

(10)



[
Q ∗

Ψ(AlQ + BlY ) Γ

]
> 0, Γ = ΓT, Γss 6 ψ̄2

s ,

l = 1, 2, · · · , L, s = 1, 2, · · · , q,

(11)

其中Zjj(Γss)为Z(Γ )的第j(s)个对角元.

引引引理理理 1 对于系统(1), 在时刻k状态反馈矩阵

F (k)应用于控制律u(k+ i|k) = F (k)x(k+ i|k)(i >
0)用于最小化性能指标式(5)的上界γ. 其中: F (k) =
Y Q−1, Y和Q >0,由下式求解得到:

min γ
γ,Q,Y,Z,Γ

, s.t.式(8) ∼ (11). (12)

如果初始状态可行,则该算法渐近稳定闭环系统.

3 变变变约约约束束束高高高效效效预预预测测测控控控制制制方方方法法法(Efficient
variable constraint model-predictive control
method)
显然, 文献[5]中的鲁棒MPC算法对计算时间的

需求随着问题规模的扩大而明显增加. Z. WAN在文
献[11]中提出离线鲁棒约束MPC算法, 利用一系列
离散的状态点构建嵌套渐进稳定不变的椭圆集, 对
应每个不变椭圆计算出对应的控制律.

算算算法法法 1[11] 离线: 给定一系列逐渐趋向原点的
离散状态点xi(i = 1, · · · , N), 对每个状态xi利用

式(12)分别计算对应的, γi, Qi, Yi为保证椭圆间互

相嵌套求解过程附加约束Qi−1 > Qi(i 6= 1). 建
立look-up table存储Q−1

i , Fi(= YiQ
−1
i ), Xi, Yi.

在线:首先对每一个状态x(k),在look-up table中
进行对分搜索, 检索满足‖x(k)‖2

Q−1
i

6 1的最小椭
圆,即最大的下标i. 如果检索到的i 6= N ,求解
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x(k)(αiQ
−1
i + (1− αi)Q−1

i+1)x(k) = 1

得出αi,应用控制律
u(k) = (αiFi + (1− αi)Fi+1)x(k),

若i = N则应用u(k) = FNx(k).

该算法明显的减小了计算时间的需求, 但同时
在一定程度上损失了可行性与最优性. 这是由于大
部分优化是在离线状态进行, 而在线运行自由度很
小. 本文对其在线优化部分进行了改进引入新的自
由度θ.

3.1 在在在线线线优优优化化化算算算法法法改改改进进进(Improvement of on-line
optimization algorithm)
考虑初始状态x0, k时刻状态为x(k|k). 在每步

计算前首先确定当前状态所处的不变椭圆集, 同时
确定当前状态所处的椭圆εout和内部的与其相邻的

椭圆εin. 算法目标是驱动状态到内部嵌套椭圆集
合χf(θ(k)),并且实现χf(θ(k))尽可能接近χin. 设

(γ(θ(k)), Q(θ(k)), X(θ(k)), Y (θ(k))) =

θ(k)(γout, Qout, Xout, Yout) +

(1− θ(k))(γin, Qin, Xin, Yin),

优化求解如下:
θ∗(k) = min

θ(k)
θ(k), (13a)

s.t. 0 < θ(k) 6 1, (13b)[
1 x(k|k)T

∗ Q(θ(k))

]
> 0, (13c)





[
Z(θ(k)) F (θ(k))

∗ Q(θ(k))−1

]
> 0,

Z(θ(k))=Z(θ(k))T, Zjj(θ(k))6 ū2
j ,

j = 1, · · · ,m,

(13d)





[
Q(θ(k)) ∗

Ψ(AlQ(θ(k))+BlY (θ(k))) Γ (θ(k))

]
>0,

Γ (θ(k)) = Γ (θ(k))T, Γss(θ(k)) 6 ψ̄2
s ,

l = 1, 2, · · · , L, s = 1, 2, · · · , q,

(13e)
由此可以得到:

Y (θ∗(k)) = θ∗(k)Yout + (1− θ∗(k))Yin, (14)

Q(θ∗(k)) = θ∗(k)Qout + (1− θ∗(k))Qin. (15)

对于0 6 θ∗(k) 6 1,存在线性组合

(γ(θ∗(k)), Q(θ∗(k)), X(θ∗(k)), Y (θ∗(k))) =

θ∗(k)(γout, Qout, Xout, Yout) +

(1− θ∗(k))(γin, Qin, Xin, Yin), (16)

并且形成一个终端状态不变集χf(θ∗(k)) , {x ∈
Rn|xT(k|k)Q(θ∗(k))−1x(k|k) 6 1}, 其内部对应的

控制

kf(θ∗(k), x(k)) ∆= Y (θ∗(k))Q(θ∗(k))−1x(k),

(17)

u(k) = Y (θ∗(k))Q(θ∗(k))−1x(k). (18)

由于内外椭圆相邻所以只需要很小的在线计算

量即可驱动系统状态向平衡点收敛, 每一步都重
新定义εout和εin后重复上述步骤, 直至状态进入εN,
εN内直接采用控制律u(k|k) = FNx(k|k).

算算算法法法 2 离线部分:

与算法1相同, 建立储存γi, Q
−1
i ,Yi的look-up ta-

ble.

在线部分:

Step 1 根据状态x(k)在look-up table中搜索满
足‖x(k|k)‖2

Q−1
i

6 1的最大i即找到当前状态所处

的最小的不变椭圆, 如果i 6= N, Yout = Yi, Yin =
Yi+1; Qout = Qi, Qin = Qi+1, 转Step 2; 如果 i =
N ,转Step 3;

Step 2 求解式(13)获得寻优结果θ∗由此可以得

到式(14)(15).应用u(k) = Y (θ∗(k))Q(θ∗(k))−1x(k)
于系统(1),返回Setp 1;

Step 3 x(k)位于最小终端椭圆, 控制律采用
u(k) = FNx(k).

定定定理理理 1 对于给定的系统(1), 初始状态如果满
足‖x(0)‖−1

Q−1
1

6 1, 则应用算法2能渐近稳定闭环系
统.

证证证 由引理1可知, 离线确定的各组(γi, Qi, Yi,

Zi, Γi)均满足约束(8)∼(11), 同样对于分别属于
εout和εin的(γout, Qout, Yout, Zout, Γout)和(γin, Qin,

Yin, Zin, Γin)也成立. 在线优化计算得到0 < θ∗ 6 1,
与式(14)(15)类似的有F (θ∗(k)), Z(θ∗(k)), Γ (θ∗(k)).

约束(8)以及条件

‖x(k + 1)‖2
Q(θ∗(k)) 6 ‖x(k)‖2

Q(θ∗(k))

可以由下式保证:



[
Q(θ∗(k))−1 (Al + BlF (θ∗(k)))T

∗ Q(θ∗(k))

]
> 0,

l = 1, · · · , L,

(19)[
1 ∗

x(k) Q(θ∗(k))

]
> 0, Q (θ∗ (k)) > 0.

(20)

对于约束的(10)(11)同样也转变为[
Z(θ∗(k)) F (θ∗(k))

∗ Q(θ∗(k))−1

]
> 0, (21)
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Q(θ∗(k))−1 ∗

Ψ(Al + BlF (θ∗(k)t)) Γ (θ∗(k))

]
> 0, (22)

所以,控制律
u(k) = Y (θ∗(k))Q(θ∗(k))−1x(k),

可以保证位于εout为x(k)的控制不变集, 且状态向
εin收敛.

对于Step 3中的u(k) = FNx(k)则显然能控制状
态始终处于最小椭圆内且最终收敛于原点.

注注注 1 与时变终端约束集方法不同, 文献 [12]的

Corollary 3只设计了两个不变椭圆集后在线优化求解θ,

本文提出的改进在线优化算法构建了一系列不变终端约束

集, 在时刻k由当前状态所在的椭圆与内部相邻椭圆构成

εout和εin后求解优化θ, 减小了组合的两个椭圆的跨度,这

样对于θ求解可获得更大的可行域且运行更稳定.

3.2 变变变约约约束束束预预预测测测综综综合合合算算算法法法(Synthesizing predictive
control with variable constraints)
控制约束通常保持恒定不变ū,而预测算法的优

化求解过程常常是在约束要求的范围内搜索出满足

条件的使得性能指标最小的决策变量. 恒定的约束
提供了稳定不变的求解环境,但过于保守的约束范
围往往使得解的搜索空间扩大且在一些没有必要的

范围内搜寻最优解,造成了在线运行计算时间的不
必要浪费.
3.2.1 变变变约约约束束束预预预测测测综综综合合合算算算法法法设设设计计计(Design of syn-

thesizing predictive control with variable con-
straints)

对于离线预测在线优化的算法, 求解得到的输
入控制量u(k) = F (θ∗)x(k|k)随着状态所在位置的
不同而不同. 这样可在不影响求解的情况下, 依照
当前状态位置对约束进行调整, 减小求解范围, 缩
短计算时间. 在算法2中求解的反馈矩阵Q(θ∗)−1,

Y (θ∗)是εout和εin的凸组合, 从而考虑到位于εi内的

状态所对应的控制量最大值也可以由εi及εi+1中的

参数给出.

算算算法法法 3 离线部分: 与算法2相同,只是在对应的
look-up table中除了保存γi, Q

−1
i , Yi外还保存

umax i,r =

max{|(YiQ
−1
i )rx(i)|, |(Yi+1Q

−1
i+1)rx(i)|},

r = 1, · · · ,m.

在线部分:

Step 1 同样,首先确定x(k)所在的最小椭圆εi,
如果i 6= N, Yout =Yi, Yin =Yi+1; Qout =Qi, Qin =
Qi+1且umax,r =min{umax i,r, ū},那么转Step 2;如果
i = N ,那么转Step 3, u(k) = FNx(k).

Step 2 将式(13d)替换为式(21)之后，求解式
(13).





[
Z(θ(k)) F (θ(k))

∗ Q(θ(k))−1

]
> 0,

Z = ZT, Zjj 6 u2
max,r , j = 1 · · ·m,

(23)

得到θ∗后应用u(k) = Y (θ∗(k))Q(θ∗(k))−1x(k), 返
回Setp 1.

Step 3 x(k) 位于最小终端椭圆, 控制律采用
u(k) = FNx(k).

3.2.2 稳稳稳定定定性性性分分分析析析(Stability analysis)
定定定理理理 2 对于系统 (1), 如果初始状态满足

‖x(0)‖−1

Q−1
1

6 1, 则变约束高效预测控制(VC–MPC)

算法3在与算法2取得相同优化性能的情况下可以渐
近稳定闭环系统.

证证证 稳定性分析部分只需要证明算法3引入的
变约束设计不影响其取得与算法2相同的优化性能
及控制量. 不妨假设当前状态x(k)处于εi内则有{

F (θ∗(k)) = θ∗(k)Fi + (1− θ∗(k))Fi+1,

i = 1, · · · , N − 1, 0 6 θ∗(k) 6 1,
(24)

对应的有

‖F (θ∗(k))‖=‖θ∗(k)Fi+(1−θ∗(k))Fi+1‖, (25)

所以 



Fr(θ∗(k))‖2
2 6

θ∗(k)‖Fi,r‖2
2 + (1− θ∗(k))‖Fi+1,r‖2

2,

r = 1, · · · ,m.

(26)

显然,可以得到

‖Fr(θ∗(k))‖2
2 6 max{‖Fi,r‖2

2, ‖Fi+1,r‖2
2}. (27)

考虑到x(k) ∈ εi,也即‖x(k)‖ 6 ‖x(i)‖,有

|Fr(θ∗(k))x(k)| 6 max{|Fi,rx(i)|, |Fi+1,rx(i)|}.
(28)

据此,可以得到

umax i,r =

max{|(YiQ
−1
i )rx(i)|, |(Yi+1Q

−1
i+1)rx(i)|}.

(29)

在线运行约束范围完全可限定在min{umax i, ū}
范围内而不影响可行性与最优性. 可见, 改变约束
后在相同情况下, 算法3仍然取得与算法2相同的控
制量, 所以其稳定性不受影响. 其他部分证明与定
理1证明类似省略.

注注注 2 算法3中的控制量约束与各稳定椭圆域相对

应,随着状态所处的不同位置而改变,并不是单调的随运动
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时间收缩. 若初始时刻‖x(0)‖−1

Q−1
1

6 1,整个过程中变约束

机制都在发挥作用,若‖x(0)‖−1

Q−1
1

> 1即当初始位置或运行

中的状态处于所设计的嵌套椭圆集外部时,需要考虑按照

最大状态设计一最大椭圆不变集εoutermost后使用算法3.

4 仿仿仿真真真实实实例例例(Simulation examples)
考虑系统[

x(1)(k+1)
x(2)(k+1)

]
=

[
0.8 0.2

β(k) 0.8

][
x(1)(k)
x(2)(k)

]
+

[
1
0

]
u(k),

(30)

其中: β(k)为不确定参数, 满足0.5 6 β(k) 6 2.5,
实例中由β(k)=1.5+sin k产生,约束|u(k+i|k)| 6
2, ∀i > 0, W = I, R = 1.

首先,离线选择系列状态点

X = [1.2, 1.2; 1, 1; 0.9, 0.9; 0.75, 0.75;

0.65, 0.65; 0.52, 0.52; 0.4, 0.4;

0.28, 0.28; 0.18, 0.18; 0.1, 0.1],

图1是由各离散点对应的Q−1
i 确定的对应各点的不

变椭圆.

图 1 各离散点的Qi定义的椭圆

Fig. 1 The ellipsoids defined by for all discrete points

给定初始状态x0 = [1 0], 分别采用算法1和算
法2运算20步得到的闭环状态轨迹如图2所示. 仿真
的过程中算法2与算法3轨迹始终相同表明了变约束
措施并不影响求解.
从状态轨迹看两种算法均能驱动状态到达平衡

点, 但改进在线优化方法后的算法2和3的运动轨迹
要更理想.图3为状态分量x1与x2的对比曲线.

图 2 系统状态运动轨迹
Fig. 2 The system state trajectories

(a) x1响应曲线

(b) x2响应曲线

图 3 状态x1与x2对比曲线

Fig. 3 Comparative curves of the state x1 and x2

输入控制量的对比如图4所示,可以看出算法2的
控制量波动明显小于算法1.

图 4 输入控制量对比曲线

Fig. 4 Comparative curves of the control volume

由于控制量约束是对控制指令绝对值的限定,
所以图5中绘制了算法3控制量绝对值与对应的约
束变化曲线. 图5(a)中显示的是无扰动的情况, 虚
线表示的约束很明显的小于给定的恒定约束, 且
不影响求解的控制量变化; 在运行第10步对状态分
量x1与x2均增加了0.5扰动,控制量出现明显波动如
图5(b), 同时约束也随着控制量进行改变且始终小
于给定的约束ū = 2;图5(c)中对状态分量x1加了持

续扰动0.2 sin(k/20),产生了时变控制指令,从曲线
中可以发现约束仍然能保持在较小的范围内且不影

响控制量求解.
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(a) 扰动情况

(b) 有扰动情况

(c) 持续扰动情况

图 5 控制量与对应约束曲线
Fig. 5 Control volume and the corresponding

constraint curve

表1中的各项时间的对比显示了应用了变约束策
略后明显减少了在线运行计算的时间.

表 1 变约束前后运算时间对比
Table 1 Comparison of computing time before and

after variable constraints

对比项 恒定约束(算法2)/s 变约束(算法3)/s

在线50步运算 2.126955 1.358535
平均θ(α)求解 0.014319 0.010283
平均求解u 0.014729 0.010945
前5步 0.376304 0.267981

5 结结结论论论(Conclusions)
本文结合了离线鲁棒预测与变终端约束集的方

法, 在少量增加在线计算量的情况下明显的改善
了前者的控制性能. 同时, 还提出了变约束预测控
制(VC–MPC)的策略,根据状态位置的不同选择不同
的约束, 避免了在恒定约束方法中搜索范围过大造
成的计算时间不必要的浪费,有效减小了计算时间.
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