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摘要:根据经典时间绝对误差积分(ITAE)最优系统标准型,给出了ITAE最优时滞系统的期望模型;利用Maclaurin
展开技术,讨论了ITAE次优时滞系统的设计方法,并就ITAE次优和最优的三阶系统进行了频域和时域比较. 论文最
后给出了基于ITAE次优时滞系统的PID和超前滞后补偿器设计实例. 阶跃响应、负载扰动以及参数鲁棒性方面的
比较研究表明,本文方法能够获得十分满意的性能指标.
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Design of integral time absolute error suboptimal time-delay system
based on Maclaurin expansion
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Abstract: A desired model of ITAE(integral time absolute error) optimal time-delay system is presented based on the
canonical form of ITAE optimal system(ITAE–OS). By making use of Maclaurin expansion, a design method for ITAE
suboptimal time-delay system(ITAE–STDS) is discussed. The comparison of the third order ITAE–STDS with ITAE–OS
reveals their similar dynamic performance in frequency domain and time domain. Case studies in design of PID and the
lead-lag compensator are given. Comparisons of step response, load rejection and parameter robustness show that the
resulting systems have satisfactory performance by using the proposed method.
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1 引引引言言言(Introduction)
时滞特性是实际物理过程必然存在的一种现象.

由于控制作用要经过一段时间滞后才能检测出来,
从而增加了控制的难度,时滞系统也因此成为控制
领域长期关注的焦点.

时滞系统的设计, 以一阶和二阶时滞对象为
主[1∼4], 高阶时滞对象的直接设计方法并不多. 尽
管基于幅相稳定裕度的设计方法可用于高阶时滞对

象,但由于高阶系统的频域指标与时域指标还缺乏
直接的联系[5],因此,系统的性能在很大程度上依赖
于设计经验.

时间绝对误差积分(ITAE)是一种系统性能评价
指标[6]:

J =
w ∞

0
t |e(t)|dt,

其中e(t)为系统误差. 根据ITAE最小指标设计的系
统,通常具有很好的时域性能指标(如超调量和调节

时间),因此,很多文献根据ITAE准则或ITAE标准型
进行系统设计[7∼9]. 由于时滞因子e−Ls是一个超越

函数,根据ITAE标准型进行有理化设计存在困难.将
时滞因子e−Ls进行Pade逼近或Taylor展开尽管是一
种有效的有理化方法,但有时也会造成系统性能恶
化[1]甚至不稳定[10]. 因此, 利用ITAE标准型进行时
滞系统的设计,目前还缺乏一个有效的通用方法.

本文针对ITAE标准型在时滞系统优化设计中的
应用情况,以位移无静差系统为例,研究ITAE次优时
滞系统(ITAE–STDS)设计方法,并通过PID以及超前
滞后补偿器的设计实例进行仿真验证.

2 ITAE次次次优优优时时时滞滞滞系系系统统统模模模型型型及及及分分分析析析(Model of
ITAE–STDS and analysis)

2.1 ITAE最最最优优优时时时滞滞滞系系系统统统期期期望望望模模模型型型(Expected
model of ITAE optimal time-delay system)

ITAE位移无静差系统的标准化模型通常可以描
述为
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Φ̂(s)=
Y (s)
R(s)

=
ωn

0

sn+· · ·+βn−iω0sn−i+· · ·+ωn
0

,

(1)

式中: R(s)和Y (s)分别为系统输入和输出; βi(i =
1, 2, 3, · · · , n − 1)为标准型系数. ITAE最优标准型
中的各项系数最早由Graham给出[11],后有学者进行
修正[12]. 现有的研究表明, ITAE最优系统(1)具有很
好的时域性能指标(超调量小、调节速度快、鲁棒性
强)和满意的频域指标(如稳定裕度).
对于一个时滞过程,若其期望的系统模型为

Φ∗(s) = Φ̂(s)e−Ls, (2)

则它的暂态响应过程与ITAE系统(1)的响应完全相
同,只是在时间上滞后了L个时间单位. 故将系统(2)
称之为期望的ITAE最优时滞系统.

2.2 ITAE次次次优优优时时时滞滞滞系系系统统统开开开环环环模模模型型型(Open-loop
model of ITAE–STDS)
在常见的单回路(假定为单位负反馈结构)系统

中, 设位移无静差时滞系统的开环传递函数(假设
为I型系统)为

GL(s) =
N(s)
D(s)

e−Ls =
1
s
G0(s)e−Ls, (3)

式中:
N(s) =

m∑
i=0

bis
i, D(s) =

n∑
j=1

ajs
j,

an = 1, G0(0) < ∞,

则相应的闭环传递函数为

Φ(s) = ΦL(s)e−Ls, (4)

其中ΦL(s) =
G0(s)

s + G0(s)e−Ls
. 由于Φ̂(s)与ΦL(s)具

有相同的稳态增益,即Φ̂(0) = ΦL(0) = 1,故将其进
行Maclaurin展开:{

Φ̂(s) = Φ̂(0) + s
˙̂
Φ(0) + 0.5s2 ¨̂

Φ(0) + · · · ,

ΦL(s) = ΦL(0) + sΦ̇L(0) + 0.5s2Φ̈L(0) + · · · ,

式中:



˙̂
Φ(0) = −β1

ω0

,

¨̂
Φ(0) = −2

β2 − β2
1

ω2
0

,
...

Φ̇L(0) = L− 1
G0(0)

,

Φ̈L(0) = L2 − 4L

G0(0)
+ 2

1 + Ġ0(0)
G2

0(0)
,

...

(5)

令Φ̂(s)与ΦL(s)各阶导数对应相等:

Φ̂(i)(0) = Φ
(i)
L (0), i = 0, 1, 2, · · · , n. (6)

这样,时滞系统(4)与ITAE最优时滞系统(2)就具有相
似的中、低频增益特性,称之为ITAE次优时滞系统.
由式(4)∼(6)知





G0(0) =
ω0L/L

ω0L + β1

,

Ġ0(0) = G2
0(0)L2(

1
2!
− β2

ω2
0L

),

G̈0(0) = 2G3
0(0)L4(

1
2!
− β2

ω2
0L

)2−

2G2
0(0)L3(

1
3!

+
β3

ω3
0L

),
...

(7)

其中ω0L = Lω0. 利用式(7)就可以确定ITAE次优时
滞系统开环模型GL(s)的各项系数.

2.3 ITAE次次次优优优时时时滞滞滞系系系统统统分分分析析析(Analysis of ITAE–
STDS)
考虑如下形式的三阶开环时滞模型:

GL(s) =
α0

s(s2 + α2s + α1)
e−Ls.

由式(7)知:

α0 =
6(ω0L/L)3

6 + ω3
0L

, α1 = α0

β1 + ω0L

ω0L/L
,

α2 = α0

β2 − 0.5ω0L

(ω0L/L)2
.

由式(1)可得三阶ITAE最优控制系统的开环标准型

Ĝ(s) =
ω3

0

s3 + β2ω0s2 + β1ω2
0s

.

下面比较大时滞L = 100时, ITAE次优时滞系统
与ITAE最优系统的开环频域特性和闭环时域特性.

a) 开环频域分析.
取ω0L = 1,即ω0 = 0.01;参数βi采用文献[12]的

修正系数: β1 = 2.17; β2 = 1.78. 图1为三阶ITAE系
统开环模型G(s)以及三阶次优时滞系统开环模型
GL(s)的频率特性. 从图1可以看出, 在中、低频段,
ITAE次优时滞系统的幅频特性稍低于ITAE最优系
统,而在高频段,两者几乎完全相同.

图 1 开环频率特性比较

Fig. 1 Comparison of open-loop frequency characteristics
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ITAE最优系统的稳定裕度为一恒定值: 增益裕
度为11.7 dB,相位裕度为66.7◦,与ω0的选择无关;而
ITAE次优时滞系统稳定裕度则与ω0L的选取有关.
选取不同ω0L时, ITAE次优时滞系统的稳定裕度如
表1所示. 当ω0L > 1.5时, ITAE次优时滞系统的相角
裕度小于60◦. 因此, 一般取ω0L < 1.5, 则ITAE次优
时滞系统能够具有较满意的性能指标.

表 1 ITAE–STDS稳定裕度
Table 1 Stability margin of ITAE–STDS

ω0L 增益裕度/dB 相位裕度/(◦)

0.5 8.2 65.7

1.0 7.5 63.6

1.5 7.1 61.2

2.0 6.7 58.8

2.5 6.1 56.6

b) 闭环时域分析.
图2是单位阶跃信号作用下,三阶ITAE最优系统

和ITAE次优时滞控制系统的闭环响应.
为了比较二者的动态性能, ITAE最优系统的阶

跃信号加入时间要晚100 s. 由阶跃响应曲线可以看
出,二者的暂态响应过程几乎完全相同.
当阶跃响应稳定后, 加入一个幅值为0.5的单位

阶跃扰动.为了比较二者的扰动响应过程, ITAE最优
系统的扰动加入时间要晚100 s. 从扰动响应曲线可
以看出, ITAE次优时滞系统只是在时间上较ITAE最
优系统延迟了一个时滞时间L, 而动态响应过程也
几乎相同.二者抗扰性能的相似性是由它们开环稳
定裕度的相似性决定的.

图 2 单位阶跃响应及负载扰动响应比较
Fig. 2 Comparison of unit step responses and load disturbance

responses

3 ITAE次次次优优优时时时滞滞滞系系系统统统设设设计计计(Design of ITAE–
STDS)
控制系统的设计,首先必须确定控制器类型,然

后根据系统性能指标要求确定控制器参数.

3.1 镇镇镇定定定控控控制制制器器器的的的存存存在在在条条条件件件(The existence condi-
tion of stabilization controller)
稳定性一直是系统设计中的一个重要的问题.引

入控制器的首要条件是能否实现系统镇定.

引引引理理理 1 对于伪多项式

H(s) =
r∑

j=1

n∑
i=0

hijs
n−ieLjs,

式中: L1 < L2 < · · · < Lr, L1 + Lr > 0, 主导
项(对应于s的最高次幂和最大的Lj)系数h0r 6= 0. 如
果H(s)是稳定的, 则H ′(s)也一定是稳定的; 反之,
H(s)也一定不稳定[13].

定定定理理理 1 开环传递函数可由式(3)表示的位移无
静差系统,其闭环稳定的必要条件是Q(s)全部零点
位于左半平面,其中, Q(s)由下式确定:

dm+1

dsm+1
[D(s)eLs] = Q(s)eLs.

证证证 系统(4)的闭环特征函数为

f(s) = D(s) + N(s)e−Ls.

两边同乘以eLs ,得到伪多项式

δ(s) = D(s)eLs + N(s).

由于e−Ls不含零点, f(s)的零点等同于δ(s)的零点.
当δ(s)的全部零点都在左半平面时δ(s)稳定. 由引
理可知,若δ(s)稳定,则其m + 1阶导数也是稳定的,
即

dm+1

dsm+1
δ(s) =

dm+1

dsm+1
[D(s)eLs] = Q(s)eLs

稳定. 由此可知, Q(s)全部零点位于左半平面.

证毕.

利用Routh判据判断Q(s)的稳定性, 就可以判断
所选用的控制器类型是否合适,同时,可以给出控制
器部分参数的稳定范围.

3.2 控控控制制制器器器参参参数数数整整整定定定(Controller tuning)
考虑两类工业对象的控制器参数确定问题:

a) 自衡对象.

当被控对象Gp(s)为自衡时滞对象时,即
Gp(s) = Gp0(s)e−Ls,

其中Gp0(0) < ∞. 为了实现位移无静差, 控制器

Gc(s)必须含有一个积分因子
1
s

,即Gc(s) =
Gc0(s)

s
,

其中Gc0(0) < ∞.

由式(3)知

G(s) = Gc(s)Gp(s) =
1
s
G0(s)e−Ls,

于是Gc0(s) =
G0(s)
Gp0(s)

, 将上式进行Maclaurin展开,

并根据式(7)得
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Gc0(0)=
G0(0)
Gp0(0)

,

Ġc0(0)=
Ġ0(0)−Gc0(0)Ġp0(0)

Gp0(0)
,

G̈c0(0)=
G̈0(0)−2Ġc0(0)Ġp0(0)−Gc0(0)G̈p0(0)

Gp0(0)
,

...
(8)

式中: G0(0)及其各阶导数由式(7)确定, Gp0(0)及其
各阶导数根据给定的被控对象模型确定, Gc0(s)的
Maclaurin展开项取决于控制器Gc(s)的参数个数.
如:取前3项时,则可以确定PID控制器参数[14, 15].

b) 非自衡对象.

当被控对象Gp(s)为非自衡时滞对象时,即

Gp(s) = Gp0(s)e−Ls/s,

控制器Gc(s)无需积分器即可实现位移无静差, 即
Gc(s) = Gc0(s). 这样,控制器参数同样可由式(8)唯
一确定.

4 设设设计计计实实实例例例及及及仿仿仿真真真(Design and simulation)
利用常见被控对象,给出PID以及超前滞后补偿

器的设计实例,并与其他设计方法进行比较.

a) PID设计.

考虑四阶时滞自衡对象[5]

Gp(s) =
1

(s2 + s + 1)(s + 2)2
e−0.1s,

将其设计成三阶ITAE次优时滞系统.

引入PID控制器之后, D(s) = s(s2 + s + 1)(s +
2)2,则

Q(s) = L3D(s) + 3L2Ḋ(s) + 3LD̈(s) +
...
D(s).

利用Routh判据易知, Q(s)零点全部位于左半平面.
故PID控制器能够实现系统镇定.

为了便于比较, 将本文控制器(GY(s), 取ω0 =
1.1,根据式(7)(8)进行参数整定)和其他PID控制器的
整定结果列入表2中.

表 2 PID整定结果
Table 2 PID tunning results

控制器 Kp Ki Kd

GM
[5] 1.3039 1.3104 1.3351

GW
[16] 1.503 1.366 1.715

GH
[17] 2.147 1.484 0.777

GY 2.4947 1.9298 2.5774

图3为不同PID控制系统的单位阶跃响应及负载
扰动响应(本文PID微分算子后面串接了一个时间常
数为 0.01惯性环节). 阶跃响应的仿真结果为:本文

ITAE次优时滞系统的超调量为1.8%,调节时间(5%)
为3.87 s, 动态性能指标最好; GW(s)次之, 分别为
3.1%和4.87 s; GH(s)的控制效果最差. 在第20 s, 给
系统加入一个幅度为0.5的阶跃扰动.负载扰动响应
与各自的阶跃响应十分相似.

图 3 PID性能比较

Fig. 3 Comparsion of PID performances

图4为被控对象滞后时间增至L = 0.5时的阶跃
响应(控制器参数不变). 本文ITAE次优时滞系统的
超调量为9.5%,调节时间(5%)为5.6 s,动态性能指标
最好; GW(s)次之, 分别为11.5%和8.7 s; GH(s)的控
制效果最差.

图 4 参数鲁棒性(时滞增大5倍)

Fig. 4 Parameter robustness

b) 超前滞后补偿器设计.

非自衡对象也是工业过程的一种常见对象[18],
由于自身具有积分功能,控制器采用PID或者超前滞
后补偿器均可以实现位移无静差.

考虑三阶非自衡对象[19]

Gp(s) =
5

s(s + 0.7)(s + 7)
e−0.23s,

采用超前滞后补偿器

Gc(s) =
b1s + b0

a1s + 1
.

按照三阶ITAE次优时滞系统设计(ω0 = 3). 则

D(s) = s(s + 0.7)(s + 7)(a1s + 1).
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于是有

Q(s) = L2D(s) + 2LḊ(s) + D̈(s).

由Routh判据知, 当a1 > −0.0235时, 存在超前滞后
补偿器使得时滞系统镇定.

表3给出了不同方法的控制器的整定结果.

表 3 超前滞后补偿器整定结果
Table 3 Tunning results of lead-lag compensator

控制器 a1 b0 b1

GW
[19] 0.0191 1.252 2.351

GO
[20] 0.627 0.9321 1.662

GL
[21] 0.6282 0.9319 1.6616

GY 0.0346 1.0280 1.4662

图5为不同超前滞后补偿器的系统响应情况.
GO(s)和GL(s)的系统响应曲线几乎重合; GW(s)的
系统超调量为6.25%, 调节时间(5%)为2.8 s; ITAE次
优时滞系统的超调量为1.1%,调节时间(5%)为1.76 s,
动态响应过程明显快速而且平稳.

图 5 超前滞后补偿器性能比较

Fig. 5 Performance comparison of lead-lag compensators

图6为被控对象滞后时间增至L = 1.15 s时的系
统响应(控制器参数不变).此时,只有本文设计方法
能够实现系统镇定.

图 6 参数鲁棒性(时滞增大5倍)

Fig. 6 Parameter robustness

5 结结结束束束语语语(Conclusion)
利用Maclaurin展开技术, 不但有效地避免因时

滞因子有理逼近造成的系统性能恶化问题[1], 而且
能够满足所设计的系统与期望系统具有十分相似的

中、低频段频率特性, 从而保证了系统性能的一致
性. 高阶时滞系统的设计实例证明了本文设计方法
的有效性. 但是如何选择ω0仍缺乏一个指导原则.
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