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摘要:在故障诊断应用中,状态方程中的未知参数和输出方程中的未知参数分别表征执行机构故障和传感器故
障,所以研究状态方程和输出方程同时含有未知参数的自适应观测器有着实际的应用意义.本文基于高增益观测器
和自适应估计理论,针对状态方程和输出方程同时含有未知参数的一类一致可观的非线性系统,用构造性方法设计
了一种联合估计状态和未知参数的自适应观测器. 该自适应观测器的参数估计采用时变增益矩阵,结构形式及参
数设置简单. 给出了使该自适应观测器满足全局指数收敛性的持续激励条件,并在理论上简洁地证明了该自适应
观测器的全局指数收敛性. 数值仿真结果表明该自适应观测器具有良好的快速收敛性、跟踪性等期望性能.
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Abstract: In analyzing faulty systems, actuator faults and sensor faults can be modeled respectively by unknown pa-
rameters in the state equation and the output equation. Thus, it is of practical significance to develop an adaptive observer
for the state equation and the output equation containing unknown parameters simultaneously. Based on the techniques of
high-gain observer and adaptive estimation, we constructively design an adaptive observer for jointly estimating the states
and the unknown parameters of a class of uniformly observable nonlinear systems. This adaptive observer employs a time-
varying gain matrix for estimating unknown parameters, which is simple in construction and requires simple parameter
tuning. We have also derived the required persistent excitation condition for the adaptive observer to be global exponential
convergence, and give the corresponding proof succinctly. A numerical example is presented to illustrate the performance
of this adaptive observer.
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1 引引引言言言(Introduction)
状态估计和参数估计在故障诊断、自适应控

制、容错控制等领域有着广泛的应用[1], 自适应观
测器就是达到该目标的一类递归算法. 在控制理
论领域内, 研究状态和未知参数的联合估计已经
有30多年, 针对线性系统的自适应观测器得到了广
泛研究,成果非常丰富[2−3]. 然而, 随着实际工业应
用系统的日趋复杂, 系统中的非线性性质变得日趋
重要而不可忽略,针对非线性系统的自适应观测器
设计在20世纪80年代已提上日程并逐渐成为研究热
点[4−10].
早期工作所研究的非线性系统可以通过坐标变

换及输出反馈转化为线性化模型, 也即系统必须满

足线性化条件[4];之后,又出现了一些针对更加一般
的非线性系统的自适应观测器, 虽然这些成果所研
究的非线性系统不再要求满足线性化条件,但是必
须假设能够找到符合特定条件的Lyapounov函数[4],
然而针对特定函数没有一般化方法构造符合条件

的Lyapounov函数. 近期, 学者Zhang等针对线性时
变系统提出一种新的自适应观测器构造性设计方

法[2−3],并将其与高增益观测器方法相结合,构造了
针对一类真正的非线性系统(不满足线性化条件的
非线性系统)的自适应观测器[5],但该自适应观测器
是采用多时间片累加的方法构造的, 结构形式和收
敛性证明复杂; 学者Farza等[6]进一步拓展了该自适

应观测器的应用范围,并采用Lyapounov候选函数方
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法证明了其指数收敛性; 其他针对非线性系统设计
的自适应观测器研究成果还有文献[7−10]. 在以上
提及的这些文献中, 需要估计的未知参数全部位于
状态方程,事实上,估计输出方程中的未知参数相对
更困难一些, 因为自适应观测器的设计过程中需要
引入输出反馈, 而输出反馈会受到输出方程中未知
参数的影响.目前,估计输出方程中未知参数的自适
应观测器已经被提出[11−12].
在故障诊断应用中,状态方程中的未知参数和输

出方程中的未知参数分别表征执行机构故障和传感

器故障, 可能需要同时估计执行机构和传感器的故
障, 所以研究状态方程和输出方程同时含有未知参
数的自适应观测器有着实际的应用意义,目前还没
有研究状态方程和输出方程同时含有未知参数的自

适应观测器. 本文在学者Zhang等人研究成果[5, 12]基

础上, 针对系统状态方程和输出方程同时含有未知
参数的一类非线性系统,用构造性方法设计了一种
自适应观测器并给出了使该自适应观测器满足全局

指数收敛性的持续激励条件.所构造的自适应观测
器避免了多时间片累加的问题, 结构形式、参数设
置及收敛性的证明都比较简单.

2 问问问题题题描描描述述述及及及数数数学学学模模模型型型(Problem description
and mathematic model)
文献 [5]和文献 [12]研究一类相似的非线性系统,

区别在于前者所研究的系统未知参数在状态方程

中,而后者未知参数存在于输出方程中. 本文研究状
态方程和输出方程同时含有未知参数的这类非线性

系统,系统模型如下:

˙̄x(t) = f̄(x̄(t)) + ḡ(x̄(t))u(t) + q1(t), (1a)

y(t) = h̄(x̄(t)) + q2(t), (1b)

其中: x̄(t) ∈ Rn, u(t) ∈ Rl, y(t) ∈ R分别表征系
统的状态、输入和输出; q1(t) ∈ Rn和q2(t) ∈ R分别
表征系统的执行机构故障和传感器故障; f̄ : Rn →
Rn, ḡ : Rn → Rn×l和h̄ : Rn → R为非线性函数. 假
设系统(1)没有故障即q1(t) = 0且q2(t) = 0时, 系
统(1)的高增益观测器是存在的,这意味着系统(1)没
有故障时具有一致可观性.
高增益观测器是下文推导自适应观测器的基础,

随后本节将首先介绍高增益观测器的相关基本概

念,然后对系统(1)应用李导数坐标变换,并采用线性
建模故障方法,得到本文要解决的问题.

2.1 高高高增增增益益益观观观测测测器器器介介介绍绍绍(Introduction of the basic
high-gain observer)
若系统(1)没有故障, 即q1(t) = 0, q2(t) = 0,且

对所有输入完全可观,则应用李导数坐标变换

x(t) = [h(x̄(t)) Lfh(x̄(t)) · · · Ln−1
f h(x̄(t))]T.

(2)

系统(1)可转换为

ẋ(t) = A0x(t) + f(x(t)) + g(x(t))u, (3a)

y(t) = c0x(t), (3b)

其中: 



A0 =




0 1 · · · 0
...

...
...

0 0 · · · 1
0 0 · · · 0




,

c0 = [1 0 · · · 0].

(4)

f : Rn → Rn, g : Rn → Rn×l为如下形式的非线性

函数: 



f(x) =




f1(x1)
f2(x1, x2)

...
fn(x1, · · · , xn)




,

g(x) =




g1(x1)
g2(x1, x2)

...
gn(x1, · · · , xn)




.

(5)

设ρ > 0,定义对角矩阵

∆=




ρ 0 · · · 0

0 ρ2 · · · ...
...

... 0
0 0 · · · ρn




. (6)

定义S为矩阵方程

A0
TS + SA0 + S = cT

0 c0 (7)

的解,可知S为对称正定矩阵. 则当k0定义为

k0 =
1
2
S−1cT

0 (8)

时, A0 − k0c0是渐近稳定的
[13−14].

定定定理理理 1 考虑系统(3), 其中A0, c0, f(x), g(x)
分别定义为式(4)和式(5). 若f(x), g(x)为全局Lips-
chitz函数, 且输入u(t)有界, 则对足够大的正实数ρ,
方程

˙̂x(t) = A0x̂(t) + f(x̂(t)) + g(x̂(t))u(t) +

∆ · k0 [y(t)− c0x̂(t)] (9)

是系统(3)的全局指数收敛的观测器,其中∆, k0分别

定义为式(6)(8). 即对任意初始条件x(t0), x̂(t0), 当
时间t →∞时,估计误差x̂(t)−x(t)将指数收敛于0.

定理1的数学证明见文献 [13]. 直观上, 经过状
态变换z = ∆−1x和ẑ = ∆−1x̂后,对足够大的ρ,系
统(3)的误差方程中,其非线性项已完全被线性项控
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制,所以高增益观测器与线性Luenberger观测器的特
性非常相似[13].

2.2 本本本文文文要要要解解解决决决的的的问问问题题题(The considered joint esti-
mation problem)
采用线性建模故障方法, 并经过李导数坐标变

换(2),系统(1)转换为

ẋ(t) = A0x(t) + f(x(t)) + g(x(t))u(t) + Φ(t)θ,

(10a)

y(t) = c0x(t) + Ψ(t)θ, (10b)

其中: x(t), u(t), y(t), f , g, A0, c0的定义和意义与系

统(3)相同; θ ∈ Rp为待估计的常量参数向量; Φ(t)
∈ Rn×p, Ψ(t) ∈ R1×p为有界的已知信号的矩阵.

需要解决的问题是在已知A0, c0, f , g, Φ(t),
Ψ(t)的情况下, 由可以测量的输入u(t)和输出y(t),
设计联合估计状态x(t)和未知参数θ的自适应观测

器.

注注注 1 在系统(10)中,状态方程和输出方程中有着相
同的未知参数向量θ,事实上,该系统包含了状态方程和输
出方程中含有不同未知参数的情况. 若表示

θ =

2
64

θ1

θ2

θ3

3
75 , Φ(t) =

2
64

Φ1(t)

Φ2(t)

0

3
75

T

, Ψ(t) =

2
64

0

Ψ2(t)

Ψ3(t)

3
75

T

,

则系统(10)的状态方程和输出方程可重写为

ẋ(t) = A0x(t) + f(x(t)) + g(x(t))u(t)+

Φ1(t)θ1 + Φ2(t)θ2,

y(t) = c0x(t) + Ψ2(t)θ2 + Ψ3(t)θ3,

其中: θ1和θ3分别表征状态方程和输出方程中不同的未知

参数向量, θ2则表征状态方程和输出方程中共有的未知参

数向量. 为了简化公式表达,本文采用系统(10)的变量表征

方法.

3 自自自适适适应应应观观观测测测器器器的的的设设设计计计及及及收收收敛敛敛性性性分分分析析析(De-
sign and convergence analysis of the adaptive
observer)
本节首先基于经典的高增益状态观测器,采用启

发式推导方法针对系统(10)设计自适应观测器, 然
后给出该自适应观测器满足全局指数收敛性的激励

条件,并在理论上证明该自适应观测器的全局指数
收敛性. 为使描述简便,在自适应观测器推导及收敛
性证明过程中,除非特别强调,各时变变量的符号将
省略时间参数t.

3.1 自自自适适适应应应观观观测测测器器器的的的推推推导导导(Deriving the adaptive
observer)
若系统(10)中参数θ已知, 则由定理1可知, 系统

(10)的高增益状态观测器为

˙̂x = A0x̂ + f(x̂) + g(x̂)u + Φθ +

∆ · k0(y − c0x̂− Ψθ), (11)

其中x̂(t)为状态估计.由于系统(10)中参数θ未知,所
以高增益状态观测器(11)中未知参数θ需要用其估

计值θ̂(t)替换(参数估计θ̂的表达式将在下文给出),
因此系统(10)的状态估计方程(11)可写为

˙̂x = A0x̂ + f(x̂) + g(x̂)u + Φθ̂ +

∆ · k0(y − c0x̂− Ψ θ̂) + ω(t), (12)

其中ω(t)表征由于参数估计值θ̂(t)与真实值θ的误

差所引起的状态估计的偏差.

定义状态估计误差和参数估计误差分别为{
x̃(t) = x̂(t)− x(t),

θ̃(t) = θ̂(t)− θ,
(13)

由于待估计参数θ为常数向量,所以有

θ̇ = 0. (14)

由式(10)(12)−(13)可推导得

˙̃x = A0x̃ + [f(x̂)− f(x)] +

[g(x̂)− g(x)]u + Φθ̃ −
∆k0(c0x̃ + Ψ θ̃) + ω(t). (15)

对状态作如下变换:




x(t) = ρ−1∆ · z(t),

x̂(t) = ρ−1∆ · ẑ(t),

x̃(t) = ρ−1∆ · z̃(t).

(16)

由于∆,A0, c0的特殊形式,容易验证如下等式:

∆−1A0∆ = ρA0, c0∆ = ρc0, (17)

则由式(15)−(17)可得

˙̃z = ρ(A0 − k0c0)z̃ + ρ∆−1Φθ̃ − ρk0Ψ θ̃ +

ρ∆−1ω(t) + ρ∆−1[f(x̂)− f(x)] +

ρ∆−1[g(x̂)− g(x)]u.

定义

ξ(t) = ρ∆−1[f(x̂)− f(x)] +

ρ∆−1[g(x̂)− g(x)]u, (18)

则有

˙̃z = ρ(A0 − k0c0)z̃ + ρ∆−1Φθ̃ −
ρk0Ψ θ̃ + ρ∆−1ω(t) + ξ(t). (19)

假设状态估计误差和参数估计误差存在如下线

性组合关系:

η(t) = z̃(t)− Υ (t)θ̃(t), (20)

其中Υ (t) ∈ Rn×p为待定参数,则有

z̃(t) = η(t) + Υ (t)θ̃(t). (21)
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由式(13)−(14)(19)−(21)可推导得

η̇(t) = ρ(A0 − k0c0)η + ξ(t) + [ρ(A0 −
k0c0)Υ (t) + ρ∆−1Φ− ρk0Ψ −
Υ̇ (t)]θ̃(t) + ρ∆−1ω(t)− Υ (t) ˙̂

θ(t),

(22)

待定参数Υ (t), ω(t)分别取为

Υ̇ (t) = ρ(A0 − k0c0)Υ (t) + ρ∆−1Φ− ρk0Ψ,

(23)

ω(t) = ρ−1∆Υ (t) ˙̂
θ(t), (24)

则式(22)可化简为

η̇(t) = ρ(A0 − k0c0)η + ξ(t). (25)

将式(23)代入式(12)可得状态估计方程

˙̂x = A0x̂ + f(x̂) + g(x̂)u + Φθ̂ +

∆ · k0(y − c0x̂− Ψ θ̂) + ρ−1∆Υ
˙̂
θ. (26)

由式(16)和式(21)可知, 若线性组合η(t)和参数
估计误差θ̃分别都收敛到0, 则可确保状态估计误
差x̃也收敛于0. 由k0的定义式(8)可知, A0 − k0c0是

渐近稳定的, 但由于非线性项ξ(t)依赖于θ̃(t), 所以
仍然不能确定η(t)是否趋于0, η(t)的收敛性必须和
θ̃(t)一起分析.随后将研究参数估计误差θ̃的性质.

基于状态估计x̂和参数估计θ̂, 由式(10b)可得输
出估计为

ŷ = c0x̂ + Ψ θ̂. (27)

假设
˙̂
θ与输出估计的误差ŷ − y存在如下线性关系:

˙̂
θ = M(t)(ŷ − y), (28)

其中时变矩阵M(t) ∈ Rp×l为待定参数.

由式 (10b)(13)−(14)(16)−(17)(27)−(28)可推导
得

˙̃
θ(t) = ˙̂

θ(t) = M(t)(ŷ − y) =

M(c0x̃ + Ψ θ̃) = Mc0z̃ + MΨ θ̃.

将式(21)代入上式,可得参数估计误差方程
˙̃
θ(t) = Mc0η + M(c0Υ + Ψ)θ̃. (29)

需要选择合适的待定参数M(t)使得式(29)的后半部

分, 即系统 ˙̃
θ = M(c0Υ + Ψ)θ̃能够稳定. 一个明显

的选择是

M(t) = −Γ (t)(c0Υ + Ψ)T. (30)

矩阵Γ (t) ∈ Rp×p满足如下等式:

Γ̇ = −Γ (c0Υ + Ψ)T(c0Υ + Ψ)Γ + ρΓ, (31)

其中ρ > 0是正实数, 可以调整算法的收敛速度.增
益矩阵的初值Γ (t0) ∈ Rp×p为对称正定矩阵. 此外,
要使式(29)的后半部分稳定,还需要系统(10)满足一

定的条件,具体证明见下节稳定性分析.

将式(27)(30)代入式(28),可得参数估计方程
˙̂
θ(t) = Γ (c0Υ + Ψ)T(y − c0x̂− Ψ θ̂). (32)

将式(30)代入式(29),可得参数估计误差方程
˙̃
θ(t) = −Γ (t)(c0Υ + Ψ)Tc0η −

Γ (t)(c0Υ + Ψ)T(c0Υ + Ψ)θ̃. (33)

综上所述,辅助变量方程(23)和(31)、状态估计方
程(26)、参数估计方程(32)构成系统(10)的一种自适
应观测器,整理后可得

Υ̇ = ρ(A0 − k0c0)Υ + ρ∆−1Φ− ρk0Ψ, (34a)

Γ̇ = −Γ (c0Υ + Ψ)T(c0Υ + Ψ)Γ + ρΓ, (34b)
˙̂x = A0x̂ + f(x̂) + g(x̂)u + Φθ̂ + ∆[k0+

ρ−1ΥΓ (c0Υ + Ψ)T](y − c0x̂− Ψ θ̂),

(34c)
˙̂
θ = Γ (c0Υ + Ψ)T(y − c0x̂− Ψ θ̂). (34d)

3.2 自自自适适适应应应观观观测测测器器器的的的收收收敛敛敛性性性证证证明明明(Convergence
analysis of the adaptive observer)
针对系统(10)的自适应观测器(34), 其全局指数

收敛性的证明需要基于如下假设和引理.

假假假设设设 1 设Ω(t) ∈ Rp由Φ(t)和Ψ(t)组成的线
性滤波器




Υ̇ (t) = ρ(A0 − k0c0)Υ (t)+

ρ∆−1Φ(t)− ρk0Ψ(t),

Ω(t) = c0Υ (t) + Ψ(t)

(35)

生成, 其中Υ (t) ∈ Rn×p和Ω(t) ∈ Rp分别为滤波器

的状态和输出.假设Φ(t)和Ψ(t)为持续激励,使得对
足够大的ρ > 0,存在不依赖于ρ的正常数δ, T ,对所
有t > t0,不等式w t+T

t
ΩT(τ)Ω(τ)dτ > δIp (36)

成立,其中Ip为p× p的单位矩阵.

假设1为持续激励条件,只有满足激励条件,参数
θ才是可以估计的.

引引引理理理 1 由式(23)或(34a)定义的Υ (t)是有界的;
当ρ > 1时, Υ (t)的上界不依赖于ρ.

证证证 该引理的证明参考了文献[6]中定理3.1的证
明. 由于矩阵Φ(t), Ψ(t)都是有界的,且ρ(A0−k0c0)
是Hurwitz的[13], 所以由式(34a)定义的Υ (t)是有界

的. 定义τ =
t

ρ
, Υ

′
(t) = Υ (

t

ρ
),则由式(34a)可得

Υ̇
′
(t) = (A0 − k0c0)Υ

′
(t) + ∆−1Φ(

t

ρ
)− k0Ψ(

t

ρ
).

由∆的定义式(6)可知,矩阵∆−1Φ(
t

ρ
)−k0Ψ(

t

ρ
)是有
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界的,且当ρ > 1时,其上界不依赖于ρ;又由于A0 −
k0c0是Hurwitz的, 所以当ρ > 1时, Υ

′
(t)的上界(等

价于Υ (t)的上界)不依赖于ρ,命题得证.

引引引理理理 2 在假设1条件下, 如果ρ > 0, 且初始
增益矩阵Γ (t0) ∈ Rp×p是对称正定的, 则由式(34b)
定义的增益矩阵Γ (t)对任意t > t0是对称正定和一

致有界的.

该引理的证明可参考文献 [3]中定理2的证明过
程, 用c0Υ + Ψ替换其中的CΥ , 则可直接证得本引
理.

定定定理理理 2 初始增益矩阵Γ (t0) ∈ Rp×p是对称正

定的, ∆, k0分别由式(6)(8)定义. 如果f(x), g(x)为
全局可导Lipschitz函数, 且u(t), Φ(t), Ψ(t)都是有界
的, 则在假设1条件下, 对足够大的ρ, 式(34)是系统
(10)的全局指数收敛的自适应观测器, 即对任意初
始条件x(t0), x̂(t0), θ̂(t0),当t → ∞时,状态估计误
差x̂(t)−x(t)和参数估计误差θ̂(t)−θ指数收敛到0.

证证证 由自适应观测器的启发式推导过程可知,
式(25)(33)构成系统(10)的误差联立方程,

η̇(t) = ρ(A0 − k0c0)η + ξ(t),
˙̃
θ(t) = −Γ (t)(c0Υ + Ψ)Tc0η−

Γ (t)(c0Υ + Ψ)T(c0Υ + Ψ)θ̃,

其中: ξ(t)由式(18)定义,

ξ(t) = ρ∆−1[f(x̂)− f(x)]+

ρ∆−1[g(x̂)− g(x)]u.

问题归结为研究如上误差联立系统的稳定性.

由式(7)可知, S为对称正定矩阵; 又根据引理2,
时变矩阵Γ (t)是对称正定且一致有界的, 因此η(t)
和θ̃(t)的联立稳定性可以通过如下Lyapounov候选
函数证明:

V (η, θ̃) = ηTSη + θ̃TΓ−1θ̃,

V1(η) = ηTSη, V2(θ̃) = θ̃TΓ−1θ̃.

由式(7)−(8)(25)可推导得

V̇1 = [ρ(A0 − k0c0)η + ξ]TSη +

ηTS[ρ(A0 − k0c0)η + ξ] =

2ξTSη + ρηT[A0
TS −

cT
0 kT

0 S + SA0 − Sk0c0]η =

2ξTSη − ρV1. (37)

对式(21),显然有

‖z̃‖ 6 ‖η‖+ ‖Υ‖‖θ̃‖. (38)

定义W (u,x) = f(x) + g(x)u,由于f(x)和g(x)都

是全局可导Lipschitz函数, 且具有形如式(5)的三角
结构,所以W (u,x)也是全局可导Lipschitz函数并且
具有类似的三角结构. 对式(18),应用中值定理及状
态变换(16)可得

ξ = ρ∆−1[W (u, ρ−1∆ẑ)−W (u, ρ−1∆z)] =

ρ∆−1 ∂W (u,x∗)
∂x

(ρ−1∆ẑ − ρ−1∆z) =

∆−1 ∂W (u,x∗)
∂x

∆z̃.

由于W (u,x)是具有三角结构的全局可导Lipschitz

函数, 所以
∂W (u,x∗)

∂x
是有界的下三角矩阵, 且

∆−1 ∂W (u,x∗)
∂x

∆的主元是
1
ρ
的多项式. 因此对ρ >

1有

‖ξ‖ 6 ‖∆−1 ∂W (u,x∗)
∂x

∆‖ · ‖z̃‖ 6 c1‖z̃‖.
其中

c1 = sup{‖∆−1 ∂W (u,x∗)
∂x

∆‖}

为不依赖于ρ的常数. 又由式(38)可得

‖ξ‖ 6 c1‖η‖+ c1‖Υ‖‖θ̃‖ 6 c1‖η‖+ c2‖θ̃‖.
其中c2 = c1 sup{Υ (t)‖t > 0}. 由引理1可知Υ (t)的
上界不依赖于ρ,所以有

2ξTSη 6 2‖ξ‖‖S‖‖η‖ 6
c3‖η‖2+c4‖η‖‖θ̃‖6c5V1 + c6

√
V1

√
V2, (39)

其中:
c3 = 2c1‖S‖, c4 = 2c2‖S‖,
c5 =

c3

λmin(S)
, c6 =

c4√
λmin(S) · λmin(Γ−1)

均为正常数,且不依赖于ρ, ρ > 1; λmin(·)表征矩阵
最小特征根.

由式(37)(39),可以得出结论

V̇1 6 c5V1 + c6

√
V1

√
V2 − ρV1. (40)

同理,由式(31)(33)可推导得

V̇2(θ̃) = ˙̃
θTΓ−1θ̃ + θ̃TΓ−1 ˙̃

θ − θ̃TΓ−1Γ̇Γ−1θ̃ =

2θ̃TΓ−1(−ΓΩTc0η − ΓΩTΩθ̃)−
θ̃TΓ−1(−ΓΩTΩΓ + ρΓ )Γ−1θ̃ =

−θ̃TΩTΩθ̃ − 2θ̃TΩTc0η − ρV2 6
c7‖θ̃‖2 + c8‖θ̃‖‖η‖ − ρV2 6
c9V2 + c10

√
V1

√
V2 − ρV2, (41)

其中: Ω = c0Υ + Ψ ,由假设1可知Ω是有界的,因此
ΩTΩ, ΩTc0是有界的;

c7 = sup{‖Ω‖2}, c8 = sup{2‖ΩTc0‖},
c9 =

c7

λmin(Γ−1)
, c10 =

c8√
λmin(S) · λmin(Γ−1)

.
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由式(40)−(41)可得

V̇ = V̇1 + V̇2 6
−(ρ−c5)V1+(c6+c10)

√
V1

√
V2−(ρ−c9)V2. (42)

定义

V1
∗ = (ρ− c5)V1, V2

∗ = (ρ− c9)V2,

V ∗ = V1
∗ + V2

∗, k = c6 + c10,

则有

V ∗ = V1
∗ + V2

∗ > min{ρ− c5, ρ− c9}V,

所以有

V̇ 6 −V1
∗ + k

√
V1

√
V2 − V2

∗ 6

−V ∗ +
k

2
√

(ρ− c9)(ρ− c5)
V ∗ =

−(1− k

2
√

(ρ− c9)(ρ− c5)
)V ∗ 6

−min{ρ−c5, ρ−c9}(1− k

2
√

(ρ−c9)(ρ−c5)
)V.

选择足够大的ρ,使得

(1− k

2
√

(ρ− c9)(ρ− c5)
) > 0.

证毕.

4 数数数值值值仿仿仿真真真(Numerical example)
为了验证本文所提出的自适应观测器,本节采用

文献 [15]中生物反应器的Contois型动力学模型作为
仿真实例,该模型也曾被用来验证高增益观测器[13].
定义x̄1, x̄2分别表征微生物和酶的活性,满足如下状
态方程:




˙̄x1 =
a1x̄1x̄2

a2x̄1 + x̄2

− ux̄1,

˙̄x2 = − a3a1x̄1x̄2

a2x̄1 + x̄2

− ux̄2 + a4u,
(43)

其中: u为稀释速度, a1, a2, a3, a4为模型参数. 对该
模型应用变换

x1 = x̄1, x2 =
a1x̄1x̄2

a2x̄1 + x̄2

,

则系统状态方程(43)转换为

ẋ1 = x2 − ux1,

ẋ2 =
a2x2 (x2

2 − a1ux2
1)

a1a2x2
1

+

(a1x1 − x2)
2 (a4u− a3x2)

a1a2x2
1

,

其中: 参数值为a1 =a2 =a3 =1, a4 =0.1;系统初始
状态为x1(0)=0.09, x2(0)=0.01;输入信号u(t)为

u(t) =





0.08, 0 6 t < 10,

0.02, 10 6 t < 20,

0.08, t > 20.

系统可以测量的输出为

y = x1 + φ3θ3 + e,

其中噪声e是协方差为0.001的高斯噪声.

设系统的状态方程和输出方程同时存在故障需

要估计,状态方程中x1处有带有乘法系数θ1, θ2的变

量φ1, φ2,输出方程带有乘法系数θ3的变量φ3,

φ1(t) =

{
1, 0.5k 6 t < 0.5k + 0.25,

0, 0.5k + 0.25 6 t < (k + 1)0.5,

φ2(t) =

{
−1, k 6 t < k + 0.5,

0, k + 0.5 6 t < k + 1,

φ3(t) =

{
1, 0.5k 6 t < 0.5k + 0.25,

0, 0.5k + 0.25 6 t < (k + 1)0.5,

其中k = 0, 1, 2, 3, · · · . 则系统的状态方程和输出方
程可写为




ẋ1 = x2 − ux1 + θ1φ1 + θ2φ2,

ẋ2 =
a2x2(x2

2 − a1ux2
1)

a1a2x2
1

+

(a1x1 − x2)
2(a4u− a3x2)

a1a2x2
1

,

y = x1 + θ3φ3 + e.

(44)

针对系统(44)所设计的自适应观测器(34)的参数设

置如下:

ρ = 4, A0 =

[
0 1
0 0

]
, c0 = [1 0],

S =

[
1 −1
−1 2

]
, k0 =

[
1

0.5

]
, ∆ =

[
ρ 0
0 ρ2

]
,

Φ =

[
φ1(t) φ2(t) 0

0 0 0

]
, Ψ = [0 0 φ3(t)].

仿真参数设置为: 初始参数θ1 = θ2 = θ3 = 0, 在

t = 20时θ3变为0.02, 在t = 40时θ1变为0.01, 在t =
70时θ2变为0.015; x̂初始状态为x̂1(0) = x̂2(0) = 0;

θ̂初始状态为θ̂1 = θ̂2 = θ̂3 = 0.

图1为状态的估计值和真实值, 图2为未知参数

的估计值和真实值,图3和图4分别为状态和未知参

数的估计误差. 由图1和图2可见, 由于70 s处状态

变量x1发生转折性突变, 引起状态和参数估计的

波动, 但估计值很快重新稳定到真实值附近; 又由

图1可知, 70 s后状态x1本身存在严重的周期性(周期

为1 s)震荡, 由此给状态和参数估计带来很大的扰

动,但该自适应观测器依然可以实现状态的良好跟

踪(见图1, 3), 并且能快速的跟踪未知参数变化(见

图2, 4); 也就是图3和图4中状态和参数估计误差的
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波动主要是由于状态x1存在严重的周期为1 s的震荡

引起的,自适应观测器需要克服该扰动实现状态和

参数的跟踪,最终结果由图1和图2显示,该自适应观

测器可以克服该扰动实现状态和未知参数的跟踪.

图 1 状态估计值和真实值

Fig. 1 State estimates and true values

图 2 未知参数估计值和真实值

Fig. 2 Unknown parameter estimates and true values

图 3 状态估计误差

Fig. 3 State estimation errors

图 4 未知参数估计误差

Fig. 4 Unknown parameter estimation errors

为了检验激励条件式(36)是否满足,激励条件矩
阵的特征值见图5. 由图可知,最小的特征值为0.003,
所以激励条件式(36)的参数δ取值0.002就可以使激
励条件不等式成立.

图 5 激励条件的特征值

Fig. 5 Eigenvalues of the persistent excitation condition

5 结结结论论论(Conclusion)
本文基于高增益观测器和自适应估计理论, 针

对一类状态方程和输出方程同时含有未知参数的非

线性系统,用构造性方法设计了一种新的自适应观
测器. 给出了使该自适应观测器满足全局指数收敛
性的持续激励条件,并在理论上证明了该自适应观
测器的全局指数收敛性. 该自适应观测器的结构形
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式、参数设置及收敛性证明都比较简单. 数值仿真
表明, 该自适应观测器能快速有效的跟踪状态和未
知参数的变化.
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