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摘要:在工业领域,机械传动系统、液压系统等往往含有间隙特性,这类系统可以用带间隙的三明治系统描述. 本
文针对带间隙的三明治系统特点,构建了一种非光滑观测器以对系统状态进行估计.首先根据带间隙三明治系统的
特点,采用分离原理,建立了描述系统特性的非光滑状态空间方程. 据此构造了能够随系统工作区间变化而自动切
换的非光滑观测器,给出了相应的收敛定理及其证明. 最后通过伺服液压系统的例子,分别比较了非光滑观测器和
传统的观测器对状态的跟踪效果,比较结果表明非光滑观测器对于带间隙三明治系统状态变量估计的准确性要优
于传统的观测器.
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Non-smooth observer for sandwich systems with backlash
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Abstract: Industrial systems involving backlash, such as mechanical transmission systems and hydraulic systems, can be described
by so-called sandwich systems with backlash. A novel non-smooth observer is proposed to handle the state estimation for sandwich
systems with backlash. Based on the characteristics of the system, a non-smooth state-space equation is constructed by using the sepa-
ration principle. A non-smooth observer is developed based on the obtained state-space equation. The observer switches automatically
among different operating zones according to the changes of operation conditions. The convergence of the non-smooth observer is
discussed. The application of this observer to a practical hydraulic servo system is realized. The comparison of tracking performances
of the hydraulic servo system is made between the proposed non-smooth scheme and the conventional method. It is shown that the
proposed non-smooth approach is with much better estimated performance.
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1 引引引言言言(Introduction)
间隙是一种重要的非光滑非线性特性,它不仅广

泛存在于齿轮机械传动系统、电动阀、数字电路、传

感器和液压系统中[1], 此外研究结果表明当受到电
信号激励时,在经络信道中也发现间隙迟滞现象[2].
一般而言,间隙特性并非孤立存在,通常是夹在两个
线性动态环节之间, 这类系统被称为带间隙的三明
治系统[3−5]. 对于任何系统来说,无论是实现系统闭
环极点的任意配置,或是实现最优控制和故障诊断
都离不开全状态反馈[6−7]. 为此,针对特定系统构造
特定状态观测器估计其状态变量是控制领域的研究

课题之一. 文献[8−10]通过求解矩阵不等式的方法
获得观测器增益矩阵并对具有不确定性的非线性系

统进行状态估计.文献[11]利用神经网络构造观测器

对复杂非线性系统的状态进行估计.文献[12−15]对
线性切换系统进行状态估计.由于带间隙的三明治
系统不仅是含有非光滑特性,而且间隙环节的前、后
端都连接有动态子系统,间隙的输入和输出均为不
可测量的中间变量. 迄今为止,尚未发现针对带间隙
的三明治系统构造观测器的文献. 因此,构造非光滑
观测器对带间隙三明治系统状态进行准确估计是很

有必要的.

2 带带带间间间隙隙隙的的的三三三明明明治治治离离离散散散时时时间间间系系系统统统模模模型型型(The
model of the sandwich systems with back-
lash)
设所研究的带间隙三明治系统结构如图1所示,

其中: u和y分别为系统的输入和输出, L1为前段线
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性子系统, L2则为后端线性子系统, x和v为不可测

的中间变量, D1和D2为间隙宽度(0 < D1 < ∞和0
< D2 < ∞); m1和m2为线性区斜率(0 < m1 < ∞
和0 < m2 < ∞). 本节将介绍描述带间隙的三明治
系统的模型, 为了便于构造状态观测器, 本文在文
献[5]所提出的一种描述带间隙的三明治系统的输
入输出参数模型的基础上, 构造相应的关于该系统
的状态空间模型.

图 1 带间隙的三明治系统的结构图
Fig. 1 The structure of the sandwich systems with backlash

2.1 三三三明明明治治治系系系统统统线线线性性性部部部分分分的的的模模模型型型(The models of
the linear subsystems of the sandwich systems)
设前端线性子系统L1的状态方程表示为:

x1(k + 1) = A11x1(k) + B11u(k), (1)

y1(k) = C1x1(k). (2)

而后端线性子系统L2的状态方程为

x2(k + 1) = A22x2(k) + B22v(k), (3)

y2(k) = C2x2(k), (4)

其中: xi ∈ Rni×1, Aii ∈ Rni×ni , Bii ∈ Rni×1, yi ∈
R1×1, Ci ∈ R1×ni , u ∈ R1×1, v ∈ R1×1, i = 1, 2.
x1i表示L1环节的第i个状态变量, x2i表示L2环节的

第i个状态变量. Aii ∈ Rni×ni为转移矩阵, Bii ∈
Rni×1表示输入矩阵, yi ∈ R1×1为输出, ni表示第i个

线性环节的状态变量的维数. u ∈ R1×1为输入,
v ∈ R1×1为间隙环节的输出变量. 不失一般性, 建
模时本文约定, 对于L1来说, 令x1n1(k) = x(k); 对
于L2来说, 本文令x2n2(k) = y(k). 注意到系统只
有u(k)和y(k)可测.

2.2 三三三明明明治治治系系系统统统间间间隙隙隙部部部分分分的的的模模模型型型(The model of
the backlash of the sandwich systems)
根据文献[5,16−17]可以得到间隙模型如下.

x(k)为间隙环节的输入, v(k)为间隙环节的输出.
定义强制中间变量m(k)和v1(k)如下所示:

m(k) = m1 + (m2 −m1)p(k), (5)

其中:

∆x(k) = x(k)− x(k − 1),

p(k)为引入的切换函数,其定义为

p(k) =

{
0, ∆x > 0,

1, ∆x < 0.
(6)

定义中间变量v1(k)为

v1(k) = m(k)(x(k)−D1g1(k) + D2g2(k)), (7)

其中:

g1(k) =



1, x(k) >
v(k − 1)

m1

+ D1且∆x(k) > 0,

0, 其他,

g2(k) =



1, x(k) <
v(k − 1)

m2

−D2且∆x(k) < 0,

0, 其他

为切换函数. 根据间隙的输入输出关系可得

v(k) =

v1(k) + [v(k − 1)− v1(k)]g3(k) =

(1− g3(k))v1(k) + g3(k)v(k − 1), (8)

其中

g3(k) =

{
1, g1(k) + g2(k) = 0,

0, g1(k) + g2(k) = 1

为切换函数,负责间隙线性区和记忆区之间的切换.
若将式(8)代入式(3),则有

x2(k + 1) =

A22x2(k) + B22v(k) =

A22x2(k) + B22[(1− g3(k))m(k)x1n1(k)−
(1− g3(k))m(k)D1g1(k) + (1− g3(k))×
m(k)D2g2(k)] + B22g3(k)v(k − 1). (9)

2.3 带带带间间间隙隙隙三三三明明明治治治系系系统统统的的的整整整体体体状状状态态态空空空间间间方方方程程程

(State space model of the sandwich systems
with backlash)
由式(1)−(4)和式(9)可得




[
x1(k + 1)
x2(k + 1)

]
=

[
A11 0
A21i A22

] [
x1(k)
x2(k)

]
+

[
B11

0

]
u(k) +

[
0

θ22i

]
,

y(k) = Cx(k).
(10)

系统1–3区分区如下:

i =



1, x1n1(k) >
v(k − 1)

m1

+ D1且∆x1n1(k) > 0,

2, 其他,

3, x1n1(k) <
v(k − 1)

m2

−D2且∆x1n1(k) < 0,
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其中:

A21i = [β1 β2i], β1 = 0 ∈ Rn2×(n2−1),

β2i =





B22m1, i = 1,

0, i = 2,

B22m2, i = 3,

θ22i =





−B22m1D1, i = 1,

B22v(k − 1), i = 2,

B22m2D2, i = 3,

β2i ∈ Rn2×1, θ22i ∈ Rn2×1.

根据第1节中的假设可知, 如图1所示的带间隙三明
治系统只有其输出可测,所以有

C = [0 0 · · · 0 1] = [C11 C22] ∈ R1×(n1+n2),

其中:

C11 = 0 ∈ R1×n1 , C22 = [0 · · · 0 1] ∈ R1×n2 .

若令

Ai =

[
A11 0
A21i A22

]
, B =

[
B11

0

]
, ηi =

[
0

θ22i

]
,

则式(10)可写成分段矩阵形式:

x(k + 1) = Aix(k) + Bu(k) + ηi, (11)

其中: Ai表示不同工作区间的转移矩阵, B是输入矩

阵, ηi向量是由于间隙存在而产生的切换向量.

3 带带带间间间隙隙隙三三三明明明治治治系系系统统统的的的非非非光光光滑滑滑观观观测测测器器器(Non-
smooth observer of sandwich systems with
backlash)
首先, 一个需要明确的事实是: 如果系统只有

输入和输出可测, 那么该三明治系统只有在线性工
作区是满足完全能观条件的, 即只当j = 1, 3时, 能
观性矩阵N =

[
C CAj · · · CAn1+n2−1

j

]T
的秩等

于n1 + n2. 而在记忆工作区间, 能观性矩阵的秩等
于n2,即后端的线性子系统L2完全能观,而前端子系
统L1不能观. 所以,从整个工作区间来看, x1子系统

是不能观的, x2子系统是能观的. 故整个带间隙的
三明治系统不完全能观. 因为传统的线性观测器增
益反馈矩阵的求法和利用共用Lyapunov方法求解切
换系统观测器增益反馈矩阵的方法都要求系统完全

能观,因此,这些方法对三明治系统都不再适用.

3.1 三三三明明明治治治系系系统统统非非非光光光滑滑滑观观观测测测器器器(Non-smooth ob-
server for sandwich system)
根据式(11),构造相应的带间隙三明治系统的龙

伯格型观测器,即

x̂(k + 1) = Ajx̂(k) + Bu(k) + η̂j +

K(y(k)− ŷ(k)), j = 1, 2, 3, (12)

j =





1, x̂1n1(k)>
v̂(k−1)

m1

+D1且∆x̂1n1(k)>0,

2, 其他,

3, x̂1n1(k)<
v̂(k − 1)

m2

−D2且∆x̂1n1(k)<0,

ŷ(k) = Cx̂(k),

其中:

η̂j =

[
0

θ̂22j

]
, θ̂22j =





−B22m1D1, j = 1,

B22v̂(k − 1), j = 2,

B22m2D2, j = 3,

增益矩阵K = [K1 K2]T, K1 ∈ Rn1×1, K2 ∈
Rn2×1. 值得注意的是: 由于系统只有输入u(k)和
输出y(k)可测, 决定系统工作区间的状态变量x1n1 ,

∆x1n1和v是不可测的,因此观测器只能根据估计状
态x̂1n1 , ∆x̂1n1和v̂进行切换. 而在初始阶段由于观
测器给定的初始值与实际系统的真实值之间可能存

在误差,因此,观测器在初始阶段有可出现估计区间
错误的情况, 从而引起较大估计误差. 所以无论对
系数矩阵还是对间隙向量而言都有可能存在估计误

差. 因此,在求观测器误差动态转移关系时,应该考
虑到这个问题. 用式(11)减去式(12), 并考虑观测器
可能存在区间估计误差,可得

e(k + 1) = Fge(k) + ∆Asgx(k) + ∆ηsg, (13)

Fg = (Ag(k) −KC), ∆Asg = As(k) −Ag(k),

∆ηsg = ηs(k) − η̂g(k), g(k) ∈ {1, 2, 3},
s(k) ∈ {1, 2, 3},

其中: g(k)表示观测器所在区间序号, s(k)表示系统
所在区间序号,例如,观测器在1区,而系统在2区,那
么g(k) = 1, s(k) = 2. 按子状态x1和子状态x2的分

块矩阵形式代入式(13),并做分块矩阵运算,可得[
e1(k + 1)
e2(k + 1)

]
=

[
A11 −K1C22

A21g(k) A22 −K2C22

] [
e1(k)
e2(k)

]
+

[
0 0

∆A21sg 0

] [
x1(k)
x2(k)

]
+

[
0

∆θ22sg

]
. (14)

由式(14)分别给出子状态x1和子状态x2的观测

器的误差动态转移方程:

e1(k + 1) = A11e1(k)−K1C22e2(k), (15)

e2(k + 1) =

A21g(k)e1(k) + (A22 −K2C22)e2(k)+

∆A21sgx1(k)+∆θ22sg, (16)
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其中:

∆A21sg = A21s(k) −A21g(k),

∆θ22sg = θ22s(k) − θ̂22g(k), e(k) = x(k)− x̂(k),

g(k) ∈ {1, 2, 3}, s(k) ∈ {1, 2, 3},
其中: x̂(k)表示观测器对状态的估计值, e(k)表示观
测器的估计误差.

3.2 非非非光光光滑滑滑观观观测测测器器器收收收敛敛敛性性性定定定理理理(Convergence the-
orem of non-smooth observer)
定定定理理理 对于如式(11)所示的带间隙的三明治系

统和式(12)所示的非滑观测器, 观测器的反馈增益
矩阵可分解为

K =

[
K1

K2

]
, K1 ∈ Rn1×1, K2 ∈ Rn2×1.

设系统子状态x1有界限,即∀k, ‖x1(k)‖m 6 xb, xb

> 0为给定常数;且观测器e1的初始误差亦有界,即
‖e1(1)‖m 6 eb, eb > 0为给定的常数. 若子系统x1

的系数矩阵A11的特征值均在单位圆内且K1 = 0,
而子系统x2的系数矩阵A22与对应的子增益矩阵K2

构成的特征矩阵(A22 − K2C22)的特征值也均在单
位圆内时, 则式(12)所示的观测器的估计误差最终
收敛到零. 定理证明见附录.

4 应应应用用用实实实例例例(Application example)
图2给出了伺服液压传动装置的原理结构图. 当

伺服电机L1的输入和输出分别为电压u(k)和线性位
移x(k)时,伺服电机可以看作是一个2阶的动态线性
子系统.当负载L2的输入和输出分别为液压控制阀

等效输入v(k)和负载线性位移y(k)时, 负载子系统
也可以认为是一个2阶动态线性子系统. 由于液压
控制阀不可避免地存在油隙(阀的油隙是由摩擦力
和机械固定部分的间隙等因素造成),所以x(k)实际
上需要经过一个间隙环节才变成负载L2的等效输

入v(k). 因此,整个系统的构成为:两端是两个2阶线
性子系统, 中间一个间隙环节. 因此整个系统可以
看作是一个带有间隙的三明治系统. 采样周期T =
0.01 s.

图 2 伺服液压传动装置原理简图

Fig. 2 Schematic diagram of the servo-hydraulic system

线性环节L1:[
x11(k + 1)
x12(k + 1)

]
=

[
0.45 0
0.01 0.99

][
x11(k)
x12(k)

]
+

[
0.004107

0

]
u(k).

线性环节L2:[
x21(k + 1)
x22(k + 1)

]
=

[
0.9 0
0.01 1

][
x21(k)
x22(k)

]
+

[
0.25
0

]
v(k).

间隙环节:

BL(x12(k)) = v(k) =



x12(k)− 0.04, x12(k) > x12(k − 1) + 0.04

且∆x12(k) > 0,

x12(k − 1), 其他,

x12(k) + 0.04, x12(k) < x12(k − 1)− 0.04

且∆x12(k) < 0,

y(k) = Cx(k) =

[0 0 0 1][x11(k) x12(k) x21(k) x22(k)]T,

其中: x11为控制阀的移动速度(m/s), x12为控制阀

的位移(m)(对应图1中的x(k)), x21为液压缸的移动

速度(m/s), x22为液压缸的位移(m)(对应图1中的
y(k)). 根据第2节给出的定理, 并结合式(12)的观
测器, x1的系数矩阵A11的特征值为[0.99 0.45]在单
位圆内,当增益矩阵

K = [0 0 0.1 0.1]T

时, K1 = 0, x2子系统的特征矩阵(A22 −K2C22)的
特征值为[0.9000 + 0.0316i, 0.9000− 0.0316i]T均
在单位圆内, 因此满足定理给出的观测器收敛条
件.由于传统的观测器设计忽略间隙的影响,因此所
构建观测器是光滑的, 那么原来的三明治系统模型
蜕变成了由两个线性环节和一个比例环节串联而成

的系统.相应的观测器具有如下形式:

x̂(k + 1) = Ax̂(k) + Bu(k) + Kl(y(k)− ŷ(k)).

若取Kl = [0 0 0.1 0.1]T,观测器满足收敛条件[18].
设观测器的初始值为 x̂(0) = [2 0.3 0.6 0.03]T,真
实初始值: x(0) = [0 0 0 0]T,非光滑观测器和传统
观测器的状态估计结果如图3和图4所示. 图3−4中,
实线表示状态的真实值,虚线表示状态的估计值.估
计误差如图5所示. 比较图3和图4可知, 非光滑观测
器能够准确地跟踪各个状态, 而传统观测器对后两
个状态的估计误差较大.从图5中可见,子状态x1的

收敛速度相同; 对能观子状态x21和x22来说, 设定
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误差带为± 0.0025(误差带在图5中用点线表示的区
域),非光滑观测器分别经过581次和440次迭代后其
估计误差进入设定的误差带中, 而对于传统观测器

来说, x21和x22的估计误差始终无法进入设定的误

差带中. 由此也得知非光滑观测器无论在估计精度
还是收敛速度上都好于传统的观测器.

图 3 非光滑观测器跟踪效果

Fig. 3 The estimate performance of the non-smooth observer

图 4 传统观测器跟踪效果

Fig. 4 The estimation performance of conventional observer
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图 5 观测器误差比较

Fig. 5 Estimation error comparison of two kinds of observers

5 结结结论论论(Conclusion)
工业中常见的机械传动系统、阀门、液压系统

等往往存在间隙特性, 可以用带间隙的三明治系
统来描述这些含有间隙的工业系统. 由于间隙是
一种非光滑、多值映射的非线性,因此对于带间隙
的三明治, 采用系统传统的状态观测器难以获得
令人满意的估计效果. 本文提出了一种非光滑观
测器以估计这类系统的状态. 通过构造描述这类
系统的非光滑状态空间模型, 进而在观测器中引
入自动切换项, 从而获得了对这类具有复杂结构
和特性系统的观测器. 本文讨论了观测器的结构
和设计原则,分析了非光滑观测器的收敛性. 应用
举例表明本文提出的非光滑观测器能够快速、准

确跟踪系统的状态,与传统的观测器相比,非光滑
观测器获得了较快和更准确的状态估计效果.
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附附附录录录(Appendix) 定定定理理理证证证明明明(Proof of the The-
orem)

证证证 根据式(15)和式(16),可得

e1(k + 1) = A11e1(k)−K1C22e2(k), (A1)

e2(k + 1) = A21g(k)e1(k) + (A22 −K2C22)e2(k)+

∆A21sgx1(k) + ∆θ22sg, (A2)

根据定理的已知条件: K1 = 0,且A11和A22 −K2C22的特

征值均在单位圆内, 即它们的特征值的模都小于1(|λi| <

1),根据对矩阵谱半径的定义有: A11的谱半径ρ(A11) < 1,
A22 −K2C22的谱半径ρ(A22 −K2C22) < 1. 因为K1 = 0,
由式(A1)可得

e1(k + 1) = A11e1(k), (A3)

对式(A3)进行递推,得到

e1(k + 1) = Ak
11e1(1). (A4)

由参考文献[16]中的矩阵序列收敛定理可知: 设A ∈ Cn×n,
则 lim

k→∞
Ak = 0的充分必要条件是A的谱半径ρ(A) < 1. 因

此,

ρ(A11) < 1 ⇒ lim
k→∞

Ak
11 = 0, (A5)

又由定理可知,给定观测器的初始误差有界,即‖e1(1)‖m 6
eb, eb > 0,则有

lim
k→∞

‖e1(k + 1)‖m = lim
k→∞

‖e1(1)Ak
11‖m 6

eb lim
k→∞

‖Ak
11‖m → 0, (A6)

即

lim
k→∞

‖e1(k)‖m = 0 ⇒ lim
k→∞

e1(k) = 0 ⇒
lim

k→∞
(x̂1(k)− x1(k)) = 0. (A7)

因此, x̂1(k)收敛于x1(k)得证.

由式(A7)可知,对于任意小的ε(ε > 0),总存在N1(N1为

大于零的正整数),当k>N1时, x1n1(k)≈ x̂1n1(k), ∆x1n1(k)

≈ ∆x̂1n1(k). 由于实际间隙环节与观测器构造的间隙环节
结构完全相同, 所以观测器间隙输出再经过N2次迭代, 必
有间隙输出: v(k − 1) ≈ v̂(k − 1) . 结合式(11)和式(12)中关
于s(k)和g(k)的计算公式可知:

s(k) = g(k), k > N1 + N2. (A8)

根据式(A8)则有: ∆A21sg = A21s(k)−A21g(k) = 0, ∆θ22sg

= θ22s(k) − θ̂22g(k) = 0. 由此可以推出,当k →∞时,有

lim
k→∞

∆A21sg = 0, lim
k→∞

∆θ22sg = 0 ⇒
lim

k→∞
‖∆A21sg‖ = 0, lim

k→∞
‖∆θ22sg‖ = 0. (A9)

根据参考文献[16]中的定理: 对于给定条件的ε总存在某个

范数‖ · ‖m,使得

‖A22 −K2C22‖m 6 ρ(A22 −K2C22) + ε < 1 ⇒

‖A22 −K2C22‖m < 1

成立. 对式(A2)两边取m范数后再取极限,并根据范数三角
不等性,相容性和等价性,有

lim
k→∞

‖e2(k + 1)‖m 6

‖A21g(k)‖m lim
k→∞

‖e1(k)‖m+

‖(A22 −K2C22)‖m lim
k→∞

‖e2(k)‖m+

lim
k→∞

‖∆A21sg‖m lim
k→∞

‖x1(k)‖m+ lim
k→∞

‖∆θ22sg‖m. (A10)

根据式(A7)(A9)和式(A10)以及定理中给定‖x1(k)‖m 有界
条件,推出:

lim
k→∞

‖e2(k + 1)‖m 6

‖(A22 −K2C22)‖m lim
k→∞

‖e2(k)‖, (A11)

因此,由式(A11)可得

lim
k→∞

‖e2(k + 1)‖m
‖e2(k)‖m 6 ‖(A22 −K2C22)‖m < 1, (A12)

因为‖e2(k)‖m范数序列是一个正值序列, 且式(A12)成立,

根据正项级数的比值判别定理可知, 该正项级数收敛. 而

正项级数收敛的必要条件是其序列的极限为零, 由此可

得 lim
k→∞

‖e2(k)‖m = 0. 因此, x̂2(k) 收敛于x2(k) , 定理得

证.
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