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摘要:研究具有Leader-Follower结构和分布式通信拓扑的异构多无人机网络化分布式协同控制系统的可控性问
题.基于同构网络的受控一致性思想建立了异构多飞行器网络控制系统的动态模型;并针对该动态模型的不同形
式,基于代数图论和传统的控制理论,分别得到了异构多无人机网络化协同控制系统的可控性条件,尤其是可控性
与该网络化系统中通信拓扑之间的关系;然后分析且提出了改善系统可控性的可行性方法. 最后仿真结果验证了
本文相关结论的正确性.
关键词: 异构多无人机网络;可控性;网络化系统;代数图论
中图分类号: TP13; V279 文献标识码: A

Controllability of heterogeneous networked systems for
multiple unmanned aerial vehicles

CHEN Ji-wei, ZHOU Rui, WU Jiang
(School of Automation Science and Electrical Engineering, Beijing University of Aeronautics and Astronautics, Beijing 100191, China)

Abstract: We investigate the controllability of heterogeneous networked systems for multiple unmanned aerial vehicles
(UAV) which are distributed-cooperatively controlled in the leader-follower configuration and with the local distributed
communication topology. On the basis of the homogeneous networked control consistency, the dynamic models of the
multi-UAV networked systems are obtained. The algebraic graph theory and the traditional control theory are respec-
tively applied to each form of dynamic models for obtaining the controllability condition, and the relations between the
controllability and the communication topology in the networked systems. Feasible methods for improving the system
controllability are also analyzed and presented. Finally, numerical examples are provided to illustrate the correctness of the
proposed methods.
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1 引引引言言言(Introduction)
无人机(UAV)的出现将改变未来作战方式. 通

过网络将UAV构成作战网络, 由一架或多架有人
机(Leader)带领一群UAV(Follower)协同作战, 如图1
所示. 有人机可在敌防区外对UAV机群进行控制,而
UAV则在战场前沿实施侦察和打击任务.有人机与
UAV之间以及UAV与UAV之间都采用视距内分布式
通信, 以达到电子静默和战术隐身的效果. 其好处
是等效于UAV延伸了有人机的探测、作战及安全距
离. 据悉,美国正在考虑将B–2隐身轰炸机、F–22或
KC–10加油机作为“长机(Leader)”控制一群无人攻
击机对目标进行“狼群攻击”[1–2]. 这种异构的分
布式多UAV网络隐含的一个科学问题是: 网络中的
Leader在仅能将控制信息直接作用于网络中相邻而
不是全部Follower情况下, Leader是否能够以及如何
实现对网络中所有Follower的协同控制?即Leader是
否能够并如何实现对全体Follower的状态转移控制.

显然, 必须首先解决什么样的通信拓扑可以确保异
构网络的可控性[3–4].

图 1 具有Leader-Follower结构的异构多UAV网络
Fig. 1 The heterogeneous multiple UAVs network with

the Leader-Follower structure

网络化系统广泛存在于科学和工程领域,如生理
系统和基因网络[5]、大规模能源系统、多种多样的

交通工具[6–7]等. 对网络化系统的研究也一直在进
行,如对系统的一致性问题的研究[8–11]、对编队控制

的研究[6, 12]等. 同时对网络化系统可控性的研究也
有了一定的成果[3–4, 13–16].
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本文主要分析具有Leader-Follower (长机-僚机)
结构的异构多UAV网络化分布式协同控制系统的可
控性问题,主要思想是将Leaders看成系统的控制输
入, 再依据受控一致性协调思想得出系统的动态模
型表示,进而对系统的可控性进行分析.本文首先对
其简化模型进行了可控性分析,在此基础上继而针
对系统动态表示中Followers自身状态的不同动态变
化模型分别进行可控性分析.可控性分析的主要内
容是将可控性与系统的图论性质联系起来, 从而得
到了一系列异构多UAV网络系统可控的充分或必要
条件.基于这些条件从而提出了一些改善系统可控
性的方法.
2 图图图论论论基基基础础础(Graph theory preliminaries)
在分析异构网络可控性以前,简要介绍代数图论

的一些基本概念与理论[17].
在图论中, 无向图定义为顶点的集合vG = {1,

· · · , n}和边的集合EG ⊂ νG × νG组成的集体,记为
G = (V, E). 如果两个顶点间存在一条边,则这两个
顶点相邻,可表示为i ∼ j;若起点跟终点相同,则称
为环;若一对顶点间有两条以上的边相连,则称为平
行边. 无自环又无平行边的图称为简单图,本文讨论
的多UAV网络为简单图. P (i) = {j ∈ vς : j ∼ i}用
来表示顶点i的所有相邻顶点. 如果i是边ek的一个

端点,则顶点i与边ek相关联. 图中与顶点i相关联的

边的条数称为该顶点的度,记为d (i). G′是G的子图,
当v′ ⊂ v, E′ ⊂ E. 途径指的是图G中顶点的有限序

列i0, i1, · · · , il且ik−1 ∼ ik(k = 1, · · · , l),顶点可以
重复,而路是顶点各不相同的途径;当图G中任意两

个不同顶点间都存在一条路时, 则称该图G是连通

的. 途径的长是指途径中边的条数;圈是指长大于0,
起点和终点相同, 且内部顶点各不相同的途径. 称
图G为完全图,如果G的任二顶点都相邻. 若一个顶
点与图中其他任一顶点都不相邻, 则称该顶点为孤
立点.

无向图G的邻接矩阵A(G) ∈ Rn×n,定义为

[A(G)]ij: =

{
1,

0,

当(i, j) ∈ ες ,

否则.

如果无环图G有m条边, 给所有边一个任意的方向,
则G的关联矩阵B(G) ∈ Rn×m定义为

[B(G)]kl: =





1, 当顶点k是边l的始点

−1,当顶点k是边l的终点

0, 当k与l不关联.

拉普拉斯矩阵定义为L(G) := B(G)B(G)T; L(G)

是一个半正定对称矩阵, 其至少有1个零特征根,
且零特征根对应特征向量为(1, 1, · · ·, 1). 显然
L(G) := D(G)−A(G),其中D(G) :=diag{[di]ni=1},
di表示顶点i的度.

令B(G) =

[
Bf(G)
Bl(G)

]
,则L(G)可定义为

L(G) =

[
Lf(G) lfl(G)
lfl(G)T Ll(G)

]
,

其中: Lf(G) = BfB
T
f , Ll(G) = BlB

T
l , lfl(G) =

BfB
T
l .

图G的自同构指的是其顶点的置换ψ满足(ψ(i),
ψ(j)) ∈ EG ⇔ (i, j) ∈ EG.

3 多多多无无无人人人机机机网网网络络络的的的动动动态态态描描描述述述(Dynamic mod-
els of the multiple UAVs network)
根据网络中Leader和Follower的支配和被支配角

色特点, 将网络中Leader看成是不受约束且可以自
由运动的, 而网络中Follower的分布式协调控制过
程则受到Leader的状态约束. 因此, 采用同构网络
的受控一致性分散化协调原理来研究具有Leader-
Follower结构的多UAV网络化分布式协同控制系统
的可控性问题.

参见图1, 假设Leader的数量为m, Follower的数
量为N , 且m ¿ N , Leader的状态为xk

l , k = 1, 2,

· · · ,m; Follower状态为xi
f , i = 1, 2, · · · , N . 假设

Leader飞行器的状态不受Follower飞行器的约束,即
ẋk

l = f(xk
l , u

k
l ), k = 1, 2, · · · ,m; 而每个Follower

状态则受控于Leader的状态约束, 而这种约束
依赖于Follower之间的通信拓扑Gf以及Leader与
Follower之间的通信拓扑Gl. 借鉴同构网络的受控
一致性分散化协调思想, 可以给出每个Follower的
受控状态协调动态变化的一般模型

ẋi
f =

Follower︷ ︸︸ ︷
fi(xi

f , t)+

Follower-Follower︷ ︸︸ ︷∑
j∈Ni

µjiαji(x
j
f − xi

f)+

Leader-Follower︷ ︸︸ ︷∑
k∈mi

λkiβki(xk
l − xi

f), i = 1, 2, · · · , N, (1)

其中: fi(xi
f , t)为Follower i自身的状态变化模型, Ni

表示与第i个Follower具有通信连接的邻域Follower
集合, mi表示与第i个Follower具有通信连接的邻域
Leader集合, µji和λki为加权系数. αji和βki分别表示

Follower-Follower之间以及Leader-Follower之间的通
信连接关系,即

αji ∈ Gf , αji =

{
1, 当Follower−i和Follower−j之间有通信连接,

0, 当Follower−i和Follower−j之间无通信连接,

βki ∈ Gl, βki =

{
1, 当Leader− k和Follower−i之间有通信连接,

0, 当Leader− k和Follower−i之间无通信连接.
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由式(1)可以看出, Follower状态受限于Follower
之间的通信拓扑Gf以及Leader与Follower之间的
通信拓扑Gl,另外还受限于Leader的状态. 由于假
设Leader可以自由运动,因此可以将Leader的状态
xk

l (k = 1, 2 · · · ,m)看作Follower状态方程的输入
或控制量. 将所有Follower的状态和所有Leader的
状态写成向量形式,并定义

xf = [x1
f x2

f · · · xN
f ]T, uf = [x1

l x2
l · · · xm

l ]T.

4 简简简化化化模模模型型型的的的系系系统统统可可可控控控性性性(Controllability of
the simplified model)

4.1 传传传统统统控控控制制制理理理论论论的的的角角角度度度分分分析析析可可可控控控性性性(Control-
lability analysis by the traditional control the-
ory)
由于模型(1)的复杂性, 很难直接分析其可控

性,所以从简单着手,先对其简化模型进行可控行
分析. 首先假设fi(xi

f , t) = 0, 即Follower仅起信息
传递作用且其本身无状态变化模型, 同时不失一
般性,可以令其加权系数µji = λki = 1,则根据图
论基础模型可以简化为

ẋf(t) = −Lfxf(t)− lfluf(t). (2)

为了表述方便, 将状态X的维数设为1, 许多研究
表明状态维数的大小除了表达式中加入克罗内克

积外, 没有其他的影响[16]. 在当前存在的大多数
关于分析网络化系统编队、一致性问题以及可控

可观性的文献 [3–4, 9–11, 13]中都是采用这种简化
模型.

引引引理理理 1 [3] 对单Leader系统,系统(2)可控,当且
仅当Lf无相同特征根, 且Lf的任一特征向量都不

会与lfl正交.

引引引理理理 2 若Lf有0特征根, 则Lf存在特征向量

与lfl的所有列向量都正交.

证证证 由于Lf有 0特征根, 则存在向量 vf满足

vf
T · Lf = 0. 又由图论知识可知

Lf = Pf
TLPf , Pf =

[
IN

0m×N

]
,

则有(Pfvf)TL = vf
TPf

T ·PfLfPf
T = 0. 故存在v =

Pfvf = [vf 0]T, 满足vTL = 0. 由vTL = [vf
T 0] ·[

Lf lfl

lfl
T Ll

]
= 0可得vT

f lfl = 0. 证毕.

定定定理理理 1 对于任意Leader数量,系统(2)完全可
控的充分必要条件是: Lf的任一特征向量都不会

同时与lfl的所有列向量都正交.

证证证 由图论基础可知Lf是对称半正定矩阵,故
Lf可分解为Lf = UΛUT,其中: Λ为Lf的特征根所

构成的对角矩阵; U为对应的单位正交特征向量构

成的酉阵. 故U都是非奇异的.

根据秩方法,可控性判别矩阵可表示为

C =
[−lfl UΛUTlfl · · · (−1)NUΛN−1UTlfl] =
U [−UTlfl ΛUTlfl · · · (−1)NΛN−1UTlfl].

由于U为非奇异的, 故影响C的秩的因素只有

UTlfl和Λ.

充分性. 由条件可知UTlfl的每一行中至少存

在一个非零元素.又根据引理2可知: Lf不含0特征
根.故Λ是非奇异的.

令U = [v1 v2 · · · vN ], Λ = diag{λ1, λ2, · · · ,

λN}, 其中λi, vi是Lf相对应的特征根和特征向量,
则有

[UTlfl ΛUTlfl · · · ΛN−1UTlfl] =




v1
T · lfl · · · 0

0
. . . 0

0 · · · vN
T · lfl




N×Nm

(




1 λ1 · · · λ1
N−1

1 λ2 · · · λ2
N−1

...
...

...
1 λN · · · λN

N−1




N×N

⊗ Im).

当λ1, · · · , λN互异时,


1 λ1 · · · λ1
N−1

1 λ2 · · · λ2
N−1

...
...

...
1 λN · · · λN

N−1




N×N

是非奇异的矩阵,则有

rank
[
UTlfl ΛUTlfl · · · ΛN−1UTlfl

]
= N,

该时可证得系统(2)可控.

当λ1, · · · , λN中存在相等的根时,不失一般性,

假设λi = λj(i 6= j)且其余特征根都互不相等,若
其对应正交特征向量满足vi

T · lfl与vj
T · lfl线性相

关,则存在常数c = − vi · lfl
vj · lfl使得v1 + cv2与lfl的所

有列向量都正交, 而v1 + cv2也是Lf的特征向量,
这与条件矛盾. 故其对应正交特征向量满足vi

T ·
lfl与vj

T · lfl线性必不相关.令

[UTlfl ΛUTlfl · · · ΛN−1UTlfl] =

[CT
1 CT

2 · · · CT
N ]T,

则有
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

C1

...
Ci−1

Ci+1

...
CN




=




v1
T · lfl 0

. . .

0 vi−1
T · lfl

0

0

vi+1
T · lfl 0

. . .

0 vN
T · lfl




(




1
...

λ1

...

· · · λ1
N−1

...
1
1

λi−1

λi+1

· · ·
· · ·

λi−1
N−1

λi+1
N−1

...
...

...
1 λN · · · λN

N−1




(N−1)×N

⊗ Im).

又由于




1
...

λ1

...

· · ·
. . .

λ1
N−2

...
1
1

λi−1

λi+1

· · ·
· · ·

λi−1
N−2

λi+1
N−2

...
...

. . .
...

1 λN · · · λN
N−2




是非奇异的, 故

可得rank[CT
1 · · · CT

i−1 CT
i+1 · · · CT

N ]T = N − 1.

同理可得, rank[ CT
1 · · · CT

j−1 CT
j+1 · · · CT

N ]T =
N − 1. 又有vi

T · lfl与vj
T · lfl线性必不相关,则Ci与

Cj也不线性相关.故可得rank[CT
1 CT

2 · · · CT
N ]T =

N ,即系统可控.

由上证得: 若Lf的任一特征向量都不会同时

与lfl的所有列向量都正交,则系统(2)完全可控.

必要性(反证法). 假设存在Lf的某一特征向

量V同时与lfl的所有列向量都正交.

若该特征向量对应的特征根为单根, 则UTlfl

中存在一行完全为0元素,即

[−UTlfl ΛUTlfl · · · (−1)NΛN−1UTlfl]

存在一行为0行,则

rank[−UTlfl ΛUTlfl · · · (−1)NΛN−1UTlfl]<N.

若该特征向量对应的特征根为重根,则V必然

可用该特征向量对应的几个正交特征向量来表示,
又V T · lfl = 0. 则可知该特征向量对应的正交特征
向量与lfl相乘得到的向量之间存在线性关系,即可
得到

rank[−UTlfl ΛUTlfl · · · (−1)NΛN−1UTlfl]<N.

故系统不可控,与已知条件矛盾. 即必要性得
证. 证毕.

推推推论论论 1 对多Leader系统, 若系统可控, Lf也

可能会有相同特征根.

举例证明,如图2所示,有

Lf =




1 0 0
0 2 −1
0 −1 2


 , lfl =



−1
−1
0

0
0
−1


 ,

易得rank(C) = 3, 即系统可控. 而Lf有相同特征

根−1, 且任一特征向量都不同时与lfl的所有列向

量正交.

图 2 可控的多Leader系统

Fig. 2 A controllable multiple-Leader system

引引引理理理 3 [4] L(G)与Lf(G)有相同特征根⇔系
统(2)不可控.

推推推论论论 2 Lf(G)有0特征根⇒系统不可控.

推推推论论论 3 若L(G)的所有特征向量中都不含0
成分,则系统(2)是可控的.

证证证 由引理3可知, 若L(G)与Lf(G)无相同特
征根,则系统可控.假设L(G)与Lf(G)有相同特征
根, 则存在向量vf满足vf

T · (Lf − λI) = 0. 由于

Lf = Pf
TLPf , Pf =

[
IN

0m×N

]
, 则Pfvf

TL = vf
TPf

T ·

PfLfPf
T = λPfvf

T. 故存在v = Pfvf = [vT
f 0]T,满

足vTL = λvT. 这与本推论的条件相矛盾,故假设
错误,即推论得证. 证毕.

4.2 图图图论论论的的的角角角度度度分分分析析析系系系统统统可可可控控控性性性(Controllability
analysis by the graph theory)
下面将系统可控性的分析与网络结构的图论

特性联系起来,并分析可控性条件.

4.2.1 单单单Leader网网网络络络的的的可可可控控控性性性(Controllability of
single-Leader networks)

定定定义义义 1 [4] 单Leader系统关于Leader对称定义:
存在一个非同一性置换矩阵J使得J(−Lf) =
(−Lf)J , 即JLf = LfJ , 其中J是一个只有0或1元
素的矩阵, 且每行每列都只有1个非0元素. Leader
对称在图论理论中表现为Follower顶点构成的图
Gf存在一个非同一性的自同构, 使得图G的结构
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和性能保持不变,即δl(i) = δl(ψ(i)),其中

δl(i) =

{
1, 若i∼l,

0, 否则,
l ∈ m, i ∈ N.

引引引理理理 4 [4] 对单Leader系统, 若系统是Leader
对称的,则系统不可控.但Leader不对称,系统也不
一定是可控的.

以图3为例,该系统为Leader不对称的且系统是
不可控的.

图 3 Leader不对称且不可控的单Leader网络
Fig. 3 A single-Leader network which is Leader asymmetry

and uncontrollable

推推推论论论 4 若系统可控, 则在G中任二Follower
都不能拥有相同的邻接点.

若存在Follower拥有相同的邻接点, 即对图Gf

存在一个非同一性的自同构,且满足

δl(i) = δl(ψ(i)) =

{
1, 若i∼ l,

0, 否则,
i ∈ N,

则系统Leader对称,根据引理4可知系统不可控.

4.2.2 多多多Leader网网网络络络的的的可可可控控控性性性(Controllability of
multiple-Leader networks)

下面将单Leader系统可控性分析推广到多
Leader系统可控性分析. 首先对定义1进行拓展,
得到多Leader系统的Leader对称定义.

定定定义义义 2 多Leader系统Leader对称定义: 存在
一个非同一性置换矩阵J使得JLf =LfJ ,且Jlfl =
lfl, 其中J是一个只含0和1元素的矩阵, 且每行每
列都只有1个非0元素. Leader对称在图论理论中
表现为Follower顶点构成的图Gf存在一个非同一

性的自同构,使得图G的结构和性能保持不变,即
δl(i) = δl(ψ(i)),其中

δl(i) =

{
1, 若i∼ l,

0, 否则,
l ∈ m, i ∈ N.

定定定理理理 2 对于多Leader系统,若系统Leader对
称, 系统也是不可控的; 若系统Leader不对称, 系
统也不一定是可控的.

证证证 对多Leader系统, 设λ为Lf的特征向量, 则

有Lfv = λv, 结合Leader对称的定义,存在对称置
换矩阵J满足JLfv = Jλv = λ(Jv),则Jv, v − Jv

也是Lf的特征向量. 又Jlfl = lfl,因此

(v − Jv)Tlfl = vTlfl − vTJlfl = 0,

由定理1可知系统不可控. 举例证明第2部分, 图4
所示系统即不可控,也不Leader对称. 证毕.

图 4 即不可控也不Leader对称的多Leader网络
Fig. 4 A multiple-Leader network which is uncontrollable and

Leader asymmetry

根据定义2和定理2,可知推论4在多Leader系统
中同样适用.

4.2.3 特特特殊殊殊图图图形形形的的的可可可控控控性性性(Controllability of spe-
cial graphs)

下面将给出一些特殊图形的可控性分析, 如
路、圈和完全图.

结结结论论论 1 任意Leader数, Follower数N > 2的完
全图都是不可控的.

如图5所示,任二Follower都拥有完全相同的邻
接点,故根据推论4,可得完全图是不可控的.

结结结论论论 2 对单Leader系统, N > 2的圈是不可控
的(如图6所示). 而该结论对多Leader系统不一定
成立.

结结结论论论 3[4] 对单Leader系统, 顶点数为偶数的
路不管Leader在何位置,系统都是可控的,如图7所
示. 该结论同样在多Leader系统中不成立.

图 5 完全图
Fig. 5 A complete graph

图 6 圈(Leader对称)
Fig. 6 A ring graph (Leader symmetry)
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(a) Leader在任何位置可控

(b) Leader仅在位置3处不可控

图 7 两图都是路
Fig. 7 Two paths

5 线线线性性性模模模型型型的的的系系系统统统可可可控控控性性性(Controllability of
linear model)

5.1 线线线性性性同同同构构构网网网络络络的的的可可可控控控性性性(Controllability of
linear homogeneous networks)
对于一些同构UAV网络化系统,其每个UAV自

身状态变化相同,若其状态变化模型是线性的,则
不失一般性,可令fi(xi

f , t) = cxi
f , µji = λki = 1,即

将系统表达式(1)简化为
ẋf(t) = (cI − Lf)xf(t)− lfluf(t). (3)

为了满足系统的稳定性, 根据线性系统理论,
只需要cI − Lf为负,故可设定c为负数.

定定定理理理 3 当c为负数时, 系统(3)与系统(2)有完
全相同的可控性.

证证证 由Lf = UΛUT可知cI − Lf = U(cI −
Λ)UT. 故其可控性判别矩阵可表示为

C =

−[lfl U(cI−Λ)UTlfl · · · U(cI−Λ)N−1UTlfl]=

−U [UTlfl (cI−Λ)UTlfl · · · (cI−Λ)N−1UTlfl].

当c为负数时, cI − Lf是负定对称矩阵. 与定理1的
证明相似, 可以证得系统(3)可控的充分必要条件
是cI − Lf任一特征向量都不会同时与lfl的所有列

向量都正交.

由于Lf的特征向量也是cI − Lf的特征向量,
Lf的任一特征向量都不会同时与lfl的所有列向量

都正交, 等价于cI − Lf任一特征向量都不会同时

与lfl的所有列向量都正交. 再结合定理1, 可知:
当c为负数时,系统(3)与系统(2)有完全相同的可控
性. 证毕.

根据该定理，可以知道系统(2)的可控性结论
对系统(3)同样适用,如定理1及其推论.

再根据系统Leader对称的定义, 又 JLf =
LfJ ⇔ J(cI − Lf) = (cI − Lf)J , 对系统(2)的
可控性图论分析结论对系统(3)同样适用.

5.2 线线线性性性异异异构构构网网网络络络的的的可可可控控控性性性(Controllability of
linear heterogeneous networks)
对于大多数UAV网络化系统, 其Follower自身

状态变化模型必然存在差异, 故在考虑其线性情
况时可令fi(xi

f , t) = cix
i
f ,则系统表达式(1)简化为

ẋf(t) = (C − Lf)xf(t)− lfluf(t), (4)

其中C = diag{ci}.

为保证系统(4)渐近稳定, 设ci为负数. 由于系
统是线性时不变系统,故利用秩方法、PHB(Popov
Belevitch Hautus)方法等可以判定系统可控性, 可
得到类似定理1的结论.

定定定理理理 4 任意Leader数,系统(4)完全可控的充
分必要条件为: C − Lf的任一特征向量都不与lfl的

所有列向量都正交.

证证证 由于Lf是半正定矩阵, ci为负数, 故C −
Lf为对称负定矩阵,则C − Lf = UΛUT. 根据传统
的秩方法,控性判别矩阵可表示为

Φ = − [
lfl, UΛUTlfl, · · · , UΛN−1UTlfl

]
=

−U
[
UTlfl, ΛUTlfl, · · · , ΛN−1UTlfl

]
.

由于U,Λ为非奇异, 故影响rank(Φ)的因素只有
UTlfl. 由此, 根据定理1的证明, 同理可证得定
理4. 证毕.

推推推论论论 5 对单Leader系统, 若系统可控, C −
Lf的特征根互异.

证证证 假设C − Lf存在相同特征根,又lfl是一维

的, 则其对应的特征向量v1, v2满足v1lfl, v2lfl线性

相关.假设c = −v1 · lfl
v2 · lfl ,则v1 + cv2与lfl的所有列向

量都正交,而v1 + cv2也是C −Lf的特征向量,根据
定理4可知系统不可控.这与已知条件矛盾.

证毕.

推推推论论论 6 对多Leader系统, 若系统可控, C −
Lf也可能会有相同特征根.

由于lfl是多维向量, 则C − Lf即便存在相同特

征根,其对应的特征向量v1, v2也不一定满足v1lfl,
v2lfl线性相关.

因为ci的随意性, 关于Leader对称中存在的自
同构不能保证系统(4)的结构与性能保持不变.于
是扩展系统Leader对称的定义为:

定定定义义义 3 系统Leader对称定义: 存在一个非
同一性置换矩阵J , 使得J(C − Lf) = (C − Lf)J ,
且Jlfl = lfl, 其中J是一个只有0或1元素的矩阵且
每行每列都只有1个非0元素.

在定义3的前提下,可得到以下结论.

定定定理理理 5 若系统Leader对称,系统(4)不可控.

证证证 与定理2的证明相似. 且由定理4可知, 不
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论系统是单Leader还是多Leader情形都是不可控
的.

推推推论论论 7 若系统不可控,系统不一定是Leader
不对称的.

6 非非非线线线性性性模模模型型型的的的系系系统统统可可可控控控性性性(Controllability
of nonlinear model)
对异构多飞行器系统, 通常其Follower状态变

化模型fi(xi
f , t)都是非线性的且不相同的,则有

ẋf(t) = F (xf , t)− Lfxf(t)− lfluf(t), (5)

其中F (xf , t) = [f1(xf
1, t) · · · fN (xf

N , t)].
由于fi(xi

f , t)都是非线性的, 根据非线性系统
理论对该系统的可控性进行分析.

引引引理理理 5 [18] 对于系统

ẋ(t) = f(x, t) + A(t)x(t) + B(t)u(t),

其中: f(x, t)是非线性的且对所有t都连续; A(t)和
B(t)是分段连续的,假设

H =
w T

t0
Φ(T, τ)B(τ)B′(τ)Φ′(T, τ)dτ

是非奇异的, 且对于任意正常数c, d, 存在一个M

> 0,使得‖x‖ 6 M , t ∈ [t0, T ]时,满足c ‖f(x, t)‖+
d 6 M ,则对于给定向量x0与v都存在一个控制函

数, 使得系统状态能在T时刻从t0时刻的x0转移

到v.

推推推论论论 8 对系统(5),若以下条件成立:

1) 线性系统ẋf(t) = −Lfxf(t) − lfluf(t)是在t0

处完全可控;

2) 对于正常数c, d, 存在M > 0, 使得‖x‖ 6
M , t ∈ [t0, t1]时,满足c ‖F (xf , t)‖ + d 6 M ; 则系
统(5)可控.

对于推论8,第1个条件可由前面对线性情况下
系统可控性研究结果来得到,而第2个条件是对非
线性fi(xi

f , t)一个简单的数值约束. 尽管该推论没
给出系统(5)可控性的充要条件,但也得到了系统
达到可控的一个分散式充分条件, 给出了相应的
参数设计依据.

推推推论论论 9 对系统(5),若以下条件成立:

1) 线性系统ẋf(t) = −Lfxf(t) − lfluf(t)在t0处

完全可控;

2) F (xf , t)和
∂F

∂xf
连续且一致有界;

3) F (0, t) = 0;
则系统(6)全局可控.

证证证 与引理5证明相似,通过Schauder不动点定

理可证明控制函数的存在,即证得系统可控.

对非线性系统(5)的可控性分析是在线性部分
可控的基础上, 对非线性部分加以约束得到一个
充分条件, 而无法得到一个充要条件或更直观的
可控性与通信拓扑的关系. 这也是以后要继续研
究的内容.

7 改改改善善善系系系统统统可可可控控控性性性措措措施施施(Methods to improve
the controllability of the systems)
据前面所得结论可知,选择合适的通信拓扑可

以改变系统的可控性. 并不是网络连接越紧密越
好,如结论1所示,完全图也会不可控;但最好也不
会出现不连通的区域,在单Leader系统中不连通就
导致不可控.故选择合适的拓扑能使得系统可控.

以图5为例, 在该完全图中, 可以以Leader为起
始点选择一条路, 其他边删去, 形成一条简单的
路的拓扑.这样反而可以使得系统可控,而且减少
多UAV网络中的通信拓扑,增加安全性. 选择合适
的Leader位置也可以改善系统的可控性. 由前面
的结论可知, Leader对称会使得系统不可控,因此
可以选择Leader的位置使得系统Leader不对称,从
而改善系统的可控性.

选择合适的拓扑权重也可使得系统可控.对于
系统(1), 选择不同的µji, λki可以改变系统的系统

矩阵和控制矩阵.

以f(xi
f , t)是线性的情况为例, 系统可化简为

ẋf = A(Gf , Gl)xf + B(Gl)uf , 其中A(Gf , Gl)和
B(Gl)分别为Follower控制系统模型的系统矩阵
和控制矩阵,且依赖于Follower之间的通信拓扑Gf

以及Leader与Follower之间的通信拓扑Gl. 由此可
以看出,改变权重可以改变A(Gf , Gl), B(Gl),从而
可以达到使系统可控的目的.

8 实实实例例例数数数值值值仿仿仿真真真(Numerical examples)
下面将列举一个实例, 并对其进行数值仿真,

以此来具体说明前面所得可控性条件及其与通信

拓扑之间的关系.

以图7(b)为例. 取agent-3为Leader时,由图论角
度可知系统是Leader对称的. 同时可得到−Lf =


−1 1 0 0
1 −2 0 0
0 0 −2 1
0 0 1 −1


, −lfl =




0
1
1
0


, 则可知存在−Lf的

特征向量v =




−0.5257
0.8507

−0.8507
0.5257


使得vT · lfl = 0. 由此可
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知该模型的系统是不可控的. 图8表示的是不同输
入下系统状态的响应曲线, 由图可看出任意输入
情况下僚机2与僚机3、僚机1与僚机4的状态响应
曲线是完全一致,则可知系统是不可控的.

图 8 不同输入下系统的状态响应曲线
Fig. 8 The state response curves of the system with

different inputs

若取agent-1为Leader, 则可知该路图是Leader
不对称的. 同时可知:

−Lf=




−2 1 0 0
1 −2 1 0
0 1 −2 1
0 0 1 −1


 , − lfl =




1
0
0
0


 ,

则

eig(−Lf)={−3.5321,−2.3473,−1.0000,−0.1206},
且

UT· lfl = [0.4285 0.6565 −0.5774 −0.2280]T.

故可知该模型的系统是可控的. 图9(a)表示系统的
初始状态, 图9(b)表示系统要求达到的状态结构.
而图10则是该控制过程中系统状态的误差曲线图.

(a) 系统的初始结构 (b) 系统的目标结构

图 9 系统结构图
Fig. 9 Configuration of system

图 10 系统控制过程中的x轴和y轴方向上的

位置误差曲线

Fig. 10 The position errors on x axis and y axis in the

process of the control system

9 结结结论论论(Conclusions)
本文主要是对具有Leader-Follower结构且分布

式通信拓扑的多UAV网络化分布式协同控制系统
的可控性问题进行分析, 利用代数图论和传统的
控制理论, 得到系统在不同形式的动态模型下的
可控性条件以及其与通信拓扑之间的关系, 为异
构多UAV分布式可控通信拓扑的设计提供了依据.
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