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摘要:伸缩因子设计是变论域模糊控制的关键,也是设计的难点. 借助于Lyapunov综合分析方法,提出一种符号
型自适应模糊控制方案,避免花费精力设计伸缩因子. 方案中使用符号函数替代输入的伸缩运算,后件调整仍使用
积分调节因子. 因此,本质上它仍是一种论域可变的模糊控制.相比较变论域模糊控制,该方案所需规则少,稳态精
度高,鲁棒性好. Lyapunov稳定性理论保证了跟踪误差的渐近收敛. 最后,实例证实了方案的可行性.
关键词: 符号函数;变论域;伸缩运算; Lyapunov综合设计
中图分类号: TP273 文献标识码: A

Symbol-type adaptive fuzzy controller
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Abstract: The design of contraction-expansion factor is crucial in variable universe fuzzy control. Using Lyapunov
synthetic analysis, we propose an adaptive fuzzy control with sign function to avoid the design of contraction-expansion
factor. In this scheme, the stretch operator of control input employs the sign function instead of the exponential function or
the scale function employed in variable universe fuzzy control design, and the consequence adjustment still uses an integral
regulation. Compared with the variable universe fuzzy control, the proposed scheme is essentially a kind of fuzzy control
with variable universe with less fuzzy rules, higher steady precision and higher robustness to external disturbance. Lyapunov
stability theory guarantees the asymptotic convergence of tracking error. A simulation example shows the efficacy of the
proposed scheme.

Key words: sign function; variable universe; contraction-expansion operation; Lyapunov synthetic design

1 引引引言言言(Introduction)
自适应控制是一种基于数学模型的控制方法,它

很好地解决了模型中含有未知参数的系统控制问

题[1]. 而实际的系统大多含有高度的非线性或不确
定动态,很难建立精确的数学模型. 模糊逻辑系统可
以将专家的启发式规则转化为一种数学描述, 有效
地处理不确定、非线性、时变系统[2–5]. 在文献[6]中,
王立新将模糊推理机制纳入到自适应控制体系,提
出了自适应模糊控制.在缺少模型信息情形下,该方
案可以较好地完成系统的跟踪和调整任务.然而在
既定规则下,它的控制精度不高、响应时间较长. 因
此,普遍认为模糊控制只能用于粗糙的场合[7]. 鉴于
此,李洪兴对模糊控制的机理[8]进行分析,提出一种
论域可变的自适应模糊控制方案[9]. 它是一种高精
度的控制方案,已广泛应用于很多领域[3, 5, 10–12].

变论域模糊控制是保持规则个数不变的前提

下, 输入输出论域随着误差变小而收缩(变大而扩
张)[7, 9, 13]. 通过论域的收缩变化相对地增加规则个

数,从而提高控制精度.伸缩因子是影响变论域模糊
控制控制性能的一个关键因素.通常,规则前件伸缩
因子采用指数函数或比例函数形式, 然而实际操作
中选取何种形式及如何确定设计参数一直是一个难

题[13]. 国内外很多学者都对这个问题进行了有益的
研究.李洪兴给出了伸缩因子的公理化定义,并构造
了两种实用的伸缩因子[3, 13]. 文献[14]使用模糊逻辑
推理器构造了伸缩因子. 邵诚等给出一种伸缩因子
的选择办法, 并讨论了伸缩因子参数对控制性能的
影响[12].

规范化方法是工程中常用的一个方法. 在模糊
控制实施过程中,通常要对论域进行规范化处理. 其
实,规范化的过程相当于对论域进行了一定的伸缩.
受此启发,本文舍弃伸缩因子,使用输入变量的符号
函数来代替伸缩操作,规则后件伸缩因子仍使用自
适应律来调整. 通过使用符号函数,本文有效解决了
设计伸缩因子这一难题,拓展了变论域模糊控制理
论的思路. 理论分析和实例都证实了该控制方案的
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有效性和可行性.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem statement)
为了叙述方便, 本文考虑文献 [3]中的单输入单

输出系统:{
x(n) = f(x, ẋ, · · · , x(n−1)) + bu,

y = x,
(1)

其中: f为未知非线性函数, b为未知正常数, u ∈ R
和y ∈ R分别为系统的输入和输出,

x = (x1, x2, · · · , xn)T , (x, ẋ, · · · , x(n−1))T

为状态向量. 定义yr = (yr1 , yr2 , · · · , yrn
)T , (yr,

ẏr, · · · , y(n−1)
r )T为参考输入向量, e = yr − x =

(e1, e2, · · · , en)T为误差向量. 控制任务是使系统输
出y渐近地跟踪参考输入yr,并且使所有信号都是有
界的.

为了便于分析,作如下假设:

假假假设设设 1 x可量测, yr有界.

假假假设设设 2 存在非线性函数fU和常数bL > 0, 使
得f(x) 6 fU(x), b > bL.

3 符符符号号号型型型自自自适适适应应应模模模糊糊糊控控控制制制方方方案案案(Symbol-type
adaptive fuzzy control design)
设 Xi = [−Ei, Ei](1 6 i 6 n)为模糊控制器的

输入论域, Y = [−U,U ]为输出论域. {Ali}(1 6 l 6
N)为误差ei的论域Xi的模糊划分, {Bl}(1 6 l 6
N)为控制量u的论域U的模糊划分. ali和ul分别表

示{Ali}和{Bl}的峰点. 第l条规则描述如下:

If e1 is Al1, e2 is Al2, · · · , and en is Aln, then u is
Bl.

根据变论域模糊控制方案[9],控制量为

ûc(α, β,e) = β
N∑

l=1

n∏
i=1

Ali(
ei

αi(ei)
)ul, (2)

其中: N表示规则个数, αi(1 6 i 6 n)和β分别为输

入输出论域的伸缩因子.

通常,伸缩因子有如下两种实用的形式[3, 10]:

1) 比例型伸缩因子: α(e) = (
|e|
E

)τ + ε, τ >

0, ε > 0;
2) 指数型伸缩因子: α(e) = 1 − λ exp(−ke2),

λ > 0, k > 0,其中:ε是一个很小的正常数, λ是一个

接近于1的常数,二者是为满足伸缩因子的避零性.

注注注 1 上述两种伸缩因子中都有两个设计参数. 它们

直接关系到控制性能的好坏,同时也是变论域模糊控制器

设计的难点[13]. 通常,设计参数往往采取试凑的方法,在实

际运用中很难操作.

3.1 控控控制制制器器器设设设计计计(Design of controller)
在研究控制问题时, 通常都将输入论域进行规

范化处理, 以方便控制器的设计和移植. 本文也照
此方法, 先将论域规范化为[−1, 1], 再使用符号函
数sgn(·)对模糊规则前件运算获得模糊基函数

ξ(e) = (ξ1, ξ2, · · · , ξN)T, (3)

其中:

ξl , ξl(e) =

n∏
i=1

Ali(sgn ei)

N∑
l=1

n∏
i=1

Ali(sgn ei)
, l = 1, 2, · · · , N.

设规则后件参向量θ = (u1, u2, · · · , uN), 并结合
式(2)和式(3),有

ûc(β, e) = β
N∑

l=1

ul

n∏
i=1

Ali(sgn ei)

N∑
l=1

n∏
i=1

Ali(sgn ei)
, βθTξ(e).

(4)

称上式得到的控制器为符号型自适应模糊控制器.
该式中不含有设计参数,容易确定模糊基函数ξ,在
参向量θ已知的情况下,只需设计β的自适应律.

在式(1)中,如果f和b已知,容易设计控制器

u∗ =
1
b
(−f(x) + y(n)

r + kTe), (5)

其中k = (k1, k2, · · · , kn)T ∈ Rn, 使得多项式
h(s) = sn + k1s

n−1 + · · · + kn的所有根都落在

左半开平面上. 文中f和b未知,本文设计等效控制器

u = ûc(β, e) + us, (6)

其中ûc(β, e)见式(4), us是后面将要设计的监督控制

器.

将式(6)代入式(1),经过简单运算可得误差方程

ė = (A− bkT)e + b(u∗ − ûc(β, e)− us), (7)

其中:

(A− bkT) =




0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1
−kn −kn−1 −kn−2 · · · −k1




,

b = [0 0 · · · 0 b ]T.

很显然, (A − bkT)是一个稳定矩阵. 对任意给
定的正定矩阵Q, 必定存在一个正定对称矩阵P 满

足Lyapunov方程

(A− bkT)TP + P (A− bkT) = −Q. (8)

令Ve =
1
2
eTPe,利用式(7)–(8)可得

V̇e =−1
2
eTQe + eTPb(u∗ − ûc(β, e)− us) 6
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−1
2
eTQe+|eTPb|(|u∗|+|ûc(β, e)|)−eTPbus.

仿照文献[6],利用假设2,设计监督控制器:

us = I∗sgn(eTPb)(|ûc(β, e)|+
1
bL

(fU(x) + |y(n)
r |+ |KTe|)), (9)

其中V̄是一个设计常数. 如果Ve > V̄ ,则 I∗ = 1;如
果Ve 6 V̄ , 则 I∗ = 0. 当Ve > V̄满足时, 将式(9)代
入式(7)容易得V̇e的负定性.

下面使用参数投影方法设计积分调节因子β的

自适应律.

3.2 积积积分分分调调调节节节因因因子子子的的的自自自适适适应应应律律律设设设计计计(Adaptive law
design of integral regulation factor)
设最优参数向量

β∗ = argmin{‖ûc(β, e)− u∗‖∞
∣∣|β| 6 Mβ},

和最小逼近误差 ω = ûc(β∗, e) − u∗, 则误差方程
(7)可以写为

ė = (A− bkT)e + b(ûc(β∗, e)− ûc(β, e))−
bus − bω. (10)

如果ûc(β, e)选用式(4)的形式,并令φ = β∗ − β,
则式(10)又可以写为

ė = (A− bkT)e + bφθTξ(e)− bus − bω. (11)

定义Lyapunov函数为

V =
1
2
eTPe +

1
2γ

φ2,

γ > 0为常数. 利用式(8)和式(11),本文有

V̇ =− 1
2
eTQe + eTPbφθTξ(e) +

1
γ

φφ̇−

eTPbus − eTPbω =

− 1
2
eTQe +

1
γ

φ(γeTPbθTξ(e) + φ̇)−

eTPbus − eTPbω.

由us的定义, 可知eTPbus > 0. 由于ω是最小

逼近误差, 根据模糊系统的万有逼近理论, 可以使

−1
2
eTQe− eTPbω 6 0. 从而有

V̇ 6 1
γ

φ(γeTPbθTξ(e) + φ̇).

利用φ̇ = −β̇,本文选择

β̇ = γeTPbθTξ(e). (12)

下面使用参数投影方法考虑β的的有界性. 选取

能量函数Vβ =
1
2γ

β2,并对时间变量t求导,得

V̇β =
1
γ

ββ̇ = βeTPbθTξ(e).

若β有界, 当且仅当V̇β 6 0, 即βeTPbθTξ(e) 6
0,于是可得β的自适应律:

β̇ =




γeTPbθTξ(e),

|β| < Mβ或|β| = Mβ, βeTPbθTξ(e) 6 0;

0, |β| = Mβ, βeTPbθTξ(e) > 0.

(13)

注注注 2 式(13)表示的自适应律与文献 [3, 6]有所不同.

与文献 [3]的相同点是保持规则后件参变量不变,都考虑控

制变量的积分调节因子的自适应变化,不同点是自适应律

中模糊基函数ξ(e)不同(见式(3)). 而文献 [6]是研究规则后

件参变量的自适应律.

符号型自适应模糊控制方案的总体框图见图1.

图 1 符号型自适应模糊控制方案

Fig. 1 Symbol-type adaptive fuzzy control scheme

4 稳稳稳定定定性性性分分分析析析和和和收收收敛敛敛性性性证证证明明明(Stability analy-
sis and convergence proof)
定定定理理理 1 控制对象为式(1),采用式(6)的控制方

式, ûc(β, e)采用式(4), us取式(9), 设调节因子 β 的

自适应律由式(13)给定,并假设1和2成立,则图1所示
的控制方案具有如下性能:

1) |β| 6 Mβ, ‖x‖ 6 ‖yr‖+ (
2V̄

λPmin

)
1
2 及

|u| 6 2MβMu +
1
bL

(fU(x) + |y(n)
r |+ (

2V̄

λPmin

)
1
2 ),

其中: V̄ > 0, 0 < bL 6 b为常数, λPmin表示矩阵

P的最小特征值, Mu为参向量θ的最大值.

2) 如果ω是平方可积的,即w ∞
0
|ω(t)|2dt < ∞,

则 lim
t→∞

|e(t)| = 0.

证证证 只证第1部分. 第2部分与文献[3, 6]类似,不
再赘述.

如果式(13)中第1行条件满足,结论自然成立;如
果第2行条件满足, 则β̇ = 0, 所以|β| = Mβ , 从而
|β| 6 Mβ .
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由于Ve =
1
2
eTPe 6 V̄ ,而eTPe > λPmin‖e‖2,

容易得

‖e‖ 6 (
2V̄

λPmin

)
1
2 , ‖x‖ 6 ‖yr‖+ (

2V̄

λPmin

)
1
2 .

由于ξ(e)表示模糊基函数,结合式(4)知

|ûc| 6 |β| · ‖θ‖ · ‖ξ(e)‖ 6 MβMu,

而|us| 6 1
bL

(fU(x) + |y(n)
r |+ (

2V̄

λPmin

)
1
2 ) + MβMu,

所以得到u的有界性.

注注注 3 在稳定性证明中, 本文和文献 [3]都考虑的是

积分调节因子的有界性,不同的模糊基函数只是起加权的

作用, 并不影响闭环系统的稳定性. 而文献 [6]考虑的是后

件参变量 θ的有界性.

5 系系系统统统仿仿仿真真真结结结果果果分分分析析析(Simulation results ana-
lysis)
为了下面叙述方便,本文的符号型自适应模糊控

制方案记为SAFC,变论域模糊控制方案记为VUFC.
下面考虑Duffing强迫振动系统[3–4]:

ẋ1 = x2,

ẋ2 = −0.1x2 − x3
1 + 12 cos t + u.

如果不加控制量, 上述系统是一个混沌系统.
现采用SAFC来控制系统状态x1跟踪参考轨迹yr =
sin(πt). 仿真中,选初始条件x1(0) = x2(0) = 2,选
取k1 = 2, k2 = 1, Q = diag{10, 10},根据式(8)容易
计算

P =

[
15 5
5 5

]
.

再选取Mβ = 10, β0 = 4, γ = 1, bL = 0.5以
及fU = 12 + |x1|3.

本文控制方案选用的模糊规则见表1. 误差的
论域为X1 = [−1, 1], 误差变化率的论域做适当修
正, 修正因子kec = 1.18, 即误差变化率论域X2 =
kec∗[−1, 1]. VUFC中X1 = [−2, 2], X2 = [−8, 8],仍
选择文献 [3]中的伸缩因子α1 = 1 − 0.97 exp(−e2),
α2 = 1−0.97 exp(−0.2e2−0.8ė2)和模糊规则表(见
表2).

表 1 符号型自适应模糊控制规则
Table 1 Rule list of symbol-type adaptive

fuzzy control

sgn e
sgn ė

−1 0 1

−1 −2 −1 0

0 −1 0 1
1 0 1 2

表 2 变论域模糊控制规则
Table 2 Rule list of variable universe fuzzy control

e
ė

NB NM NS ZE PS PM PB

NB −3 −3 −3 −3 −2 0 0
NS −3 −3 −3 −3 −2 0 0
NM −2 −2 −2 −2 0 1 1
ZE −2 −2 −1 0 1 2 2
PS −1 −1 0 2 2 2 2
PM 0 0 2 3 3 3 3
PB 0 0 2 3 3 3 3

在下面的仿真中,文中主要考虑3个问题:控制精
度、鲁棒性、修正因子kec对控制精度的影响.

作为对比, 在图2–3中显示了SAFC和VUFC两种
控制方案的控制性能.可以看出, SAFC在较少的控
制规则条件下可以取得较高的稳态控制精度.

图 2 跟踪曲线

Fig. 2 Tracking curve

图 3 跟踪误差曲线

Fig. 3 Tracking error curve

注注注 4 大家知道, 在VUFC中, 为考虑伸缩因子的避

零性, 论域在平衡点附近近似为εX1或者(1 − λ)X1, 如

此VUFC转化为一个自适应模糊控制器, 由于模糊控制

器在平衡点附近存在控制死区,自然影响了稳态控制精度.

相反地,由于符号函数对误差的敏感性,在平衡点附近,只

要存在误差, SAFC就会产生控制,不存在控制死区的问题,

从而有效地提高了稳态精度.
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其次研究SAFC的鲁棒性. 在被控系统的输入端
加入高斯函数形式的干扰 d(t) = 200 exp(−(t −
c)2/2) , 其中c = 5.0. 控制曲线如图4所示. 可以看
出,在外部干扰作用下, SAFC有更好的鲁棒性.

图 4 在外部干扰下的误差曲线

Fig. 4 Error curve with external disturbance

下面分别选取kec = 1.0, 1.18, 1.5三个值, 讨论
修正因子kec对控制性能的影响.从图5可以看出,随
着kec的取值的增加, 调整时间逐渐减少, 但是超调
量却在不断地增大.好的控制性能需要权衡考虑多
个控制指标. 可见, 加入修正因子kec可以有效地调
整响应时间,改善控制性能.

图 5 修正因子kec对跟踪曲线的影响

Fig. 5 The effect of the modifying factor kec on tracking

curve

6 结结结论论论(Conclusion)
本文将论域的伸缩使用符号运算替代,提出一种

符号型自适应模糊控制方案.理论和仿真都证实了
该控制方案能较好地实现一类非线性系统的渐近跟

踪任务. SAFC是一种论域可变的自适应控制方案,
它设计简单,需要规则少,控制精度高,鲁棒性好,且
不需设计伸缩因子,拓展了变论域模糊控制理论.但
由于符号运算的特性,虽提高了稳态精度,同时也给
控制带来较大的波动,这对控制过程是不利的. 在本
方案基础上,如何提高控制的平稳性,还需进一步的
研究.
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