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摘要:平方根无迹卡尔曼滤波(SRUKF)解决了标准无迹卡尔曼滤波(UKF)中由于误差协方差阵负定而引起的滤
波发散问题,保证了算法的数值稳定性,但仍存在对模型参数变化的鲁棒性差、收敛速度慢及对突变状态的跟踪能
力低等缺陷.因此,本文提出一种改进SRUKF滤波,通过引入时变渐消因子和弱化因子,实时修正滤波增益矩阵和
误差协方差平方根矩阵,实现残差序列正交,确保SRUKF滤波保持对目标实际状态的准确跟踪. 将该算法在无轴承
永磁同步电机无速度传感器矢量控制系统中进行仿真研究.结果表明: 改进SRUKF非线性近似精度、数值稳定性及
滤波精度更高,在系统状态突变或负载扰动时,鲁棒性更强,能够有效实现转速及转子角度的准确估计,确保转子稳
定悬浮运行.
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Modified square-root unscented Kalman filter and its application
to speed sensorless control of bearingless permanent

magnet synchronous motor

XU Bo, ZHU Huang-qiu, JI Wei, PAN Wei, SUN Xiao-dong
(School of Electrical and Information Engineering, Jiangsu University, Zhenjiang Jiangsu 212013, China)

Abstract: The square-root unscented Kalman filter (SRUKF) algorithm handles the problem of filtering divergence
caused by non-positiveness of the error covariance matrix in conventional unscented Kalman filter (UKF). However, prob-
lems of low robustness to model parameter variation, slow convergence, and undesirable tracking ability to abrupt state-
changes remain unsolved. We propose an improved SRUKF by introducing the time-varying fading factor and the diminish-
ing factor to adjust gain matrices and the state-forecast covariance square-root matrix, in order to realize the orthogonality
of the residual sequences and force the SRUKF to track the real-state rapidly. The vector control system for the bearingless
permanent magnet synchronous motor (BPMSM) without a speed sensor is set up based on this approach. Simulation
results show that the proposed method improves the nonlinear approximation accuracy and raises numerical stability and
filtering efficiency; it achieves high robustness to the abrupt state-changes and the load disturbances; it provides precise
estimates of the speed and the space position, and ensures the stable operation of the rotor suspension.

Key words: square root unscented Kalman filter (SRUKF); modified SRUKF; bearingless permanent magnet syn-
chronous motor (BPMSM); speed sensorless

1 引引引言言言(Introduction)
无轴承永磁同步电机是一个多变量非线性强耦

合系统,转子磁场定向控制是无轴承永磁同步电机
实现动态解耦控制的主要手段, 而转子磁场定向控
制需要准确检测转子速度和位置,来获得磁场定向
所需磁通的精确空间位置,进而实现转矩和径向悬
浮力解耦控制.传统的转子空间位置和速度都是采
用机械式传感器(光电编码器、旋转变压器等)来检
测, 存在安装、连接、可靠性等问题. 特别对于无轴

承电机而言,机械式位置/速度传感器安装和使用成
本严重制约了无轴承电机优良高速性能的发挥. 因
此, 无轴承电机的无传感器研究问题成为无轴承电
机技术进一步发展的关键技术之一.与普通永磁同
步电机相比,无轴承永磁同步电机稳定运行时转子
处于自悬浮状态, 其转子位置、速度及径向位移更
容易产生振动和突变.实现平稳及突变状态下转子
速度及位置的准确估计是无轴承电机无传感器研究

中的一个核心问题.
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目前无轴承永磁同步电机的无速度传感器技

术主要有: 基于电机数学模型的开环方法[1]、滑

模预测估计器(sliding mode observer, SMO)[2]、模型

参考自适应估计器(model reference adaptive system,
MRAS)[3]、高频注入法[4]、基于扩展卡尔曼滤波

(extended Kalman filter, EKF)[5−6]的估计器等. 其中,
以最优化理论为基础的EKF, 以其对非线性系统
优异的状态估算能力及抗干扰能力, 在感应电机
转速和转子位置估计中被广泛应用. 文献[5−6]采
用EKF成功实现永磁同步电机无传感器运行, 但
是EKF需要计算非线性方程的雅克比矩阵, 线性误
差大,滤波容易发散.无迹卡尔曼滤波[7−8](unscented
Kalman filter, UKF)不需要计算非线性方程的雅可
比矩阵, 避免了EKF线性化所带来的误差, 估计精
度更高, 因而在感应电机的无传感器运行中取得
了一定的效果. 文献 [9]采用UKF实现电机状态估
计, 与EKF相比, 该方法有效提高了状态估计和参
数辨识的精度. 但EKF和UKF都存在数值计算过程
中由于舍入误差等因素引起的协方差不对称或

非正定等缺陷, 滤波容易发散. 文献 [10]采用平方
根UKF(square root UKF, SRUKF)对永磁同步电机进
行转速和角度估计,有效克服了UKF数值计算缺陷,
但该方法要求电机模型准确,当电机参数变化时,该
方法存在对参数变化的鲁棒性差、对转子转速或位

置突变的跟踪能力低和算法收敛速度较慢等缺陷.
而强跟踪滤波器(strong tracking filter, STF)可以在线
调整滤波增益,具有极强的模型失配鲁棒性,独特的
强跟踪能力[11−12],可以有效地改善系统对突变状态
的跟踪性能.
基于上述分析, 本文提出一种改进SRUKF滤波.

采用强跟踪滤波原理对SRUKF进行改进,通过引入
时变渐消因子和弱化因子, 实时修正滤波增益矩阵
和预测误差协方差平方根矩阵,实现残差序列正交,
确保SRUKF滤波保持对实际状态的准确跟踪. 同时
在滤波过程中采用Cholesky和QR分解, 以协方差平
方根阵代替协方差阵参加迭代运算,有效地避免了
误差协方差阵负定而引起的滤波发散问题,提高了
算法的收敛速度和稳定性. 通过构建无轴承永磁同
步电机无速度传感器矢量控制系统,仿真验证算法
的有效性.

2 改改改进进进SRUKF算算算法法法设设设计计计与与与分分分析析析(Design and
analysis of modified SRUKF)

2.1 SRUKF算算算法法法描描描述述述(Description of SRUKF)
考虑一大类非线性系统,如式(1)所示:{

xk+1 = f(k, xk, uk) + wk,

yk+1 = h(k, xk, uk) + vk.
(1)

其中: 非线性函数f, h具有关于状态的一阶连续偏导

数; uk为控制变量; 过程噪声wk和测量噪声vk为均

值为零的高斯白噪声, 其协方差阵分别为Qk和Rk;

系统初始状态为x0, x0与wk, vk统计独立. 则基
于SRUKF滤波的状态估计实现步骤为:

1) 初始化x0、状态误差协方差阵P0, Qk和Rk:

x̂0 = E[x0], (2)

P0 = E[(x0 − x̂0)(x0 − x̂0)T], (3)

S0 = chol(P0). (4)

2) 每个采样周期内计算sigma点:

χk−1 =[x̂k−1 x̂k−1+γSk−1 x̂k−1−γSk−1]. (5)

其中: γ =
√

(n + λ), λ = α2(n + κ) − n, 参数α

取0.0001−1之间的正数. n为系统状态向量的维数.
常数κ为次级采样因子,在状态估计中为0.

3) 对每个sigma点进行非线性变换并取均值:

χ̂i,k/k−1 = f(χi,k−1, uk−1), (6)

x̂k/k−1 =
2n∑
i=0

W
(m)
i χ̂i,k/k−1. (7)

4) 计算预测误差协方差平方根阵:

S−k/k−1 =

qr{[
√

W
(c)
1 (χ̂1:2n,k/k−1 − x̂k/k−1),

√
Qk]}, (8)

Sk/k−1 =

cholupdate{S−k/k−1, χ̂1,k/k−1 − x̂k/k−1,W
(c)
0 }.

(9)

在步骤3)和4)中: W
(c)
0 =λ/(n+λ)+1−α2+β, W (m)

0 =
λ/(n + λ), W

(c)
i = W

(m)
i = 0.5/(n + λ), i =

1, 2, · · · , 2n; β为高阶误差采样因子, 高斯分布时β

取2; qr{·}与cholupdate{·}为标准MATLAB指令,分
别表示QR分解和Cholesky更新因子.

5) 观测输出并取输出均值:

ŷi,k/k−1 = h(χ̂i,k/k−1), (10)

y−k =
2n∑
i=0

W
(m)
i ŷi,k/k−1. (11)

6) 计算残差协方差平方根阵和互协方差阵:

Sy−
k

=

qr{[
√

W
(c)
1 [ŷ1:2n,k/k−1 − y−k ],

√
Rk]}, (12)

Syk
=

cholupdate{[Sy−
k
, ŷ1,k/k−1 − y−k ,W

(c)
0 ]}, (13)

Pxkyk
=

2n∑
i=0

W
(c)
i (χ̂i,k/k−1 − x̂k/k−1) ·

(ŷi,k/k−1 − y−k )T. (14)

7) 用Kalman方程进行状态更新:

x̂k/k = x̂k/k−1 + Kk/k[yk − y−k ], (15)

Kk/k = Pxkyk
P−1

yk
= (Pxkyk

/ST
yk

)/Syk
, (16)

Sk = cholupdate{Sk/k−1,Kk/kSyk
,−1}. (17)
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2.2 改改改进进进SRUKF算算算法法法设设设计计计与与与分分分析析析(Design and
analysis of modified SRUKF)

SRUKF滤波只存储和运算平方根数, 降低了计
算开销, 同时以平方根形式得到的协方差阵为非负
定,确保算法的稳定性. 但仍存在对模型参数变化的
鲁棒性差、对突变状态的跟踪能力低和收敛速度慢

等缺陷,为此,结合强跟踪滤波器,提出改进SRUKF
滤波算法. 首先给出SRUKF滤波成为强跟踪滤波器,
应满足的正交性条件[12]:

E(xk − x̂k/k)(xk − x̂k/k)T = min, (18)

E(γk+jγ
T
k ) = 0, (19)

式中: γk为残差序列,且γk = yk − y−k .
对于UKF,式(18)已满足. 下面推导满足式(19)时,

增益阵Kk/k的选取原则.

引引引理理理 1 令 ε(k) = xk − x̂k, x̂k为采用改进

SRUKF滤波得到的状态估计值. 若O[|ε(k)|2] <<

O[|ε(k)|]成立,则下式成立[12]:

E(γk+jγ
T
k ) ≈

H(x̂k+j/k+j−1)F (uk+j−1, x̂k+j−1/k+j−1)×
(I −Kk+j−1Hk+j−1)×
F (uk+j−2, x̂k+j−1/k+j−2)× · · · ×
(I −Kk+1Hk+1)F (uk, x̂k/k)×
(Pxkyk

−Kk/kCk), (20)

式中: Ck = E(γkγ
T
k ), H, F分别是f(k, xk, uk)和

h(k, xk, uk)关于xk的雅可比矩阵. 为简洁,记
Kk+j−1 = Kk+j−1/k+j−1.

证证证

E(γk+jγ
T
k ) =

E[(yk+j − y−k+j)γ
T
k ] ≈

E[H(x̂k+j/k+j−1)(xk+j − x̂k+j/k+j−1)γT
k ] ≈

E{[H(x̂k+j/k+j−1)(F (uk+j−1, x̂k+j−1/k+j−1)×
(xk+j−1 − x̂k+j−1/k+j−1) + wk+j−1)]γT

k }, (21)

以及
xk+j−1 − x̂k+j−1/k+j−1 =
xk+j−1 − x̂k+j−1/k+j−2 −Kk+j−1/k+j−1γk+j−1 =
(I −Kk+j−1Hk+j−1)(xk+j−1 − x̂k+j−1/k+j−2).

(22)

将式(22)代入式(21)得

E{[H(x̂k+j/k+j−1)(xk+j − x̂k+j/k+j−1)]γT
k } ≈

H(x̂k+j/k+j−1)F (uk+j−1, x̂k+j−1/k+j−1)×
(I −Kk+j−1Hk+j−1)×
F (uk+j−2, x̂k+j−1/k+j−2)× · · · ×
(I−Kk+1Hk+1)F (uk, x̂k/k)×E[(xk−x̂k/k)γT

k ],

(23)

E[(xk − x̂k/k)γT
k ] =

E[(xk − x̂k/k−1 −Kk/kγk)(yk − y−k )T] =

E[(xk − x̂k/k−1)(yk − y−k )T −Kk/kγkγ
T
k ] =

Pxkyk
−Kk/kCk. (24)

故引理1成立. 证明中考虑噪声与信号间的统计独立
且忽略3次误差及以上各项.为减弱老数据对当前滤
波值的影响,实现对突变状态的快速跟踪,引入时变
渐消因子λk来在线选择增益阵Kk/k,记为

Kk/k = Pxkyk
(λkPyk

)−1. (25)

其中λk =
{

λk, λk > 1,

1, λk 6 1.
由引理1可知, 当等式

Pxkyk
−Kk/kCk = 0成立时,即I − (λkPyk

)−1Ck =
0时式(19)可满足,从而求得

λkSyk
ST

yk
= Ck. (26)

对上式求迹,得

tr(λkSyk
ST

yk
) = trCk, (27)

为削弱λk的调节作用,避免过调节,使状态估计更平
滑,引入弱化因子β,式(27)化为

λk =
tr(Ck − βRk)

tr(Syk
ST

yk
)

, (28)

其中: Ck =





γ0γ
T
0 , k = 0,

ρCk−1 + γkγ
T
k

1 + ρ
, k > 1,

0 < ρ 6

0.95为遗忘因子, 一般取ρ = 0.95. 当模型较准确
时, λk = 1, 此时, 改进SRUKF滤波器退化为普通
SRUKF.

3 无无无轴轴轴承承承永永永磁磁磁同同同步步步电电电机机机数数数学学学模模模型型型(BPMSM
model)
无轴承永磁同步电机定子中嵌放有两套不同极

对数的绕组: 转矩绕组(极对数P1,电角频率ω1)和悬
浮绕组(极对数P2,电角频率ω2),当两套绕组极对数
满足P1 = P2,电角频率满足ω1 = ω2时,通过对两套
绕组的控制使电机转子同时具有旋转和自悬浮支撑

能力,从而实现电机定、转子间非接触、无润滑和无
机械摩擦旋转[13].

3.1 电电电机机机旋旋旋转转转部部部分分分模模模型型型(Rotor movement model)
无轴承永磁同步电机旋转部分采用转子磁场定

向控制,在α-β轴系下,无轴承永磁同步电机旋转部
分状态方程为




i̇α
i̇β
ω̇

θ̇


=




− R

Ld

iα+
Ψ

Ld

P1ω sin θ

− R

Lq

iβ− Ψ

Lq

P1ω cos θ

1
J

(Te − Fω − Tm)

P1ω




+




1
Ld

0

0
1
Ld

0 0
0 0




[
uα

uβ

]
,

(29)
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其中: iα, iβ, uα, uβ为α-β轴系下定子电流、定子电
压; Ld, Lq为等效两相定子绕组的d-q轴自感; F为转

子与负载的摩擦系数; Ψ为永磁磁极与定子绕组交

链的磁链; Te, Tm分别为电磁转矩和机械转矩; P1为

转矩绕组极对数; J为转子的转动惯量; θ为转子位

置角; ω为转子角速度.
输出测量方程为

y = [iα iβ ]T =
[
1 0 0 0
0 1 0 0

]



iα
iβ
ω

θ


 . (30)

将式(29)和式(30)离散化,设采样周期为T, k时刻,系
统状态变量为xk = [iα,k iβ,k ωk θk]T,控制变量为
uk = [uα,k uβ,k]T,输出变量为yk = [iα,k iβ,k]T,考
虑系统噪声影响,则无轴承永磁同步电机旋转部分
方程可表示为式(1)所描述的非线性系统.

3.2 电电电机机机径径径向向向悬悬悬浮浮浮力力力部部部分分分模模模型型型(Radial suspension
force model of the motor)
根据电磁场虚位移原理,在x, y方向的径向悬浮

力Fx, Fy分别为[
Fx

Fy

]
= M ′I

[− cos φ sinφ

sinφ cos φ

] [
ix
iy

]
, (31)

其中:

M ′=
µ0πnn1l

8
· r−(lp+lg)

(lp+lg)2
, I =

√
I2
p+I2

q ,

φ = ωt + θ1, θ1 = arctan(Iq/Ip),

式中: M ′为忽略电机磁饱和时转矩绕组与径向悬浮

力绕组的互感相对于径向位移x和y的导数; Ip为永

磁体等效电流分量幅值; Iq为电机等效转矩电流分

量幅值; n, n1分别为等效定子绕组和径向悬浮力绕

组的匝数; l为转子铁芯长度; r为定子内圆半径; lp为

永磁体厚度; lg为气隙厚度; lp + lg为定子内圆表面

与转子外表面的距离.

4 基基基于于于改改改进进进SRUKF滤滤滤波波波的的的无无无轴轴轴承承承永永永磁磁磁同同同步步步
电电电机机机无无无速速速度度度传传传感感感器器器运运运行行行仿仿仿真真真实实实验验验(Simula-
tion of speed sensorless control of BPMSM
based on modified SRUKF)
图1建立了基于改进SRUKF滤波的无轴承永磁

同步电机无速度传感器矢量控制系统原理图,采用
id = 0的磁场定向控制策略.图1中: θ1为负载角, θ2

为定子A相绕组中心线相对于 d轴的初始位置角.
V R−1, 2/3分别为d-q/αβ和α-β/abc转换, εω为给

定转速与估计转速误差, i1a, i1b, i1c为三相坐标

系下定子电流, uα, uβ, iα, iβ为α-β坐标系下定子电
压与定子电流, ix, iy为两相静止坐标系下悬浮力绕

组电流, i2a, i2b, i2c为三相坐标系下悬浮力绕组电流,
x, y为转子在x, y方向径向位移, CRPWM为电流调
节型逆变器.

图 1 基于改进SRUKF滤波的无轴承永磁同步电机矢量控制原理图
Fig. 1 Configuration of the vector control system based on modified SRUKF

仿真样机参数为:转矩绕组额定电压240 V,额
定电流4.87 A,最大电磁转矩13.44 N ·m,机电时间
常数0.21 s,额定负载转矩6.72 N ·m,转子质量m =
1kg, 转动惯量J = 5.6 × 10−4 kg ·m2, 极对数为
P1 = 4,定子电阻2.875Ω,定子直轴与交轴电感为
8.5 mH, 永磁体磁极与定子绕组交链的磁链为

0.175 Wb,悬浮力绕组极对数P2 = 3.

仿真中,采用固定字长,仿真模式为ode3,采样
时间间隔为1 × 10−5 s, 仿真时间为0.1 s. 系统初
始状态为 0, 误差协方差初始值为P0 = diag{0.1,

0.1, 200, 10}, 过程噪声协方差阵初始值为Qk =
diag{10−6, 10−6, 10−2, 10−5}, 测量噪声协方差阵
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初始值为Rk = diag{0.1, 0.1}, 弱化因子β =
diag{4.6, 4.6}. 考虑转子偏心影响和转子重力作
用, 设静止时初始气隙偏心为∆x = −0.15mm,

∆y = −0.25mm, θ1 = θ2 = 0.

图2到图7为不同转速下无速度传感器运行曲
线. 其中: 图 2、图 4和图 6分别表示电机转速为
1000 rad/s、从800 rad/s突变至100 rad/s再突变至
700 rad/s及负载扰动时转速变化曲线; 图3、图5
和图7为其对应的转子角度估计误差曲线.从图中
可以看出,在转速突变及负载扰动状态下,基于改
进SRUKF滤波的无传感器运行较UKF方法响应更
快,跟踪更准,误差更小,鲁棒性更强.

图 2 ω = 1000 rad/s时转子速度估计曲线

Fig. 2 Speed estimation of ω = 1000 rad/s

图 3 ω = 1000 rad/s时转子角度估计误差曲线

Fig. 3 Space position estimation error of ω = 1000 rad/s

图 4 转速突变时转子速度估计曲线
Fig. 4 Speed estimation of speed step response

图 5 转速突变时转子角度估计误差曲线
Fig. 5 Space position estimation error of speed step response

图 6 负载扰动时转子速度估计曲线
Fig. 6 Speed estimation of load disturbance

图 7 负载扰动时转子角度估计误差曲线
Fig. 7 Space position estimation error of load disturbance

图8为转速从800 rad/s突变到100 rad/s时转子
径向位移曲线,转子经调节后实现稳定悬浮.

图 8 转速突变时转子径向位移曲线
Fig. 8 Rotor radial displacement of speed step response
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仿真中, 系统起动并达到稳态. 经数学分析可
得,电机稳态运行时,两种算法的转速估计性能相
差无几;转速突变或负载扰动时,改进SRUKF算法
估计的转速误差较UKF减小了约98.87%, 转子角
度误差较UKF减小了约11.64%. 与UKF相比,改进
SRUKF算法复杂度主要增加在残差序列计算及渐
消因子的选取上. 图9是系统转速从200 rad/s突变
到1000 rad/s再调至500 rad/s时,系统渐消因子自
动修正曲线. 转速突变时, 渐消因子自适应取值,
修正滤波增益及误差协方差平方根矩阵, 从而保
证对目标状态估计更精准.在恒定转速时,渐消因
子取值为1,系统退化为普通SRUKF.

图 9 转速突变时渐消因子取值曲线
Fig. 9 Fading factors of speed step response

5 结结结论论论(Conclusion)
本文提出一种改进 SRUKF 滤波, 推导给出

SRUKF滤波满足强跟踪时互协方差阵满足的条件
及时变渐消因子的取值公式, 通过在线自适应调
整增益矩阵和误差协方差平方根矩阵, 实现对目
标状态的准确跟踪. 并将该算法在无轴承永磁同
步电机无速度传感器矢量控制系统中上进行仿真

研究.仿真结果表明,在低速、高速、转速突变、负
载扰动等各种不同运行状况下, 改进SRUKF滤波
能够有效地实现对无轴承永磁同步电机转子转速

及角度的准确估计,确保转子稳定悬浮运行. 如何
将该算法在DSP硬件上进行实现将是下一步研究
的问题.
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