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摘要:利用确定学习,提出了移动机器人的学习控制策略.在闭环控制过程中,该控制器可以学习到未知控制系
统的动态,并将学到的动态作为经验知识以常值网络权值的形式储存. 在下次重复相同的控制任务时,控制器可以
调用以往所学到的动态知识用于控制并获得更好的控制性能.该策略避免了耗时的神经网络重新训练过程,使得移
动机器人具有真正意义上的从经历中获取知识,存储知识,并将学到的知识再利用的智能控制能力.
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Deterministic learning and control of mobile robots
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Abstract: By making use of the recent result of deterministic learning theory, we present a learning control scheme for
mobile robots. In the process of closed-loop control, the unknown system dynamics is learned and memorized as experience
knowledge in the format of constant neural weights. When repeating the same control tasks, the controller may invoke the
previously learned knowledge in the new control process to achieve a better performance. With this scheme, the mobile
robots can learn and memorize the knowledge of dynamics as experience for later use, exonerating from the repetitive
training phase.

Key words: mobile robots; deterministic learning; radial basis function (RBF) neural-network; learning control

1 引引引言言言(Introduction)
移动机器人有着广泛的应用, 作为具有不确定

性和非完整约束的多输入多输出系统,对其跟踪控
制问题的研究也吸引了很多人的关注,人们利用各
类控制方法对其进行了研究,如反步法[1−3]、滑模控

制[4−5]、智能控制[6−8], 等. 作为智能控制的神经网
络具有通用的逼近能力,很多人对于参数未知并且
存在动态不确定性的移动机器人控制问题进行了

基于神经网路的研究,如文献 [6]中作者针对移动机
器人的运动学和动力学特性,以及存在的高度非线
性、不确定性和外部干扰, 提出了一种基于神经网
络的鲁棒控制方法,该控制策略能够对系统中的未
知不确定性和干扰进行补偿.文献 [8]中作者利用反
步法提出了神经网络计算力矩控制器与运动学控制

器结合的控制结构,使得机器人能实现3种导航控制
目标.但是在这些方法中,神经网络只是单纯地作为
一个逼近工具而已, 每次即便重复相同的控制任务
都要进行神经网络的重新训练,对于系统未知动态
的学习问题尚未研究.

从稳定的自适应控制过程中学习系统动态知识

包含着神经网络估计权值是否收敛到理想值或者最

优值的问题, 而这需要满足持续激励(PE)条件才能
实现. 但通常情况下要满足PE条件是相当困难的事
情.确定学习文献 [9]对这一问题提供了简单而有效
的解决措施,即通过合理设计的神经网络控制器,在
跟踪周期轨迹的过程中,可以保证满足部分PE条件,
从而分析得到神经网络权值的部分收敛, 最终未知
系统动态可以由一个常值神经网络来准确逼近[10].

利用确定学习,本文提出的控制策略可以在跟踪
周期参考轨迹控制过程中使得神经网络学习到移动

机器人未知的系统动态, 并以常值网络权值的形式
存储, 在下次重复相同的任务时即可调用学习到的
系统动态用于控制,获得更好的控制性能,同时避免
了耗时的网络重新训练过程, 使得移动机器人具有
根据经验学习系统动态知识, 并且将学到的知识再
利用的能力.

2 模模模型型型(Model)
典型的移动机器人如图1所示, 它有3个自由度,
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用下面的位姿向量描述: q = [x y θ]T, xc, yc表

示机器人中心点P在笛卡尔坐标系中的坐标, x, y为

移动机器人自身坐标系, θ表示前进方向,其值域为
[−π, +π]. 可由如下具有非完整约束的广义力学系
统来描述[8].

图 1 移动机器人

Fig. 1 Mobile robot

动力学方程为

M(q)q̈ + C(q, q̇)q̇ + F (q̇) + G(q) + τd =

B(q)τ −AT(q)λ. (1)

参数如下:

M(q) =




m 0 0
0 m 0
0 0 I


 , C(q, q̇) =




0 0 0
0 0 0
0 0 0


 ,

B(q) =
1
r




cos θ cos θ

sin θ sin θ

R R


 , AT(q) =



−sin θ

cos θ

0


 ,

M(q)∈Rn×n为对称正定惯性矩阵, C(q, q̇)∈Rn×n

为哥氏力矩阵, G(q) ∈ Rn为重力矩阵,对于平面移
动机器人G(q) = 0, F (q̇) ∈ Rn为摩擦力, A(q) ∈
Rm×n为约束矩阵, γ ∈ Rm×1为约束力, τd为有界的

未知扰动, B(q) ∈ nn×r为输入变换矩阵, τ ∈ nn×r

为控制输入向量, m为移动机器人的质量; I为机器

人的瞬时转动惯量; r为轮子半径; 2R为机器人两驱

动轮之间的距离. 由于机器人只能在与驱动轮轴垂
直方向上移动而引入的非完整约束可用如下方程表

示: ẏcos θ − ẋsin θ = 0,即

A(q)q̇ = 0. (2)

通过引入适当向量可把式(1)(2)联系起来描述机器
人的运动状态. 选取一列满秩矩阵H(q)作为A(q)零
空间的一组基,即有: A(q)H(q) = 0,则笛卡尔坐标
系下的速度q̇可由下式描述:

q̇ = H(q)V (t). (3)

其中: V = [ν ω]T表示线速度和角速度组成的向量.

根据A(q)的表达式,可得到

H(q) =




cos θ 0
sin θ 0

0 1


 . (4)

对式(3)求导后代入式(1),等式两边同乘以HT,可以
得到

HTMHV̇ + HT(MḢ + CH)V +

HTF + HTG + HTτd = HTBτ. (5)

约束矩阵A(q)λ可被消掉.为了方便讨论,对上式做
一替换:

M̄(q)V̇ + C̄V + F̄ + Ḡ + τ̄d = τ̄ , (6)

其中:

M̄ = HTMH =

[
m 0
0 I

]
,

C̄ = HT(MḢ + CH) = 0,

F̄ = HTF, Ḡ = HTG,

τ̄d = HTτd, τ̄ = HTBτ.

3 确确确定定定学学学习习习和和和问问问题题题描描描述述述(Deterministic learn-
ing and problem formulation)

3.1 确确确定定定学学学习习习要要要素素素[9](Elements of deterministic
learning)

1) 径向基函数(RBF)网络.

RBF网络具有线性参数化和局部学习的特点,即

h(X) = W ∗TS(X) + ε = W ∗T
ζ Sζ(X) + εζ . (7)

其中: W ∗和ε分别为理想权值和逼近误差, Sζ为S的

子向量, ζ表示网络输入X的局部区域, 并且‖ε‖,
‖εζ‖, ‖εζ − ε‖均为很小的值.

2) 部分持续激励(PE)条件.

反馈闭环控制系统中的PE条件通过如下几个步
骤得到满足:

第第第1步步步 使用自适应神经网络控制使得系统状

态跟踪给定周期参考轨迹φd,从而使得网络输入亦
成周期信号φζ ;

第第第2步步步 根据跟踪收敛和局部RBF网络的特性,
确定学习证明了沿着周期轨迹φζ的局部区域,径向
基函数向量S(X)满足部分PE条件,即Sζ(X)满足PE
条件.

3) 对控制系统动态的局部准确学习.

由于部分持续激励条件的满足, 可得到网络权
值Wζ收敛到理想值W ∗

ζ的小领域内,选择

W̄ = mean
t∈[ta,tb]

Ŵ (t), (8)

其中: [ta, tb]表示收敛后的一个时间段. 从而, 沿着
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周期轨迹φζ ,对系统动态的局部逼近可由下式获得:

h(X) = W ∗T
ζ Sζ(X) + εζ =

ŴTS(X) + ε1 = W̄TS(X) + ε2. (9)

3.2 问问问题题题描描描述述述(Problem formulation)
对于给定参考轨迹qr(t) = [xr(t) yr(t) θr(t)]T及

参考速度Vr = [νr ωr]T, 对系统(6)设计控制器τ̄使

得

lim
t→∞

[q(t)− qr(t)] = 0, lim
t→∞

[V (t)− Vr(t)] = 0,

并且在控制过程中使得控制器能学到系统动态,以
网络常值的形式存储,并且可以重新使用.

在分析对控制系统动态的学习之前先做如下一

个假设:

假假假设设设 1 摩擦力项F (q̇)为连续函数, 从而可用
神经网络逼近:在学习阶段干扰项τ̄d为比较小的值.

4 对对对控控控制制制系系系统统统动动动态态态确确确定定定学学学习习习(Deterministic
learning of control system dynamics)
首先, 在移动机器人自身坐标系(Xc, Yc)内定义

位姿跟踪误差:

e=




e1

e2

e3


=




cos θ sin θ 0
−sin θ cos θ 0

0 0 1







xr−x

yr−y

θr−θ


 . (10)

对其求导有



ė1 = e2ω − ν + νrcos e3,

ė2 = −e1ω + νrsin e3,

ė3 = ωr − ω.

(11)

文献[3]给出了一个虚拟速度控制器:

Vc =

[
νrcos e3 + k1e1

ωr + k2νre2 + k3sin e3

]
, (12)

其中: k1, k2, k3为控制参数, 使得系统(11)中的状态
e1, e2, e3渐近收敛. 利用反步设计法,定义实际速度
与虚拟速度控制器的误差:

Z =

[
z1

z2

]
= Vc − V =

[
νc − ν

ωc − ω

]
. (13)

将虚拟量代入式(11),则有



ė1 = e2ω − k1e1 + z1,

ė2 = −e1ω + νrsin e3,

ė3 = −k2νre2 − k3sin e3 + z2.

(14)

考虑以下候选Lyapunov函数:

V1 =
1
2
e2
1 +

1
2
e2
2 +

1
k2

(1− cos e3), (15)

求导可得到

V̇1 =−k1e
2
1 − k3/k2sin e2

3 + z1e1 +

1/k2z2sin e3, (16)

其中的多出项z1e1 + 1/k2z2sin e3可在下一步设计

中抵消. 接着进行反步控制的第2步设计, 由式(6)
(13)得到

M̄Ż = M̄V̇c + F̄ + Ḡ + τ̄d − τ̄ . (17)

考虑候选Lyapunov函数:

V2 = V1 + 1/2ZTM̄Z,

易求得理想的控制输入:

τ̄ ∗ = cZ +

[
e1

sin e3/k2

]
+ M̄V̇c +

C̄ + F̄ + Ḡ + τ̄d. (18)

由于控制系统动态

h(X) =

[
h1(X)
h2(X)

]
= M̄V̇c + C̄ + F̄ + Ḡ (19)

未知,因此用一个神经网络来逼近,即

h(X) = W ∗TS(X) + ε. (20)

对于给定的系统(6),实际的控制输入如下:

τ̄ = cZ +

[
e1

sin e3/k2

]
+ ŴTS(X) + τn, (21)

其中: Ŵ为W ∗的估计值,选取自适应率
˙̂

W = ΓS(X)ZT, (22)

τn = [τn1 τn2]T为滑模项,为了防止高频振颤,对滑
模项引入如下边界层控制[4]:

τni(zi) =





γsgn zi, 如果 zi > ηi,

γ
zi

ηi

, 如果 zi 6 ηi.
(23)

其中: i = 1, 2. ηi为边界层阈值,通常为很小的正实
数,一般地, ηi ¿ γ. 选取Lyapunov函数:

V3 = V2 +
1
2
tr(W̃TΓ−1W̃ ),

其中W̃ = Ŵ −W ∗. 求导可得

V̇3 =

−k1e
2
1 − k3/k2sin e2

3 − cZTZ + ZT(ε +

τ̄d − γsgn Z) 6 −cZTZ 6 0, (24)

其中γ > ‖ε + τ̄d‖. 根据不变集定理易知Z渐近收敛

到零, 由于边界层的存在, 则收敛到零的小领域内,
从而实际速度控制收敛到理想虚拟速度控制器的边

界层内.至此完成了控制器设计和稳定性分析.

令E = [e4 e5]T = M̄Z, 将控制器(21)代入
式(17)得到

Ė = −cM̄−1E −
[

e1

sin e3/k2

]
− W̃T

ζ Sζ(X)−
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W̃T
ζ̄ Sζ̄(X) + ε + τ̄d − γsgn Z =

−cM̄−1E −
[

e1

sin e3/k2

]
− W̃T

ζ Sζ(X) +

εζ + τ̄d − γsgn Z. (25)

其中: W̃TS(X) = W̃T
ζ Sζ(X) + W̃T

ζ̄
Sζ̄(X), εζ =

ε − W̃T
ζ̄

Sζ̄(X), Sζ(X)是S(X)的子向量, W̃ζ是相

应的权值子向量, ζ̄表示远离网络周期输入轨迹的

区域. 根据RBF网络的局部特性可知, W̃T
ζ̄

Sζ̄(X)为
很小的值, 从而εζ亦很小. 令Wζ = [W1ζ W2ζ ], 将
式(22)(25)写成如下带干扰项的线性时变系统:




ė4

ė5

˙̃W1ζ

˙̃W2ζ




=

[
A BT

C 0

]



e4

e5

W̃1ζ

W̃2ζ


 + d. (26)

其中:

A =

[
−c/m 0

0 1/I

]
, BT =

[
ST

ζ (X) 0
0 ST

ζ (X)

]
,

C =

[
ΓSζ(X)/m 0

0 ΓSζ(X)/I

]
,

d =




−e1 + εζ1 + τ̄d1 + γsgn z1

− sin e3/k2 + εζ2 + τ̄d2 + γsgn z2

0
0


 .

根据文献 [11]中定理1,可知对于式(16)的标称部分,
Sζ的持续激励条件可使网络权值指数收敛,对于带
干扰项d的情况,根据假设1和文献 [12]中的引理 4.6
可知当d为很小值时, 网络权值Wζ收敛到理想

值W ∗
ζ的小领域内, 从而根据确定学习, 系统动态

可用如下常值网络表示:

h(X) = W ∗T
ζ Sζ(X) + εζ =

ŴT
ζ Sζ(X)− W̃T

ζ Sζ(X) + εζ =

ŴT
ζ Sζ(X) + ŴT

ζ̄ Sζ̄(X) + ε1 =

W̄T
ζ Sζ(X) + W̄T

ζ̄ Sζ̄(X) + ε2 =

W̄TS(X) + ε2, (27)

其中‖ε1 − εζ‖ , ‖ε2 − εζ‖均是很小的值. 在下次重
复相同的控制任务时,控制器即可根据以往的学习
经验调用所学知识,轻松实现控制,并且由于少了重
新学习的过程可以获得更好的控制性能.学习控制
所用控制器如下:

τ̄ = cZ +

[
e1

sin e3/k2

]
+ W̄TS(X) + τn. (28)

稳定性证明类似于上文的分析,为了简洁此处省略.

5 仿仿仿真真真研研研究究究(Simulation study)
为了验证所提学习控制的有效性,笔者进行了仿

真研究,参考轨迹和参考速度分别为



xr(t) = cos t,

yr(t) = 0.6sin t,

θr(t) = tan−1(ẏr/ẋr),





νr(t) =
√

ẋ2
r + ẏ2

r ,

ωr(t) =
ÿrẋr − ẍrẏr

ẋ2
r + ẏ2

r

.

所选参数如下:

m = 10 kg, I = 5 kg ·m2, R = 0.15m,

r = 0.05m, k1 = 10, k2 = 5, k3 = 4, c = 10.

网络节点数N = 1680, 网络权值初值W1 =
zeros(N, 1), W2 = zeros(N, 1), 机器人中心点初值
x(0) = 1.2, y(0) = 0, θ(0) = 0, ν(0) = 0, ω(0) =
0. 网络输入X = [V̇ T

c ν ω θ]T,中心点均匀分布
在如下网格上: [– 0.6; 0.4; 0.6], [– 1.5; 0.75; 1.5], [0.4;
0.4; 1.2], [0.4; 0.5; 1.9], [– 1.8; 0.6; 1.8]. 在学习阶段
假设干扰为τ̄d = 0.1 ∗ [sin t cos t], γ = 0.3; 学到
的知识再利用阶段τ̄d = 1 ∗ [sin t cos t], γ = 1.5.
重力矩阵G = 0,摩擦力项为

F̄ =

{
0.06m(ν2 + 2ω2)|θ|,
0.06m(2ν2 + ω2)|θ|. (29)

仿真结果如图2−10所示,图2闭环控制轨迹收敛
到参考轨迹的小邻域里,图3的学习控制速度跟踪轨
迹几乎跟踪参考轨迹. 比较图2和图3,在闭环控制速
度跟踪误差方面, 利用学习控制的图3明显比图2收
敛的更快, 在最开始的时候就能很好的跟踪参考轨
迹. 神经网络权值收敛情况如图4所示. 从图中可以
看出,神经网络权值保持有界且部分权值收敛到最
优值.从图5和图6可以看出,学习控制的位姿误差明
显比闭环控制的时候要小, 并且在前期误差就能很
快收敛到零. 图7和图8表明了系统的动力学学习效
果,图9表明系统的动力学学习误差收敛到一个小邻
域内,图10则可以看出使用学习控制能够很好的跟
踪参考轨迹. 所以利用学到的动态知识重新用于控
制可获得明显的性能改善.

图 2 闭环控制速度跟踪误差

Fig. 2 Tracking error by using close-loop control
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图 3 使用学习控制的跟踪误差
Fig. 3 Tracking error by using learning control

图 4 网络权值W1的部分收敛

Fig. 4 Partial converge of network weights of W1

图 5 闭环控制的位姿误差
Fig. 5 Position error by using close-loop control

图 6 使用学习控制的位姿误差
Fig. 6 Position error by using learning control

图 7 动力学h1(X)学习效果

Fig. 7 Learning effect of dynamics of h1(X)

图 8 动力学h2(X)学习效果

Fig. 8 Learning effect of dynamics of h2(X)

图 9 系统动态学习误差

Fig. 9 Dynamic learning errors of the system

图 10 确定学习控制跟踪效果

Fig. 10 Tracking effect of deterministic learning control

6 结结结论论论(Conclusion)
确定学习运用自适应控制和非线性动力学系统

的概念与方法,研究未知动态环境下的知识获取(建
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模)、表达和再利用(识别、控制)等问题.本文利用确
定学习的成果,设计的控制器在稳定的动态控制过
程中可准确学习到移动机器人的未知系统动态并可

以存储再利用, 而且使用学习控制避免了网络的重
新训练过程, 通过仿真图比较可以知道确定学习控
制获得了更好的控制性能.
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