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摘要:研究了非线性、时变时滞的FAST TCP系统的全局稳定性. 首先,利用其时滞变化与源端发送窗口变化成
比例关系和其非线性函数是严格单调递减函数这两个特性,计算每个振荡周期的解轨迹界,建立了解轨迹界的迭代
关系,得到了和已有结论相同的全局稳定性条件.然后,改进了计算每个振荡周期解轨迹界方法,得到了比已有结论
更低保守的全局稳定性条件.最后,通过NS-2仿真实例验证了改进的全局稳定性条件的有效性.
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Less conservative global stability for nonlinear FAST TCP system with
time-varying time-delay
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Abstract: In this paper, the global stability of nonlinear FAST TCP system with time-varying time-delay is studied.
Firstly, by capturing the characters that the time-delay variation is proportional to the TCP source’s sending window vari-
ation and the nonlinear function is strictly monotone decreasing, the trajectory bounds of the FAST TCP system in each
oscillating period are calculated and the iterative formulas of the trajectory bounds are acquired, then the same global
stability condition as the existing conclusions is obtained. Secondly, the calculation method for the trajectory bounds is im-
proved and the less conservative global stability condition of the FAST TCP system in contrast to the existing conclusions
is acquired. Finally, the NS-2 simulation results validate the effectiveness of this improved global stability condition.
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1 引引引言言言(Introduction)
FAST TCP (Fast Active queue management Sca-

lable Transmission Control Protocol,简称FAST)[1, 2]是

针对下一代高速网络提出的一种新型传输控制协

议. 在高速网络环境中, 与基于分组丢失作为拥塞
反馈信号的其他改进TCP协议相比, FAST协议采用
排队延时信息计算FAST连接留在链路缓冲区的分
组个数，以期望留在链路缓冲区分组的个数为平衡

点，根据实际留在链路缓冲区的分组个数距离平衡

点位置的远近，非线性地调整发送窗口大小变化的

快慢，不需要网络层中间节点参予,主动控制留在
链路缓冲区队列长度，从而主动避免了缓冲区队列

溢出和拥塞现象的出现, 取得了更好的稳定性和更
充分的链路使用效率[1], 但其存在如何选择合适的

协议参数,使FAST系统表现出良好的稳定性这个公
开问题[1∼3].

FAST系统本质上是时变时滞、非线性的复杂
系统. 文献 [4∼7]用平均的往返延时近似FAST系
统时变时滞, 并将FAST系统在平衡点线性化, 应
用pade近似式替换该时滞系统特征方程的指数项,
然后分别采用郝尔维兹稳定判据和乃奎斯特稳定性

判据研究了其局部稳定性. 文献 [8∼10]研究了单源
单链路FAST系统的全局稳定性.文献[8]用最大的往
返延时近似FAST系统时变时滞项, 应用Lyapunov-
Krasovskii稳定性定理分析了其全局稳定性. 文
献 [9]应用Lyapunov-Razumikhin稳定性定理分析了
其全局稳定性, 但在该文献的主要定理数学推导
过程中忽略了其时变时滞的特征, 用常数的时滞
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项替换了其时变时滞项. 文献 [10]采用Lyapunov-
Razumikhin 稳定性定理和LMI 方法, 考虑了其时
变时滞的特征, 修改了上述定理推导过程中出现的
数学错误,降低了文献[9]中FAST系统全局稳定性条
件的保守性.

文献[11]采用解轨迹界方法分析了文献[12]提出
的网络拥塞控制时滞模型的全局稳定性, 但在分析
过程中没有考虑其时滞的时变特性, 用平均的往返
延时近似其时变时滞.

本文在文献 [8∼10]给出的非线性、时变时
滞FAST系统的基础上, 充分利用其非线性函数是
严格单调递减函数, 其时滞变化与源端发送窗口变
化成比例关系,分析了该系统解轨迹界[11]的变化规

律,获得了比文献 [10]更低保守的FAST系统全局稳
定性条件.

2 FAST系系系统统统描描描述述述和和和预预预备备备知知知识识识( FAST system
formulation and preliminaries)

2.1 非非非线线线性性性时时时变变变时时时滞滞滞FAST系系系统统统(Nonlinear FAST
system with time-varying time-delay)
考虑如下的单源单链路非线性、时变时滞

的FAST拥塞控制系统[8∼10]:

ẇ(t) =
γ

T
(α− w(t)

d+ q(t)
q(t)) (1)

w(t−R(t))

d+ q(t)
= c (2)

其中γ为源端控制律增益参数；T为源端窗口

更新周期(s)；α为源端协议参数(packets)；c为链

路带宽(packets/s) ；d为传播延时(s)；w(t)为源端

在t时刻发送窗口(packets)；q(t)为源端在t时刻估

计的排队延时(s)；R(t)为源端在t时刻估计的往

返延时(s), 其中R(t) = d + q(t), 由式(2)得R(t) =

w(t − R(t))/c,表明其时滞R(t)的变化与源端发送

窗口变化成比例关系[8∼10].

由文献 [8∼10]知,当FAST系统处于拥塞状态时,
有q(t) > 0和w(t) > cd.

由式(2)得: q(t) = w(t−R(t))

c
− d.

将上式代入式(1)得非线性、时变时滞FAST拥
塞控制系统:

ẇ(t) = f(w(t), w(t−R(t)))

= r(α− w(t)(1− cd

w(t−R(t))
)) (3)

w(t) = ϕ0 > cd, t ∈ (−max(R(t)), 0]

其中r = γ/T , ϕ0为初始条件
[13].由文献[1,8∼10]知,

系统(3)存在唯一平衡点w0,且w0 = cd+ α.

2.2 预预预备备备知知知识识识(Preliminaries)
FAST系统的全局稳定性和式(3)右边的非线性

函数f(w(t), w(t− R(t)))的性质、时滞R(t)的变化

规律有关. 因此,先给出如下有关该非线性函数和时
滞变化性质的引理.

引引引理理理 1 (a)若w(t) = w0和w(t − R(t)) = w0,
则f(w(t), w(t−R(t))) = 0.

(b) ḟw(t)(w(t), w(t−R(t)))< 0, ḟw(t−R(t))(w(t),

w(t − R(t)))< 0, 即非线性函数f(w(t), w(t −
R(t)))为严格单调递减函数.

(c) 若w(t) ≥ w0且w(t − R(t)) > w0或w(t) >

w0且w(t − R(t)) ≥ w0, 则f(w(t), w(t − R(t))) <

0. 若w(t) ≤ w0且w(t − R(t)) < w0或w(t) <

w0且w(t−R(t)) ≤ w0,则f(w(t), w(t−R(t))) > 0.

证明:

(a)将w(t) = w0, w(t−R(t)) = w0代入式(3)得:

f(w(t), w(t−R(t))) = r(α− w0(1−
cd

w0

))

= r(α− w0 + cd) = 0

(b) 当FAST系 统 处 于 拥 塞 状 态 时, 总
有w(t) > cd [8∼10], 对f(w(t), w(t − R(t)))求

偏导得: ḟw(t)(w(t), w(t − R(t))) = −r(1 −
cd

w(t−R(t))
), 由各参数物理意义知, 其取值均大

于0，因此得ḟw(t)(w(t), w(t − R(t))) < 0. 同理
得ḟw(t−R(t))(w(t), w(t − R(t))) = − rcdw(t)

w2(t−R(t))
< 0.

该函数为严格单调递减函数.由(a)、(b)可推出(c)成
立. 证毕.

引引引理理理 2 [8]: FAST系统(3)的解w(t)有界, 往返延
时R(t)有界.

下面利用时滞R(t)的变化与源端窗口变化成比

例关系给出t−R(t)与t的关系.

引引引理理理 3 (a)给定时间变量τ1, τ2, τ3, 若τ1 <

τ2和τ1 < τ3, 且τ2 − R(τ2) = τ3 − R(τ3) = τ1,
则τ2 = τ3.

(b)给定时间变量τ1, τ2, 若τ1 < τ2, 则有: τ1 −
R(τ1) < τ2 −R(τ2).

证明: (a): 由式(2)知: R(τ2) = w(τ2 −
R(τ2))/c,R(τ3) = w(τ3 −R(τ3))/c,

因此有: R(τ2) = R(τ3) = w(τ1)/c, 所以
有τ2 = τ3.

(b): 反证法, 假设τ2 − R(τ2) ≤ τ1 − R(τ1),
由(a)知, τ1 − R(τ1) = τ2 − R(τ2)不成立, 因此
有τ2−R(τ2) < τ1−R(τ1).由引理2知, R(t)有界.故
一定存在一个τ3, s.t. τ1−R(τ1) < τ2 < τ3−R(τ3) <

τ3.
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由式(2)知, t− R(t)是连续函数,因此当t从τ2 →
τ3时, t−R(t)则从(τ2 −R(τ2)) → (τ3 −R(τ3)). 由
于τ2−R(τ2) < τ1−R(τ1) < τ3−R(τ3),因此一定存
在一个τ4 ∈ (τ2, τ3), s.t. (τ1−R(τ1)) = (τ4−R(τ4)).
由(a)得: τ1 = τ4,这与τ1 < τ2 < τ4矛盾,因此(b)成
立. 证毕.

2.3 轨轨轨迹迹迹特特特征征征(Trajectory characteristic)
根据引理1中非线性函数的性质、引理2和引

理3的结论,可估计出系统(3)的解轨迹的变化特征:

定定定 理理理 1 (a)若 存 在t = t0, 有w(t0) =

w0, ẇ(t0) > 0, 则一定存在t = t2 > t0, 有w(t2) =

w0, ẇ(t2) ≤ 0.

(b)若存在t = t0,有w(t0) = w0, ẇ(t0) < 0,则一
定存在t = t2 > t0,有w(t2) = w0, ẇ(t2) ≥ 0.

证明: (a)

( )w t

t

0w 0t

0

2t

1t

图 1 系统(3)的部分解轨迹

Fig. 1 Part trajectories of system (3)

如图1所示, 假设系统(3)的解轨迹w(t)在t0时刻

有w(t0) = w0, ẇ(t0) > 0, 即由下至上穿越平衡
点w0.

由式(1)和R(t) = w(t − R(t))/c 知, w(t), R(t)

和时间变量t 是连续函数变化的, 故存在t1 =

t0 + R(t1), s.t. R(t1) = w(t1 − R(t1))/c = w(t0 +

R(t1)−R(t1))/c = w(t0)/c = w0/c.

1)若t ∈ (t0, t1], 存在w(t) < w0情况, 由于该
解轨迹是连续的, 则一定存在t = t2 ∈ (t0, t1],
有w(t2) = w0, ẇ(t2) ≤ 0,结论（a）成立.

下面考虑若t ∈ (t0, t1], 不存在w(t) < w0情况,
即对t ∈ (t0, t1],有w(t) ≥ w0.

2)若w(t1) = w0, 且对t ∈ (t0, t1],有w(t) = w0,
则由引理3(b)知,对t ≥ t1, w(t) = w(t−R(t)) = w0.
因此,由引理1(a)知,对t ≥ t1,有ẇ(t) = 0,系统收敛
到平衡点.

3)若w(t1) = w0, 且对t ∈ (t0, t1), 存在w(t) >

w0的情况,则由引理3(b)知, 对t ≥ t1, 存在w(t −
R(t)) > w0和w(t) = w0的情况. 因此, 由引
理1(c)知, 对t ≥ t1, 存在w(t) = w0, ẇ(t) ≤ 0情

况,解轨迹会向下穿越平衡点,结论（a）成立.

4).若w(t1) > w0,且对t ∈ (t0, t1),有w(t) ≥ w0,
由引理1(c)知ẇ(t1) < 0.

若该解轨迹不下穿该平衡点, 则对于t > t1,
有w(t) > w0. 则由引理3(b)知, t − R(t) > t1 −
R(t1) = t0,因此有w(t−R(t)) ≥ w0. 由引理1(c)知,
对于t > t1, ẇ(t) < 0. 由引理2知,系统(3)的解有界,
则该解轨迹不可能总是出现在w(t) > w0的区域.一
定存在t = t2 > t0,有w(t) = w0. 由本定理证明过
程2)、3)知结论(a)成立. 同理, 可证明结论(b)成立.
证毕.

由定理1可估计系统(3)解w(t)轨迹如图2所示.
因此，将图2中轨迹每一次上下穿越平衡点定义
为一个振荡周期，通过研究其每个振荡周期轨迹

界、及前后周期轨迹界的关系来研究系统(3)的稳
定性。

2.4 振振振荡荡荡周周周期期期轨轨轨迹迹迹界界界(Trajectory bounds of oscil-
lating period)
根据图2，定义第i个振荡周期区间: Ii =

I i ∪ I i, 其中I0 = I0 = [−max(R(t)), t1),
Īi = {t|w(t) ≥ w0, t ∈ [tki

, tki+1)}, I i ={
t|w(t) ≤ w0, t ∈ [tki+1, tki+1

)
}

, ki = 2i − 1,
i = 1, 2, . . ..

( )w t

t
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图 2 系统(3)的解轨迹

Fig. 2 Trajectories of system (3)

对每个振荡周期i,存在:

w(tki
) = w(tki+1) = w0,

ẇ(tki
) > 0, ẇ(tki+1) < 0 (4)

定义每个振荡周期i轨迹上、下界:

w̄i ∈ W̄i = {w|w ≥ max
t∈Īi

(w(t))},

wi ∈W i = {w|cd ≤ w ≤ min
t∈Ii

(w(t))} (5)

由文献 [8∼10]知, 当系统处于拥塞状态时, 总
有w(t) > cd,因此有w0 = cd.

对每个振荡周期i,定义如下区间:

Ī+i =
{
t|ẇ(t) > 0, t ∈ Īi

}
I−i = {t|ẇ(t) < 0, t ∈ I i} (6)
⌢

I i = [tki
, tki

+ t′),
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I
⌣i= [tki+1, tki+1 + t′) 其中t′ = w0/c (7)

由式(3)得: w(t) = w(tki
) +

∫ t

tki

ẇ(t)dt, t ∈ Īi

由上式和式(6)知要求其上界,只需对ẇ(t) > 0的

区间求积分即可.因此有: w(t) ≤ w0 +
∫
Ī+
i
ẇ(t)dt,

t ∈ Īi. 由于函数f(w(t), w(t− R(t)))是严格单调递

减函数. 为了求出上界，可用最小值min
t∈Īi

(w(t)) =

w0替换整个积分区间上w(t)得:

w(t) ≤ w0 +

∫
Ī+
i

rcd

(
w0

w(t−R(t))
− 1

)
dt, t ∈ Īi

(8)

同理得:

w(t) ≥ w0 +

∫
I−
i

rcd

(
w0

w(t−R(t))
− 1

)
dt, t ∈ I i

(9)

由式(8)和式(9)知, 如果能够准确界定时滞
项w(t − R(t))的界和相应的积分区间Ī+i , I

−
i 长度,

可依次计算每个振荡周期的界. 而要界定时滞
项w(t − R(t))的界, 则需要研究t − R(t)与相应的

积分区间Ī+i , I
−
i 的变化关系,界定出t − R(t)的取值

范围.

下面定理给出了t − R(t)与相应的积分区

间Ī+i 、I−i 、
⌢

I i和 I
⌣i
的变化关系, 界定出t − R(t) 的

取值范围和相应积分区间的长度:

定定定理理理 2 对每个周期i,有:

(a)若t ∈ Ī+i ,则t−R(t) ∈ I i−1;

(b)若t ∈ I−i ,则t−R(t) ∈ Īi;

(c) Ī+i ⊆
⌢

I i, I
−
i ⊆ I

⌣i;

(d) 若t ∈ Īi, 则t − R(t) ∈ I i−1 ∪ Īi; 若t ∈ I i,
则t−R(t) ∈ Ii;

(e) 若t ∈
⌢

I i, 则t − R(t) ∈ I i−1; 若t ∈ I
⌣i,

则t−R(t) ∈ Īi.

证明: (a)、(b)采用归纳法:

当i为1时, 若t ∈ Ī+1 , 由式(6)知w(t) > w0, 由
引理1(c)知, 此时要保证ẇ(t) > 0, 则要求w(t −
R(t)) < w0,因此有t−R(t) ∈ I0.

同理,若t ∈ I−1 ,则必有w(t − R(t)) > w0,因此
有t−R(t) ∈ Ī1,结论成立.

假设i− 1(i > 1)时成立,即:

若t ∈ Ī+i−1,则t−R(t) ∈ I i−2；

若t ∈ I−i−1,则t−R(t) ∈ Īi−1,即t−R(t) > tki−1
.

由式(4)知, 此时w(t − R(t)) ≥ w0, 由式(2)
得R(t) = w(t−R(t))/c ≥ w0/c, t ∈ I−i−1.

因此有:

tki
− tki−1

> t− tki−1
> R(t) ≥ w0/c (10)

现证明i(i > 2)时成立.

先证(a),若t ∈ Ī+i ,则t−R(t) ∈ I i−1成立.

由式(6)知,当t ∈ Ī+i 有ẇ(t) > 0和w(t) ≥ w0. 由
引理1(c)知,要保证ẇ(t) > 0,则要求w(t − R(t)) <

w0.

反证法,假设t−R(t) ∈ I i−1不成立.

则可向前取一个s.t. w(t−R(t)) < w0的区间:

即假设t−R(t) ∈ I i−2成立,则有w(t−R(t)) <

w0, 其中t ∈ Ī+i . 由式(2)知, 当t − R(t) ∈ I i−2,
有R(t) = w(t − R(t))/c < w0/c. 由于t ∈ Ī+i ,
t − R(t) ∈ I i−2, 则有t > tki

, tki−1
> t − R(t),

因此有tki
− tki−1

< t − (t − R(t)) ≤ w0/c, 这与
式(10)tki

− tki−1
> w0/c矛盾.

同理可证再向前取一个s.t. w(t − R(t)) < w0的

区间也会与式(10)矛盾. 因此结论成立.

再证明(b): 若t ∈ I−i ,则t−R(t) ∈ Īi.

由式(6)知当t ∈ I−i 有ẇ(t) < 0和w(t) ≤ w0. 由
引理1(c)知,要保证ẇ(t) < 0,则要求w(t − R(t)) >

w0.

反证法,假设t−R(t) ∈ Īi不成立.

则向前取一个s.t. w(t−R(t)) > w0的区间,

即假设t − R(t) ∈ Īi−1, w(t − R(t)) > w0, 其
中t ∈ I−i
即存在:

τ2 ∈ I−i , τ2 −R(τ2) ∈ Īi−1 (11)

由本定理(a)得t ∈ Ī+i , 则t − R(t) ∈ I i−1知, 存
在:

τ1 ∈ Ī+i , τ1 −R(τ1) ∈ I i−1 (12)

由式(11)和式(12)可得存在τ1 < τ2, τ2−R(τ2) <

τ1 −R(τ1)情况,这与引理3(b)矛盾.

同理可证再向前取一个s.t. w(t−R(t)) > w0的

区间也会与引理3(b)矛盾. 因此结论(a)、(b)成立.

(c)先证Ī+i ⊆
⌢

I i

设Ĩi = [t̃ − R(t̃), t̃], 其中tki
= t̃ − R(t̃), 由

式(2)知R(t̃) = w(t̃ − R(t̃)) = w(tki
) = w0/c,因此

有t̃ = tki
+ w0/c,由式（7）得Ĩi =

⌢

I i. 若t̃ ≥ tki+1,

则可得:Ī+i ⊆ Īi ⊆ Ĩi =
⌢

I i. 若t̃ < tki+1, 由
式(4)和式(6)知w(t̃) > w0, w(t̃ − R(t̃)) = w0, 则
由引理1(c)知ẇ(t̃) < 0. 进一步,由引理3(b)知,对所
有t ∈ [t̃, tki+1), 均s.t. w(t) > w0和w(t − R(t)) ≥
w0, 由引理1(c)知, 对t ∈ [t̃, tki+1)有ẇ(t) < 0, 因此

有Ī+i ⊆ Ĩi =
⌢

I i. 同理可证I−i ⊆ I
⌣i.

(d) (e): 先证明若t ∈ I i,则t−R(t) ∈ Ii.

由(b)知,存在tk+1和tki+1−R(tki+1)∈ [tki
, tki+1),

则由引理3(b)知若t ∈ I i, 有t − R(t) ≥ tki+1 −
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R(tki+1) ≥ tki
,即若t ∈ I i, 有t − R(t) ∈ Ii. 同理

可证(d) (e)中其它结论.证毕.

利用定理2的结论和单调递减的非线性函数的性
质, 由式(8)、式(9)可计算出每个振荡周期i的解轨

迹上下界及前后周期的解轨迹界的迭代关系:

引引引理理理 4 对每个振荡周期i:

w̄i =w0 + rcd(
w0

wi−1

− 1) · w0

c
i = 1, 2, . . .(13)

wi =w0 + rcd(
w0

w̄i

− 1) · w0

c
i = 1, 2, . . . (14)

其中,对t ∈ I0,有w0 = cd.

证明: 由式(8)和定理2(c)得:

w(t) ≤ w0 +

∫
⌢
I i

rcd(
w0

w(t−R(t))
− 1)dt t ∈ Īi

(15)
由定理2(e)和式(5)可得:min

t∈
⌢
I i

w(t − R(t)) ≥
min(t−R(t))∈Ii−1

w(t−R(t)) = wi−1.

由式(7)得
⌢

I的区间长度为w0/c, 由式(15)和非
线性函数是严格单调递减函数, 将最小的下界
值wi−1替换了时滞项w(t − R(t))在整个积分区

间
⌢

I i内的轨迹得其上界w̄i:

w(t)≤w0 +

∫
⌢
I i

rcd(
w0

w(t−R(t))
− 1)dt

≤w0 + rcd(
w0

wi−1

− 1) · w0

c
t ∈ Īi

上式右边即如式(13)的w̄i, 同理可求出wi, 如
式(14). 证毕.

3 稳稳稳定定定性性性分分分析析析(Stability analysis)
由引理4的式(13)和式(14)的上下界的迭代关系

知,只要相关参数设置能够满足:

w1 > w0 (16)

则有: lim
i→∞

wi = w0, lim
i→∞

w̄i = w0
[11], 由式(5)

得 lim
t→∞

w(t) = w0.

将w0 = cd代入式(13)得:

w̄1 = w0 + rcd(
w0

w0

− 1) · w0

c
= w0(1+ rα/c) (17)

将式(17)代入式(14)得:

w1 = w0+ rcd(
w0

w̄1

− 1) · w0

c
= w0−

r2αdw0

c+ rα
(18)

将w0 = cd, w0 = cd+ α和式(18)代入式(16)得:

r(1− rd)α > c(r2d2 − 1)

由各协议参数物理意义知,其取值均大于0，因
此得：

若1− rd > 0则有: α > −c(rd+ 1)/r (19)

若1− rd < 0则有: α < −c(rd+ 1)/r (20)

由式(19)、式(20)和各参数的物理意义知, 若
取rd < 1, α > 0, 即γd/T < 1, 可设置α > 0, 则
由式(3)描述的FAST系统全局稳定.

上述稳定性结论和文献[10]采用Lyapunov-
Razumikhin定理证明的结论完全一致. 由引理4的
证明知, 在计算上界w̄i时, 都是用一个最小的下
界值wi−1替换了时滞项w(t − R(t))在整个积分区

间
⌢

I i内的轨迹,因此求出的上界具有较大的保守性.
如图3所示, 为了降低求上界的保守性, 将式(8)的
积分区间

⌢

I i拆分成n + 1个小区间, 每个小区间分
别用更准确的下界值替换, 从而求出更准确的上
界, 降低文献[10]的全局稳定性条件的保守性. 为了
和式(13)、式(14)的上、下界区标记分开, 定义如
下的上、下界变量: w̄′

i ∈ W̄i, w′
i ∈ W i. 积分区

间
⌢

I i与n+ 1个小区间的关系表示如下:
⌢

I i =
n∪

j=0

⌢

I i,j,

其 中
⌢

I i,0 = [tki
, tki

+ w0/c − n∆),
⌢

I i,j =

[tki
+ w0/c − j∆, tki

+ w0/c − (j − 1)∆), j =

1, 2, . . . , n,∆ = d/m.

上式中n,m为可选参数, n决定拆分区间数量,
m决定了拆分区间的长度∆ = d/m. 为了保证上

述拆分的第一个小区间
⌢

I i,0长度w0/c − n∆为正值,
n,m的选择需s.t. n∆ < w0/c,即nd/m < w0/c.

( )w t

t

0w i
k
t

1
i
k
t

0

i
I

1iI

0/ik
t w c

i
I

,0iI ,i nI ,1iI

1,i j
w

1i
w

图 3 积分区间的划分

Fig. 3 Subdivision of integral interval

为了获得每一个小区间所对应的时滞项w(t −
R(t))的下界,给出如下引理:

引引引理理理 5 (a)若t ∈
⌢

I i,j和j > 0, 则t − R(t) >

tki
− j∆;

(b)max
t∈Ii

(ẇ(t)) ≤ r(w0 − w′
i);

(c) min
t∈

⌢
I i,j

(w(t−R(t))) ≥ w0 − j∆r(w0 −w′
i−1).

证明: (a) 由定理2(e), 若t ∈
⌢

I i,j和j > 0,
则t−R(t) ∈ I i−1,由式(2)得R(t) = w(t−R(t))/c <

w0/c. 由
⌢

I i,j的定义知t−R(t) > tki
+w0/c− j∆−

R(t) > tki
− j∆.

(b)由定理2(d)得min
t∈Ii

(w(t − R(t))) = w′
i; 由
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式(6)得min
t∈Ii

(w(t)) = w′
i,由引理1(c)得：

ẇ(t) = r(α− w(t)(1− cd

w(t−R(t))
))

≤ r(α− w′
i(1−

cd

w′
i

))

= r(α− w′
i + cd) = r(w0 − w′

i), t ∈ I i

因此有: max
t∈Ii

(ẇ(t)) ≤ r(w0 − w′
i).

(c) 由式(2)知, 当t − R(t) = tki
, 有R(t) =

w0/c和t = tki
+ w0/c.

由本引理(a)知,当t ∈
⌢

I i,j和j > 0,有t− R(t) >

tki
− j∆.

由本引理(b)知,在间隔j∆内, w(t−R(t))增大不

会超过j∆r(w0 − w′
i−1),而w(tki

) = w0,

因此可得 min
t∈

⌢
I i,j

(w(t−R(t))) ≥ w0 − j∆r(w0 −

w′
i−1).

上式给出了每一个小区间
⌢

I i,j对应的时滞

项w(t−R(t))的下界.

根据上式定义

w′
i−1,j = max(w′

i−1, w0 − j∆r(w0 − w′
i−1)) (21)

在s.t. rd < m/n的情况下,可将上式简化为:

w′
i−1,j = w0 − j∆r(w0 − w′

i−1)

由式(8)和引理1(b)得:

w(t) ≤ w0 +

∫
⌢
I i,0

rcd(
w0

w′
i−1

− 1)dt

+
n∑

j=1

∫
⌢
I i,j

rcd(
w0

w′
i−1,j

− 1)dt (22)

由引理4的推导过程和上式可计算出每个周期更
准确的上下界:

引引引理理理 6

w̄′
i = w0 + rcd(

w0

w′
i−1

− 1)(w0/c− n∆)

+
n∑

j=1

rcd(
w0

w′
i−1,j

− 1)∆ (23)

其中w′
i−1,j = max(w′

i−1, w0 − j∆r(w0 −
w′

i−1)), j = 1, 2, . . . , n,∆ = d/m.

w′
i = w0 + rcd(

w0

w̄′
i

− 1)(w0/c), w
′
0 = cd (24)

比较引理6和引理4得: w̄′
i ≤ w̄i, w

′
i ≥ wi, 因此

引理6获得了更低保守的轨迹上、下界. 因此,根据
引理6,得到如下改进的全局稳定性条件:

定定定理理理 3 若

α+ rcd(
w0

w̄′
1

− 1)(w0/c) > 0 (25)

其中r = γ/T, w̄′
1 = w0 + rα(w0/c − n∆) +

n∑
j=1

rcd( j∆rα
w0−j∆rα

)∆,∆ = d/m, n,m选取需满

足nd/m < w0/c, rd < m/n这两个条件, 则由
式(3)描述的FAST系统全局稳定.

证明: 由引理6知, 只要相关参数设置能够s.t.
w′

1 > w′
0,则FAST系统全局稳定.

由rd < m/n和∆ = d/m知: r∆ < 1/n, 因
此有w0 − j∆r(w0 − w′

i−1) > w′
i−1, 式(21)可简化

为:w′
i−1,j = w0 − j∆r(w0 − w′

i−1).

将w′
0 = cd和w′

0,j = w0 − j∆rα代入式(23)得:

w̄′
1 = w0+rα(w0/c−n∆)+

n∑
j=1

rcd(
j∆rα

w0 − j∆rα
)∆

(26)

将式(26)代入式(24)得:

w′
1 = w0 + rcd(

w0

w̄′
1

− 1)(w0/c) (27)

将w′
0 = cd, w0 = cd + α和式(27) 代入到w′

1 >

w′
0,得定理结论,证毕.

由定理3推导过程也可看出, 在s.t. nd/m <

w0/c和rd < m/n情况下, 可任意设置拆分区间
数n和决定拆分间隔的长度的参数m的值.若n = 0,
则定理3的全局稳定性条件式(25)退化到文献[10]全

局稳定性条件.

表 1 定理3计算结果
Table 1 The calculated result of theory 3

序号 d(s) γ T(s) γ · d/T α n为8时式(25)左边值 n为6时式(25)左边值 n为4时式(25)左边值 平衡点(packets)

1 0.008 1.15 0.008 1.15 300 17.95 9.10 -12.60 1300
2 0.008 1.0 0.008 1.0 300 93.26 80.61 59.68 1300
3 0.008 1.4 0.008 1.4 300 -136.78 -132.14 -150.95 1300
4 0.1 1.2 0.1 1.2 300 23.10 14.60 -14.06 12800
5 0.1 1.0 0.1 1.0 300 128.24 113.40 86.90 12800
6 0.2 0.6 0.1 1.2 300 25.01 16.44 -12.57 25300
7 0.15 0.8 0.1 1.2 300 24.37 15.82 -13.07 19050
8 0.1 1.4 0.1 1.4 300 -116.69 -110.92 -137 12800
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4 算算算例例例与与与仿仿仿真真真(The numeric example and sim-
ulatio)

4.1 算算算例例例(The numeric example)
由文献 [10]的全局稳定性结论知, 若γd

T <

1, α > 0 > −c(rd+1)/r,则α+rcd(w0
w̄1

−1)·w0
c > 0.

由引理6知w̄′
1 ≤ w̄1, 因此有α + rcd(w0

w̄′
1
−

1).w0
c ≥ α+ rcd(w0

w̄1
− 1) · w0

c > 0.

由以上推导可以看出,若文献 [10]全局稳定性
条件成立,则定理3的全局稳定性条件式(25)成立.
即定理3的全局稳定性条件包含了文献[10]的全局
稳定性条件.

由定理3的稳定性条件式(25)可知, 在已知参
数n,m, c, d, γ, T, α的情况下,可计算式(25)左边的
值. 若该值大于0, 则满足定理3稳定性条件. 下
面, 我们通过实例计算可以找到一组参数, 这些
参数满足本文定理3的稳定性条件, 但不满足文
献[10]的全局稳定性条件.

在s.t. nd/m < w0/c和rd < m/n的条件下,
我们选取m = 10, 分别设置n为8、6、4三种
情况, 设置c = 125000(packets/s), 根据表1中参
数d, γ, T, α计算定理3的全局稳定性条件式(25)左
边值, 检验其是否满足稳定性条件（其中平衡
点w0 = cd + α）.由表1的8组数据运算结果可知,
随着拆分区间数n的增大, 式(25)左边值增大. 由
表1的第1,4,6,7组可知, 当n为4时, 式(25)左边值小
于0,不满足定理3的全局稳定性条件,而当n为8时,
式(25)左边值均大于0, 满足定理3的全局稳定性.
因此在满足nd/m < w0/c和rd < m/n的条件下,
n取值越大, 会在一定程度上增加其计算工作量,
但可获得更低保守性的全局稳定性条件.

由表1的第1–2，4–7组的计算结果可知,存
在γd/T ≥ 1和α > 0的参数设置情况, 能够满足
定理3的稳定性条件,但无法满足文献 [10]的全局
稳定性条件γ · d/T < 1.

上述的理论推导表明若满足文献[10]的稳定性
条件, 则一定满足定理3的稳定性条件；而表1的
计算结果表明,确实存在满足定理3的稳定性条件
但不满足文献[10]的全局稳定性参数设置情况,从
而说明了定理3取得了比文献 [10] 更低保守的全
局稳定性条件.

4.2 仿仿仿真真真验验验证证证(Simulation verification)
仿真环境为UBUNTU7.04+NS2.31[1, 9, 10],采用

单源单链路的网络拓扑结构. 假设链路端

缓冲区大小为80000(packets), 链路采用丢尾
算法(DropTail), 每个分组的大小为1000(bytes),

c =125000(packets/s),α = 300.

图 4 窗口轨迹

Fig. 4 The window trajectories

图4是在参数γ, d, T根据表1中的1–3组数据
设置的仿真环境下得到的仿真结果, 图4中标
注gama: 1.2 d: 0.008 T: 0.008 rd: 1.15表示的是所
设置仿真环境参数参数γ = 1.2, d = 0.008(s), T =

0.008(s), γd/T = 1.15, 由图4可知, 表1中1-2组
参数满足定理3的全局稳定性条件, 但不满足文
献 [10]的全局稳定性条件γd/T < 1, 系统能够稳
定到平衡点w0.

图 5 窗口轨迹

Fig. 5 The window trajectories

图5是在参数γ, d, T根据表1中的4–8组数据设
置的仿真环境下得到的仿真结果, 由图5可知, 4-
7组数据设置满足定理3的全局稳定性条件, 但不
满足文献 [10]的全局稳定性条件γd/T < 1, 系统
能够稳定到平衡点w0.

从 表1中 第3、8组 数 据 可 知, 当 设 置 参
数γd/T = 1.4时, 不满足定理3的全局稳定性条
件, 图4和图5中这两组数据所对应的仿真结果也
表明系统无法收敛到平衡点w0.

由表1的第1,4,6,7组数据可以看出, 在满足定
理3的全局稳定条件下, 可置参数γd/T = 1.2, 远
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大于文献 [10]的全局稳定性条件γd/T < 1, 系统
仍能稳定到平衡点,进一步表明了定理3的低保守
全局稳定性.

5 结结结论论论(Conclusion)
FAST系统本质上是时变时滞、非线性的复杂

系统. 本文利用其时滞变化规律和其非线性函数
是单调递减的性质, 估算出其解轨迹振荡的上、
下界及其变化规律,给出了FAST系统的全局稳定
性条件. 理论推导、实例计算和NS-2仿真结果表
明本文的全局稳定性条件具有更低的保守性.
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