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摘要:近似动态规划方法求解非线性系统最优控制,需要迭代无限步才能得到最优控制律.本文提出了一种ε–近
似最优控制算法,选择ε误差限,通过自适应迭代不断逼近哈密顿–雅可比–贝尔曼(HJB)方程的解,应用神经网络实
现在有限步迭代后得到带ε误差限的近似最优控制律.计算机仿真结果表明了该算法的有效性.
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Approximate optimal control with ε-error bound
LIN Xiao-feng, HUANG Yuan-jun, SONG Chun-ning

(School of Electrical Engineering, Guangxi University, Nanning Guangxi 530004, China)

Abstract: In applying the approximate dynamic programming algorithm to determine the optimal control law for non-
linear systems, we need an infinite number of iterations to obtain the result. To deal with this problem, we propose an
algorithm for obtaining an approximate optimal control law. Based on the given value of the ε-error bound, the approx-
imation optimal control law will approach the solution of Hamilton-Jacobi-Bellman(HJB) equation through self-adaptive
iteration. By applying neural networks, we can obtain the ε-approximation control law in a finite number of iterations.
Simulation validates the efficacy of the above algorithm.
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1 引引引言言言(Introduction)
近年来许多研究者用迭代方法来设计控制

器[1−2], 然而用迭代方法来解决非线性系统的最优
控制问题并不多. 非线性系统的分析常采用线性化
处理,但线性化必须满足苛刻的条件[3]. 尤其是非线
性系统的最优控制问题,难点在于如何求解非线性
的哈密顿–雅可比–贝尔曼(Hamilton-Jacobi-Bellman
equation, HJB)方程,其解析求解一般不存在.

近似动态规划(approximate dynamic program-
ming, ADP)通过自适应迭代不断逼近HJB方程得
到近似解, 为解决非线性系统的最优控制问题提供
了有效的方法[4−10]. 文献[5]中Landeliu用贪婪迭代
ADP算法求解LQR(linear quadratic regulator)问题,并
证明了它的收敛, 结果表明这个迭代事实上等价于
对Riccati代数方程的求解. 文献[6]提出用贪婪迭代
ADP算法求解离散时间HJB方程, 证明了经过无限
步迭代后能收敛得到最优控制律.针对实际控制器
的设计,迭代通常是有限的,文献[7]采用了ε误差限

的迭代算法. 但其研究的是有限时间最优控制问题.

本文用带ε误差限迭代近似方法研究无限时间最

优控制问题的有限步迭代.首先,在迭代ADP算法中
引入ε误差限, 用Kε(x(k))来截止无限步的迭代, 形
成ε-迭代ADP算法; 其次, 通过仿真分析了不同ε下

的控制性能;最后,对比分析仿真最优控制效果,表
明采用ε-迭代ADP算法得到近似控制律的有效性.

2 问问问题题题描描描述述述(Problem formulation)
2.1 问问问题题题背背背景景景(Problem background)
本文研究如下一类离散时间非线性系统:

x(k + 1) = F (x(k), u(k)), k = 0, 1, 2, · · · , (1)

其中: x(k) ∈ Rn, u(k) ∈ Ω, 对∀x(k),u(k), 假设系
统F (x(k), u(k))在包含原点的集Ω上利普希茨连续

(Lipschitz)可控, 且有F (0, 0). 其中x = 0为式(1)在
u = 0作用下的一个平衡点. 无限时间离散非线性
系统最优状态反馈控制问题为找到一个最优控制律

u(k),使性能指标函数式(2)最小化.

J(x(k), u(·)) =
∞∑

i=k

U(x(i), u(i)), (2)

其中: U(x(i), u(i))为效用函数, u(x)对应的输出控
制序列u(·)=(u(k), u(k + 1), · · · ), u(k)=u(x(k)).
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求解上述最优控制问题,根据贝尔曼最优性原理
可得HJB方程

J∗(x(k), u(·)) =

min
u(k)

{U(x(k), u(k)) + J∗(F (x(k + 1)))} =

min
u(k)

{U(x(k), u(k)) + J∗(F (x(k), u(k)))}. (3)

满足式(3)解的最优控制律u∗(x):

u∗(x) = arg min
u(k)

{U(x(k), u(k)) + J∗(x(k + 1))}.
(4)

若从式(3)中解出最优性能指标函数J∗(x(k), u(·)),
就可解出最优控制律u∗(x).

2.2 迭迭迭代代代ADP算算算法法法(Iterative ADP algorithm)
为了与动态规划中的符号有所区别,将迭代算法

中的性能指标函数写成V (x(k)) = J(x(k), u(·)),也
称之为代价函数,对应的控制律写成υ(x).
贪贪贪婪婪婪迭迭迭代代代公公公式式式.
迭代算法从初始值V0(·)=0开始,然后根据式(5)

计算出对应的单步控制律υ0(x):

υ0(x(k)) =

arg min
u(k)

{U(x(k), u(k))+V0(x(k + 1))}, (5)

其中V0(x(k + 1)) = 0再根据式(6)计算代价函数

V1(x(k)) = U(x(k), υ0(x(k))). (6)

对于i = 1, 2, · · · ,迭代算法在
υi(x(k)) =

arg min
u(k)

{U(x(k), u(k)) + Vi(x(k + 1))} (7)

和

Vi+1(x(k)) =

arg min
u(k)

{U(x(k), u(k)) + Vi(x(k + 1))} (8)

之间迭代,其中x(k + 1) = F (x(k), υ(x(k))). 在式
(7)的基础上式(8)可写成

Vi+1(x(k))=U(x(k), υi(x(k)))+Vi(x(k+1)), (9)

其中x(k + 1) = F (x(k), υi(x(k))). 这个迭代算法
的思想是在式(7)和式(9)之间反复迭代更新代价函
数序列{Vi}和控制律序列{υi}.

定定定理理理 1 如式(8)中定义的代价函数序列
{Vi},若V0(·) = 0,得到 {Vi}是一个非下降序列,即
Vi+1(x(k)) > Vi(x(k)), 当i → ∞时Vi(x(k))收敛
于最优性能指标函数J∗(x(k)), 即, lim

i→∞
Vi(x(k)) =

J∗(x(k)), 并满足控制律序列 lim
i→∞

υi(x(k)) =

u∗(x(k)).

文献[6]证明了定理1,表明当迭代步数i→∞时,
理论上能找到最优控制律υi(x) = u∗(x). 而实际迭

代步i通常都是有限的,并不能得到等式J∗(x(k)) =
Vi(x(k)), 故无法保证能够找到的最优控制律υi(x)
= u∗(x).

3 ε--迭迭迭代代代ADP算算算法法法(ε-iterative ADP algorithm)
为解决上述问题, 在迭代ADP算法Vi(x(k))和

J∗(x(k))之间引入ε,由定理1有 lim
i→∞

Vi(x) = J∗(x),

总能找到一个i使得|J∗(x(k)) − Vi(x(k))| 6 ε成立.
因此{i : |J∗(x(k))− Vi(x(k))| 6 ε} 6= φ,于是可给
出迭代步数Kε(x(k))的定义.

定定定义义义 1 令x(k) ∈ Γ∞,其中: Γ∞是容许可控状
态集, ε > 0为任意小的正数,则Kε(x(k))定义为

Kε(x(k)) =

min{i : |J∗(x(k))− Vi(x(k))| 6 ε}. (10)

定定定义义义 2 令x(k) ∈ Γ∞, ε是一个正数,定义

Γ
(ε)
0 = {0}, i = 0, (11)

Γ
(ε)
i = {x(k) ∈ Γ∞ : Kε(x(k)) 6 i},

i = 1, 2, · · · . (12)
根据文献[7]可得:
1) x(k) ∈ Γ

(ε)
i ⇔有且仅有

Vi(x(k)) 6 J∗(x(k)) + ε;

2) Γ
(ε)
i ⊆ Γi;

3) Γ
(ε)
i ⊆ Γ

(ε)
i+1;

4)
⋃
i

Γ
(ε)
i = Γ∞;

5) 如果ε > δ > 0,那么Γ
(ε)
i ⊇ Γ

(δ)
i .

3.1 ε–最最最优优优控控控制制制(ε-optimal control)
若x(k) ∈ Γ∞为任意可控,给定任意小的正数ε,

在控制律υi(x(k))作用下代价函数满足|J∗(x(k)) −
Vi(x(k))| 6 ε,称这个控制律为ε–近似最优控制律,
用µ∗ε(x(k))表示

µ∗ε(x(k)) = υi(x(k)) =

arg min
u(k)

{U(x(k), u(k))+Vi−1(F (x(k), u(x(k))))}.
(13)

推推推论论论 1 根据文献[7], 式(13)得到的控制律
µ∗ε(x(k))满足对任意x′(k) ∈ Γ

(ε)
i ,式(14)成立.

|J∗(x′(k))− Vi(x′(k))| 6 ε. (14)

推论1表明, 无须通过搜寻子集Γ
(ε)
i 内所有状态

来获得最优控制律. 只要在Γ
(ε)
i 内用一个状态点

x(k) ∈ Γ
(ε)
i 来获得ε–近似最优控制律µ∗ε(x(k)), 得

到的这个控制律对任意状态x′(k) ∈ Γ
(ε)
i 也是有效

的. 这个特性减少了迭代ADP算法的计算量.
对于ε迭代ADP算法的最优性准则式|J∗(x(k))−

Vi(x(k))| 6 ε, 性能指标函数的最优值通常是未知
的. 可以用迭代最优准则|Vi(x(k))−Vi(x(k))|6ε进

行替代.
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3.2 ε–迭迭迭代代代算算算法法法流流流程程程(ε-iterative algorithm flow-
chart)

图 1 ε–迭代算法流程

Fig. 1 ε-iterative algorithm flowchart

3.3 ε–迭迭迭代代代ADP算算算法法法的的的神神神经经经网网网络络络实实实现现现(ε-iterative
ADP algorithms using neural network)
用神经网络近似任意非线性函数的特性来实现

迭代ADP算法[7−10]. 其框架如图2. 图2中的评价网
络用来近似代价函数Vi(x),动作网络用来近似控制
律υi(x). 动作网络和评价网络选2–8–1的3层BP神经
网络结构. 图2中实线表示前向计算, e是神经网输出

值与目标值之间的误差. 虚线表示根据误差调整神
经网络的权值.空心条形箭头表示下一时的刻状态
进入评价网络. 其中效用函数(Utility)为

U(x(k), u(k)) = x(k)TQx(k) + u(k)TRu(k).

图 2 基于神经网络近似函数的迭代ADP算法结构图
Fig. 2 The structure diagram of the iterative ADP algorithm

using neural-network approximate Vi(x) and υi(x)

4 仿仿仿真真真实实实验验验(Simulation)
考虑如下非线性离散时间系统:

x(k + 1) = F (x(k), u(k)), (15)
其中

F (x(k), u(k))=[
−0.2x2(k)− 0.5u(k)

sin(u(k)− x1(k)) + 0.5x2(k)u(k))

]
.

无限时间二次型性能指标函数为

J(x(k), u(·))=
∞∑

i=k

x(i)TQx(i)+u(i)TRu(i), (16)

其中Q, R为对应维数的单位矩阵.

4.1 不不不同同同 ε的的的控控控制制制性性性能能能(Controller performance
with different ε)
为分析不同ε下得到控制律的控制性能. 在配

置为Windows XP操作系统, Pentium IV处理器的
Lenovo个人电脑上运行MATLAB编写的程序. 选
初始状态x(k) = [0.5 − 0.5]T, 取不同的ε, 执行ε–
迭代ADP算法, 运行结果得到对应的迭代步数为
Kε(x(k)),运行时间为T ,如下表1. 控制律µ∗ε(x(k))
作用下的控制轨迹如图3,状态轨迹如图4, 5.

表 1 取不同ε得到的各参数值
Table 1 The parameter values with different ε

ε Kε(x(k)) T/s 增时(∆T )/ s

0.1 21 1.203 –
0.01 23 1.508 0.305

0.0001 47 1.857 0.654
0.00001 51 2.215 1.012

图 3 不同ε对应的控制律µ∗ε(x(k))作用的控制轨迹

Fig. 3 Control trajectory with different ε-control lawµ∗ε(x(k))

图 4 不同ε对应控制律µ∗ε(x(k))控制的状态轨迹x1

Fig. 4 State x1 trajectory with different ε-control
law µ∗ε(x(k))
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图 5 不同ε对应控制律µ∗ε(x(k))控制的状态轨迹x2

Fig. 5 State x2 trajectory with different ε-control law
µ∗ε(x(k))

由表1可知, 随着ε减小, 迭代截止步数Kε(x(k))
与运行时间T都在不断增加. 从仿真结果控制轨迹
(参照图3)与其对应的状态轨迹(参照图4, 5)可知,
ε = 0.1(Kε(x(k)) = 21)至ε = 0.0001(Kε(x(k)) =
47)中控制性能逐渐改进,因此带来的时间的增加是
有意义的. 当精度ε 6 0.0001时, ε = 0.0001与ε =
0.00001对应的控制轨迹接近重合(如图3示),此时对
性能的改善已不明显. 如果再减小ε, 只会增加较
多的计算时间. 因此,根据实际问题选择ε而截止迭

代得到的控制律µ∗ε替代无限步迭代的最优控制律
u∗(x),可以提高算法的效率.

4.2 仿仿仿真真真对对对比比比(Comparison simulation)
为进一步说明该算法有效性, 取ε = 0.0001,

执行ε–迭代ADP算法, 当ε迭代满足|J∗(x(k)) −
Vi(x(k))| 6 ε时, 得到Kε(x(k)) = 47, 从而提前截
止迭代, 相应的控制律为µ∗ε(x(k)). 图6显示了代价
函数迭代收敛过程. 其结果符合定理1中Vi(x(k))递
增且有界收敛的性质.

图 6 代价函数迭代收敛过程图
Fig. 6 The convergence process of cost function

取K(x(k)) = 1000作为近似无限迭代, 比较两
者的控制轨迹(如图7)与状态轨迹(如图8, 9). 其中:
uε, xε表示控制律µ∗ε作用下的控制轨迹与状态轨
迹; u, x表示K(x(k)) = 1000步迭代得到的最优控
制律u∗(x)作用下的控制轨迹和状态轨迹. 结合
图7−9分析可知, µ∗ε(x(k))作用下的控制轨迹及状态
轨迹与无限迭代最优控制律u∗(x)作用下的控制轨
迹及状态轨迹已非常接近.

图 7 控制轨迹uε与u

Fig. 7 The control trajectory uε and u

图 8 状态轨迹xε1与x1

Fig. 8 The state trajectories xε1 and x1

图 9 状态轨迹xε2与x2

Fig. 9 The state trajectories xε2 and x2

5 结结结论论论(Conclusion)
本文采用ε–近似最优控制方法,使无限贪婪迭代

ADP算法在有限步迭代内得到近似最优控制律.并
通过仿真实验分析了ε对控制性能的影响. ε-ADP迭
代算法根据给定的ε误差限, 采用Kε(x(k))截止迭
代, 能够减少迭代步数, 提高算法效率; 得到的近
似控制律µ∗ε能有效的把状态控制到稳定点, 且使
性能指标与最优性能指标保持在精度|J∗(x(k)) −
Vi(x(k))| 6 ε内.
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