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摘要:本文考虑受有限字长影响的离散时间模糊系统的非脆弱H∞控制问题.假定所设计的控制器具有加性区间
型增益变量,该增益变量反映了控制器数字执行过程中有限字长的影响.区间型增益变量导致控制器设计具有数值
计算问题,而模糊性质的引入进一步增加了控制器设计的复杂性,使问题变得更具有挑战性. 本文采用结构的顶点
分离器方法来解决数值计算问题,从而给出一个基于线性矩阵不等式的模糊非脆弱H∞控制器设计的两步算法. 该
设计结果保证闭环系统渐进稳定并具有指定的H∞性能指标.最后给出一个数值例子验证所提出方法的有效性.
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Abstract: We investigate the design of a non-fragile dynamic output feedback H-infinity controller with finite word
length (FWI) for fuzzy linear discrete-time systems. It is assumed that this controller is with an interval additive gain
variable which reflects the effect of the word length on the numerical execution. The introduction of the fuzzy property
increases the complexity of the controller design, making the problem more challenging. To deal with the numerical
computation problem, we employ a structural vertex separator, and develop a LMI--based 2-step method for designing
the fuzzy non-fragile H-infinity controller. This design guarantees the asymptotic stability of the closed-loop system with
desired H-infinity performances. A comparison between the proposed method and the existing method in the design of the
fuzzy non-fragile H-infinity controller is provided, and a numerical example is given to validate the analytical results.
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1 引引引言言言(Introduction)
在非线性系统理论中, 一个重要的方法是将非

线性系统建模为T--S模糊系统[1], 它是由一组局部
线性子模型通过模糊隶属度函数光滑连接而成. 于
是传统的线性系统控制技术能被应用于基于T--S模
糊模型的非线性系统的各种控制问题的研究. 自
从1985年, Takagi和Sugeno[1]提出了T--S模糊系统模
型以来, 许多学者证明了T--S模糊模型能以任意的
精度逼近一个给定的光滑非线性函数[2–3],即T--S模
糊系统具有万能逼近性. 这些结果为使用T--S模糊
模型来描述非线性系统提供了理论基础. 近年来,
国内外针对T--S模糊系统的研究工作已被广泛地开
展, 并取得了许多重要的成果[4–6]. 基于T--S模糊系
统的稳定性分析和控制综合问题的研究大部分是采

用Lyapunov函数方法, 并将设计条件转化为线性矩

阵不等式(linear matrix inequality, LMI),于是能通过
凸优化技术进行有效地求解[4–5].

在上述的控制器设计过程中,都是假定控制器是
精确执行的. 然而,在控制器数字执行过程中,由于
存储器、寄存器等设施的字长容量有限, 信号在运
算或存储过程中往往会发生溢出现象,因此要按照
实际字长的存储能力对信号进行舍入或量化, 这将
不可避免的会引入不确定因素.由于控制器执行依
赖于不同的设计算法, 结果证明这些控制器对控制
器的系数非常敏感[7–8]. 文献 [9]通过很多例子表明,
在控制器的设计中, 非常小的控制器参数扰动就将
导致闭环系统性能下降甚至不稳定. 这引出了控制
器设计的一个新的问题:如何设计滤波器或者控制
器使之对其参数摄动不敏感, 即所设计的滤波器或
者控制器是非脆弱的.
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这一问题引起了控制领域相当的关注, 并且得
到了一些相关的非脆弱结果[7, 10–11]. 近年来,对于具
有加性范数有界型控制器增益变量的情况, 应用李
卡提不等式方法, 分别得到了状态反馈[8]和输出反

馈[12]的结果. 相应的, 具有乘性增益变量的控制器
设计结果在文献 [13]中给出. 上述这些结果都是考
虑范数有界型增益变量的结果.然而,由于范数有界
型增益变量只能粗糙的刻画控制器或滤波器增益的

不确定信息,导致了设计结果具有一定的保守性. 相
比而言,区间有界型增益变量[14]能比范数有界型增

益变量更精确地刻画不确定信息,但是区间有界型
增益变量导致设计条件中包含的线性矩阵不等式个

数大大增加, 当系统维数高于三阶的时候就会引起
数值计算问题.对于这一难题,文献 [15]研究了具有
区间型增益变量的非脆弱H∞滤波问题,并提出了结
构的顶点分离器的方法解决了这一数值计算问题.
然而,就作者所知,上述结果都是关于线性系统的结
果,而对非线性系统的具有区间型增益变量的非脆
弱控制问题,还没有相应的结果.
针对上述所提到情况,本文考虑非线性系统的具

有区间型增益变量的非脆弱H∞控制器设计问题.利
用T--S模糊模型的特性来逼近该非线性系统,进而研
究模糊离散时间系统的模糊非脆弱H∞控制器设计
问题.假定所设计的控制器具有区间型增益变量,这
些增益变量是在控制器数字执行过程中由有限字长

影响产生的. 如文献 [15]所示,具有区间型增益变量
的非脆弱H∞滤波问题具有数值计算问题,本文所考
虑的模糊非脆弱滤波器设计问题同样具有数值计算

问题.并且由于模糊的引入,进一步增加了问题设计
的复杂性. 本文采用文献 [15]中提出的结构的顶点
分离器的方法, 给出基于线性矩阵不等式的模糊非
脆弱H∞控制器设计的两步算法. 在第1步中,给出初
始控制器增益Ckt的设计方法. 第2步利用在第1步中
设计的增益Ckt,给出基于线性矩阵不等式的模糊非
脆弱H∞控制器设计的充分条件.设计的结果保证闭
环系统渐进稳定并且具有指定的H∞性能指标.另一
方面, 本文在理论上和数值仿真上分别给出了所提
出方法与已有方法的比较.

记号:对于矩阵E, ET和E−1分别表示该矩阵的

转置和逆. 对于列满秩矩阵H , NH表示一个矩阵,该
矩阵的列组成了矩阵H的零空间的基. I表示具有适

当维数的单位矩阵. 0i×j表示具有i行j列的零矩阵.
矩阵中的符号∗表示对称位置的元素.

2 问问问题题题描描描述述述和和和预预预备备备知知知识识识(Preliminaries and
problem statement)

2.1 问问问题题题描描描述述述(Problem formulation)
T--S模糊系统是由IF--THEN模糊规则来描述的,

该模型能够局部的描述非线性系统线性输入输出的

关系.离散时间模糊T--S系统具有如下形式:

模模模型型型 1 如果v1是Ms1, v2是Ms2, · · · , vt是Mst,
则



x(k + 1) = Asx(k) + B1sω(k) + B2su(k),
z(k) = C1sx(k) + D12su(k),
y(k) = C2sx(k) + D21sω(k),

(1)

其中: s = 1, · · ·, u, u是模糊规则的数量, vl(k)(l =
1, · · ·, t)是前件变量并且假设可测, t是前件变量的

个数, Msl是模糊集, x(k) ∈ Rn是状态, y(k) ∈ Rp是

测量输出, ω(k) ∈ Rr扰动输入, z(k) ∈ Rq是调节输

出, As, B1s, B2s, C1s, C2s, D12s和D21s是适当维数

的已知常阵.

利用标准的模糊推理方法,即单点模糊化方法、
乘积模糊推理方法、加权平均解模糊方法, 可以得
到如下的全局动态模型:



x(k + 1) =
u∑

s=1

ws(v(k))(Asx(k) + B1sω(k) + B2su(k))
u∑

s=1

ws(v(k))
,

z(k) =

u∑
s=1

ws(v(k))(C1sx(k) + D12su(k))
u∑

s=1

ws(v(k))
,

y(k) =

u∑
s=1

ws(v(k))(C2sx(k) + D21sω(k))
u∑

s=1

ws(v(k))
,

(2)
其中:

v(k) = [v1(k) v2(k) · · · vt(k)]T,

ws(v(k)) =
t∏

j=1

Msj(vj(k)).

并且Msj(vj(k))是vj(k)属于模糊集合Msj中的隶属

度函数,并具有如下性质:
u∑

s=1

ws(v(k)) > 0, ws(v(k)) > 0, s=1, · · ·, u. (3)

进一步规范化隶属度函数,则得到

αs(v(k)) =
ws(v(k))

u∑
s=1

ws(v(k))
.

则

0 6 αs(v(k)) 6 1,
u∑

s=1

αs(v(k)) = 1, (4)

且

α(v(k)) = [α1(v(k)) α2(v(k)) · · · αu(v(k))]T.

为了方便描述,记

αs(k) = αs(v(k)), α(k) = α(v(k)).
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进而T--S模糊系统(1)可以写为



x(k+1)=A(α)x(k)+B1(α)ω(k)+B2(α)u(k),
z(k) = C1(α)x(k) + D12(α)u(k),
y(k) = C2(α)x(k) + D21(α)ω(k),

(5)
其中:

A(α) =
u∑

s=1

αs(k)As, B1(α) =
u∑

s=1

αs(k)B1s,

C1(α) =
u∑

s=1

αs(k)C1s, C2(α) =
u∑

s=1

αs(k)C2s,

D12(α) =
u∑

s=1

αs(k)D12s, D21(α) =
u∑

s=1

αs(k)D21s,

B2(α) =
u∑

s=1

αs(k)B2s.

为了处理模糊系统的非脆弱H∞控制问题,考虑
如下的模糊控制器:




ξ(k + 1) = (Ak(α) + ∆Ak(α))ξ(k)+
(Bk(α) + ∆Bk(α))y(k),

u(k) = (Ck(α) + ∆Ck(α))ξ(k).
(6)

其中ξ(k) ∈ Rn是控制器状态,且

Ak(α) =
u∑

s=1

u∑
t=1

αsαt(k)Akst,

∆Ak(α) =
u∑

s=1

u∑
t=1

αsαt(k)∆Akst,

Bk(α) =
u∑

t=1

αtBkt, ∆Bk(α) =
u∑

t=1

αt∆Bkt,

Ck(α) =
u∑

t=1

αtCkt, ∆Ck(α) =
u∑

t=1

αt∆Ckt.

常数矩阵Akst, Bkt和Ckt需要设计的具有适当维数

的控制器增益, ∆Akst,∆Bkt和∆Ckt是区间型加性

增益变量:



∆Akst = [δst
aij]n×n, |δst

aij| 6 δt
a,

i, j = 1, · · ·, n, s, t = 1, · · ·, u,

∆Bkt = [δt
bij]n×p, |δt

bij| 6 δt
a,

i = 1, · · ·, n, j = 1, · · ·, p, s = 1, · · ·, u,

∆Ckt = [δt
cij]q×n, |δt

cij| 6 δt
a,

i = 1, · · ·, q, j = 1, · · ·, n, s = 1, · · ·, u.

(7)

让ek ∈ Rn, hk ∈ Rp和gk ∈ Rq表示列向量, 并且该
列向量的第k个元素为1,其它元素为0. 则模型(7)的
增益变量进而可以表示为

∆Akst =
n∑

i=1

n∑
j=1

δst
aijeie

T
j ,

∆Bkt =
n∑

i=1

p∑
j=1

δt
bijeih

T
j ,

∆Ckt =
q∑

i=1

n∑
j=1

δt
cijgie

T
j .

将模糊控制器(6)和(5)相结合, 本文可以得到如

下的闭环控制系统:

xe(k + 1) = Ae(α)xe(k) + Be(α)ω(k),
z(k) = Ce(α)xe(k),

(8)

其中xe(k) = [x(k)T ξ(k)t]T,且

Ae(α) =

[
A(α) Ae12(α)

Ae21(α) Ak(α) + ∆Ak(α)

]
,

Be(α) =

[
B1(α)

(Bk(α) + ∆Bk(α))D21(α)

]
,

Ce(α) = [C1(α) D12(α)(Ck(α) + ∆Ck(α))],

其中: Ae12(α) = B2(α)(Ck(α) + ∆Ck(α)), Ae21(α)
= (Bk(α) + ∆Bk(α))C2(α).

记状态空间模型(9)从ω到z的传递函数矩阵为

Gzω(z) = Ce(α)(zI − Ae(α))−1Be(α),则本文所考
虑的问题叙述如下:

具有加性区间型增益变量的模糊非脆弱H∞控
制问题:对于给定的正常数γ,设计具有形式(6)的动
态输出反馈控制器,并且具有形如(7)加性增益变量,
使得闭环系统(9)渐进稳定且‖Gzω(z)‖ < γ.

2.2 预预预备备备知知知识识识(Preliminaries)
下面给出的引理将在后面的描述中被用到.

引引引理理理 1[16] 给定矩阵Q = QT, F及实数矩阵集

合的一个紧集H ,则如下命题等价:

i) 对于任意H ∈ H ,和所有的ξ 6= 0, ξTQξ < 0,

使得HFξ = 0.

ii) 存在矩阵Θ = ΘT使得对于所有的H ∈ H ,

Q + FTΘF < 0, NT
HΘNH > 0,

其中NH 是以H的零空间基底为列构成的矩阵.

引引引理理理 2[17] 定义Gazω(z) = Ca(zI − Aa)−1Ba,

那么对于常数γ > 0, Aa是Shur稳定的且‖Gazω(z)‖
< γ的充要条件是存在一个对称正定矩阵X > 0,使
得如下不等式成立:



−X 0 XAa XBa

∗ − I Ca 0
∗ ∗ −X 0
∗ ∗ ∗ − γ2I


 < 0. (9)

记

G0zeω(z) = Ce0(zI −Ae0)−1Be0, (10)

其中:

Ae0 =

[
A 0

BFC2 AF

]
, Be0 =

[
B1

BFD

]
,

Ce0 = [C1 − CF],

且AF ∈ Rn×n,那么有如下引理成立:
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引引引理理理 3[15] 给定常数γ > 0,则下面命题等价:

i) Ae0Shur稳定,且‖G0zω(z)‖ < γ.

ii) 存在一个对称矩阵X > 0使得


−X 0 XAe0 XBe0

∗ − I Ce0 0
∗ ∗ −X 0
∗ ∗ ∗ − γ2I


 < 0. (11)

iii) 存在一个对称矩阵X > 0和一任意矩阵G使

得


X −G−GT 0 GTAe0 GTBe0

∗ − I Ce0 0
∗ ∗ −X 0
∗ ∗ ∗ − γ2I


 < 0. (12)

iv) 存在矩阵AFa,BFa,CFa, 和一个对称矩阵
P > 0具有如下形式:

P =

[
Y N

N −N

]
, (13)

使得 


−P 0 PAea PBea

∗ − I Cea 0
∗ ∗ − P 0
∗ ∗ ∗ − γ2I


 < 0, (14)

其中:

Aea =

[
A 0

BFaC2 AFa

]
, Bea =

[
B1

BFaD

]
,

Cea = [C1 − CFa].

v) 存在对称矩阵X > 0和矩阵G具有结构

G =

[
Y N

N −N

]
, (15)

使得


X −G−GT 0 GTAea GTBea

∗ − I Cea 0
∗ ∗ −X 0
∗ ∗ ∗ − γ2I


 < 0 (16)

成立,其中Aea, Bea和Cea由式(15)定义.

引引引理理理 4[15] Q, F1和F2是具有适当维数的常数

矩阵,则下面的命题等价:

i) 当|δi| 6 δa(i = 1, · · · , s)时,

Q + F1∆̄F2 + (F1∆̄F2)T < 0,

其中∆̄ = diag{δ1, · · ·, δs}.

ii) 当∆̄ ∈ ∆̄v时,

Q + F1∆̄F2 + (F1∆̄F2)T < 0,

其中∆̄v = {∆̄ : δi ∈ {−δa, δa}, i = 1, · · ·, s}.

iii) 存在对称矩阵Θ ∈ R2s×2s使得
[

Q F1

FT
1 0

]
+

[
F2 0
0 I

]T

Θ

[
F2 0
0 I

]
< 0, (17)

[
I

∆̄

]T

Θ

[
I

∆̄

]
> 0, ∀∆̄ ∈ ∆̄v. (18)

引引引理理理 5[18] 对任意的具有适当维数的实矩阵Y,

M, F, E和FTF 6 δ2I,其中δ > 0是一个纯量,则

Y + MFE + (MFE)T < 0

存在的充分必要条件是存在一个纯量ε > 0,使得如
下不等式成立:

Y +
1
ε
MMT + εδ2ETE < 0.

3 模模模糊糊糊非非非脆脆脆弱弱弱H∞控控控制制制器器器设设设计计计(Fuzzy non-
fragile H∞ controller design)
在本节中,本文将给出求解模糊非脆弱H∞控制

问题的两步算法, 并且将所提出方法与已有的方法
进行了比较.

3.1 Ckt已已已知知知情情情况况况下下下的的的模模模糊糊糊非非非脆脆脆弱弱弱H∞控控控制制制器器器设设设
计计计(Fuzzy non-fragile H∞ controller design with
known gain Ckt)
在本小节中, 本文将在假定增益Ck已知的情况

下设计模糊非脆弱动态输出反馈H∞控制器, 其中
Ck的设计方法将在下一小节中给出.

为了方便描述,记

M0(∆Akst,∆Bkst,∆Ckst) =



Ξ1 Ξ2 0 Ξ4st STAs STB1s

∗ Ξ3 0 Ξ5st Ξ6st Ξ7st

∗ ∗ − I Ξ8st C1s 0
∗ ∗ ∗ − P̄11 − P̄12 0
∗ ∗ ∗ ∗ − P̄22 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ − γ2I




, (19)

其中:



Ξ1 = P̄11 − S − ST, Ξ2 = P̄12 − S − ST,

Ξ3 = P̄22 − S − ST + N + NT,

Ξ4st = STAs + STB2s(Ckt + ∆Ckt),
Ξ5st = (S −N)TAs + FBtC2s+

NT∆BktC2s + FAst + NT∆Akst+
(S −N)TB2s(Ckt + ∆Ckt),

Ξ6st = (S −N)TAs+FBtC2s+NT∆BktC2s,

Ξ7st = (S −N)TB1s+FBtD21s+NT∆BktD21s,

Ξ8st = C1s + D12s(Ckt + ∆Ckt),
(20)

则下面的定理给出了一个解决具有加性增益变量

模糊非脆弱动态输出反馈控制器设计问题的充分条

件.
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定定定理理理 1 考虑系统(1). 给定纯量γ > 0, δa > 0
和增益矩阵Ckt.如果存在矩阵FAst, FBt, S, N, P̄12和

P̄11 > 0, P̄22 > 0,使得下面的不等式成立:



M0(∆Akst,∆Bkt,∆Ckt) < 0,

δst
aij, δ

t
bik, δ

t
clj ∈ {−δt

a, δ
t
a},

i, j = 1, · · ·, n; k = 1, · · ·, p; l = 1, · · ·, q,
(21)

则控制器(6)具有加性增益变量(7),以及增益Ckt和

Akst = (NT)−1FAst, Bkt = (NT)−1FBt, (22)

解决了模糊非脆弱H∞控制问题.

证证证 通过引理3可知, 使得系统(9)渐进稳定, 且
‖Gzω(z)‖ < γ的充分条件是存在具有结构(15)的矩
阵G和一个对称正定矩阵

P =

[
P11 P12

PT
12 P22

]
> 0,

使得

M1 =




P−G−GT 0 GTAe(α) GTBe(α)
∗ − I Ce(α) 0
∗ ∗ − P 0
∗ ∗ ∗ − γ2I


<0,

(23)

对所有满足式(7)的摄动δst
aij , δt

bik和δt
clj成立. 记

S =Y + N, Γ1 =

[
I I

I 0

]
, Γ̄1 = diag{Γ1, I, Γ1, I},

P̄11=P11+P12+PT
12+P22, P̄12 =P11+PT

12, P̄22 =P11,

则式(23)等价于

M2 = Γ̄1M1Γ̄
T
1 =




Ξ1 Ξ2 0 Ξ4(α) STA(α) STB1(α)
∗ Ξ3 0 Π1(α) Π2(α) Π3(α)
∗ ∗ − I Ξ8(α) C1 0
∗ ∗ ∗ − P̄11 − P̄12 0
∗ ∗ ∗ ∗ − P̄22 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ − γ2I




< 0,

(24)

对所有满足式(7)的摄动δst
aij , δt

bik和δt
clj成立,其中Ξ1,

Ξ2, Ξ3由式(20)定义,且

Ξ4(α)=STA(α)+STB2(α)(Ck(α)+∆Ck(α)),

Π1(α) =

(S −N)TA(α) + NTBk(α)C2(α)+

NT∆Bk(α)C2(α) + NTAk(α) + NT·
∆Ak(α) + (S −N)TB2(α)(Ck(α) + ∆Ck(α)),

Π2(α) = (S −N)TA(α) + NTBk(α)C2(α)+

NT∆Bk(α)C2(α),

Π3(α)=(S−N)TB1(α)+NTBk(α)D21(α)+

NT∆Bk(α)D21(α),

Ξ8(α) = C1(α) + D12s(Ck(α) + ∆Ck(α)).

显然, M2对于每一个满足式(7)的δi, δi ∈ {δst
aij ,

δt
bik, δt

clj}都是凸的,因此式(24)成立等价于




M3 =


Ξ1 Ξ2 0 Ξ4 STA(α) STB1(α)
∗ Ξ3 0 Π1 Π2 Π3

∗ ∗ − I Ξ8 C1 0
∗ ∗ ∗ − P̄11 − P̄12 0
∗ ∗ ∗ ∗ − P̄22 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ − γ2I




<0,

δst
aij, δ

t
bik, δ

t
clj ∈ {−δt

a, δ
t
a},

i, j = 1, · · ·, n; k = 1, · · ·, p; l = 1, · · ·, q.
(25)

另一方面, 将式(21)乘以αsαt并累加起来, 可以
得到






Ξ1 Ξ2 0 Ξ4(α) STA(α) STB1(α)
∗ Ξ3 0 Ξ5(α) Ξ6(α) Ξ7(α)
∗ ∗ − I Ξ8 C1(α) 0
∗ ∗ ∗ − P̄11 − P̄12 0
∗ ∗ ∗ ∗ − P̄22 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ − γ2I




< 0,

δst
aij, δt

bik, δt
clj ∈ {−δt

a, δ
t
a},

i, j = 1, · · · , n; k = 1, · · · , p; l = 1, · · · , q,

(26)

其中:

Ξ5(α) = (S −N)TA(α) + FB(α)C2(α) +

NT∆Bk(α)C2(α) + FA(α) +

NT∆Ak(α) + (S −N)TB2(α)×
(Ck(α) + ∆Ck(α)),

Ξ6(α) = (S −N)TA(α) + FB(α)C2(α) +

NT∆Bk(α)C2(α),

Ξ7(α) = (S −N)TB1(α) + FB(α)D21(α) +

NT∆Bk(α)D21(α).

通过式(22)--(23)和Schur补引理,可以得到式(24)
等价于式(21). 证毕.

注注注 1 对于求解模糊非脆弱H∞控制问题,定理1提出

了基于线形矩阵不等式的充分条件.通过定理1和引理3的

证明, 可以看出,当允许松弛变量矩阵G具有结构(15)时且

增益矩阵Ckt已知时,模糊非脆弱H∞控制问题转化为一个

凸的问题.

类似于文献 [15], 具有区间型增益变量的非脆
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弱H∞滤波问题对于维数高于三维的系统就将导致
数值计算问题,即所要求解的线形矩阵不等式的个
数要超过现有MATLAB工具箱的计算能力. 本文研
究具有加性区间型增益变量的模糊非脆弱动态输出

反馈H∞控制问题,进一步增加了要求解的线形矩阵
不等式的个数,更加导致了数值计算问题.为了解决
该数值问题,提出如下方法:

记

F s
a1 = [f s

a11 f s
a12 · · · f s

a1la
],

F s
a2 = [(f s

a21)
T (f s

a22)
T · · · (f s

a2la
)T]T,

(27)

其中la = n2 + np + nq,且

f s
ak1 = [01×n (NTei)T 01×q 01×n 01×n 01×r]T,

f s
ak2 = [01×n 01×n 01×q eT

j 01×n 01×r],

k = (i− 1)n + j, i, j = 1, · · ·, n,

f s
a1k = [01×n (NTei)T 01×q 01×n 01×n 01×r]T,

f s
a2k = [01×n 01×n 01×q hT

j C2s hT
j C2s hT

j D21s],

k = n2 + (i− 1)p + j,

i = 1, · · ·, n, j = 1, · · ·, p,

f s
a1k = [Ω1s Ω2s (D12sgi)T 01×n 01×n 01×r]T,

f s
a2k = [01×n 01×n 01×q eT

j 01×n 01×r],

k = n2 + np + (i− 1)n + j,

i = 1, · · ·, q, j = 1, · · ·, n,

这里Ω1 = (STB2sgi)TΩ2 = [(S − N)TB2sgi]T,让

k0, k1, · · ·, ksa为满足k0 = 0 < k1 < · · · < ksa = la
的整数,且矩阵Θst具有如下结构:

Θst =[
diag{θ1st

11 , · · ·, θsast
11 } diag{θ1st

12 , · · ·, θsast
12 }

diag{θ1st
12 , · · ·, θsast

12 }T diag{θ1st
22 , · · ·, θsast

22 }

]
, (28)

其中: θist
11 , θist

12 , θist
22 ∈ R(ki−ki−1)×(ki−ki−1), i = 1,

· · ·, sa. 则可以得到如下定理:

定定定理理理 2 考虑系统(1). 给定纯量γ > 0, δa > 0
和增益矩阵Ck. 如果存在矩阵FAst, FBt, S, N, P̄12,

P̄11 > 0, P̄22 > 0, 和对称矩阵Θ具有结构(28)使得
如下线性矩阵不等式成立:[

Q F s
a1

(F s
a1)

T 0

]
+

[
F s

a2 0
0 I

]T

Θ

[
F s

a2 0
0 I

]
< 0, (29)

[
I

diag{δki−1+j, · · ·, δki
}

]T [
θist
11 θist

12

(θist
12 )T θist

22

]
×

[
I

diag{δki−1+j, · · ·, δki
}

]
> 0, (30)

∀δt
ki−1+j ∈ {−δt

a, δ
t
a},

j = 1, · · ·, ki − ki−1, i = 1, · · ·, sa,

其中

Qst =


Ξ1 Ξ2 0 Ψ1st STAs STB1s

∗ Ξ3 0 Ψ2st Ψ3st Ψ4st

∗ ∗ − I C1s + D12Ckt C1s 0
∗ ∗ ∗ − P̄11 − P̄12 0
∗ ∗ ∗ ∗ − P̄22 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ − γ2I




.

(31)
这里Ξ1, Ξ2, Ξ3由式(20)定义,且

Ψ1st = STAs + STB2sCkt,

Ψ2st = (S −N)TAs + FBtC2s +

FAst + (S −N)TB2sCkt,

Ψ3st = (S −N)TAs + FBtC2s,

Ψ4st = (S −N)TB1s + FBtD21s,

则对于系统(1),模糊控制器(6)具有加性不确定性(7)
和控制器增益(22)解决了模糊非脆弱H∞控制问题.

证证证 由式(19),有

M0(∆Akst,∆Bkt,∆Ckt) = Qst+∆Qst+∆QT
st < 0,

(32)
其中:

∆Qst =




0 0 0 ∆Q1st 0 0
0 0 0 ∆Q2st ∆Q3st ∆Q4st

0 0 0 ∆Q5 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0




,

∆Q1st = STB2s

q∑
i=1

n∑
j=1

δt
cijgie

T
j ,

∆Q3st =
n∑

i=1

p∑
j=1

δt
bijN

Teih
T
j C2s,

∆Q2st =
n∑

i,j=1

δst
aijN

Teie
T
j +

n∑
i=1

p∑
j=1

δt
bijN

Teih
T
j C2s+

(S −N)TB2s

q∑
i=1

n∑
j=1

δt
cijgie

T
j ,

∆Q4st =
n∑

i=1

p∑
j=1

δt
bijN

Teih
T
j D21s,

∆Q5st = D12s

q∑
i=1

n∑
j=1

δt
cijgje

T
j .

由式(27)和式(32),可以得到式(21)等价于

M0(∆Akst,∆Bkt,∆Ckt) =

Qst +
la∑

i=1

δst
i f s

a1if
s
a2i + (

la∑
i=1

δst
i f s

a1if
s
a2i)

T =

Qst + F s
a1∆̃aF

s
a2 + (F s

a1∆̃aF
s
a2)

T < 0, (33)
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对所有的|δst
i | 6 δt

a成立, 其中∆̃a = diag{δst
1 , · · ·,

δst
la
}. 在通过引理4,可以进一步得到式(33)等价于存

在一个对称矩阵Θ ∈ Rla×la使得式(29)和
[

I

∆̃a

]T

Θ

[
I

∆̃a

]
> 0 (34)

对所有的δst
i ∈ {−δt

a, δ
t
a}, i = 1, · · · , la成立. 注

意到满足式(28)的集合Θ是满足式(34)的集合Θ的子

集,则结论成立.

注注注 2 如文献 [15]所述,满足式(29)和式(34)的矩阵Θ

(或者满足式(30)具有sa = 1)被称为是vertex separator[19].

与满足式(29)和式(34)的vertex separator的Θ相比较, 具有

结构(28)且满足Θ具有结构(29)和(30)的Θ被称为structured

vertex separator. 结构的顶点分离器的引入大大减少了需要

求解的线性矩阵不等式个数,解决了数值计算问题.但同时

由于其结构的限制,会引入一定的保守性,因此定理2的保

守性要比定理1的保守性大,但是定理2解决了数值计算问

题.另一方面, sa的值越小,所引入的保守性也越小. 在实际

设计中,要跟实际的需求而定.

3.2 与与与已已已有有有设设设计计计方方方法法法的的的比比比较较较(Comparison with the
existing results)
在这一小节中,推广已有的方法给出具有范数有

界性增益变量的模糊非脆弱H∞控制器设计方法,并
将这一方法与本文提出的新的设计方法进行比较.

类似于文献 [8, 20], 本文的增益变量∆Ak,∆Bk

和∆Ck由范数有界型增益变量来表示具有如下形

式[18]:{
∆Akst = MaF1st(t)Ea, ∆Bkt = MbF2t(t)Eb,

∆Ckt = McF3t(t)Ec,

(35)
其中:

Ma = [Ma1 · · · Man2 ], Ea = [ET
a1 · · · ET

an2 ]T,

Mb = [Mb1 · · · Mbnp], Eb = [ET
b1 · · · ET

bnp]
T,

Mc = [Mc1 · · · Mcnq], Ec = [ET
c1 · · · ET

cnq]
T,

且

Mak = ei, Eak = eT
j ,

k = (i− 1)n + j, i, j = 1, · · ·, n,

Mbk = ei, Ebk = hT
j ,

k = n2+(i−1)p+j, i=1, · · ·, n, j =1, · · ·, p,

Mck = gi, Eck = eT
j ,

k = n2 + np + (i− 1)n + j,

i = 1, · · ·, q, j = 1, · · ·, n,

和FT
ist(t)Fist(t) 6 (δt

a)
2I, i = 1, 2, 3,代表不确定参

数,这里δa与前面的定义相同.

具有范数有界型增益变量的模糊非脆弱动态输

出反馈H∞控制器设计也是一个非凸问题,类似于定
理2,当控制器增益Ckt已知时,该问题转化为凸的.

为了便于叙述,记

F̄Ast = N̄Akst, F̄Bt = N̄Bkt,

Ma1s =




0 S̄B2sMc 0
N̄Ma (S̄ − N̄)B2sMc N̄Mb

0 D12sMc 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0




,

Ma2s =




0 0 0 Ea 0 0
0 0 0 Ec 0 0
0 0 0 EbC2s EbC2s EbD21s


 .

假定Ckt已知,采用文献[8,20]中的处理范数有界
增益变量的非脆弱问题的方法, 具有范数有界型增
益变量的模糊非脆弱H∞控制器设计可以化减为如
下线性矩阵不等式:


Q̄st Ma1s δaεM

T
a2s

∗ − εI 0
∗ ∗ − εI


 < 0, (36)

具有矩阵变量S̄ > 0, N̄ < 0和纯量ε > 0,其中

Q̄st =




−S̄ − S̄ 0 M S̄As S̄B1s

∗ −S̄+N̄ 0 Q1st Q2st Q3st

∗ ∗ − I N C1s 0
∗ ∗ ∗ − S̄ − S̄ 0
∗ ∗ ∗ ∗ −S̄+N̄ 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −γ2I




,

N = C1s + D12sCkt, M = S̄(As + B2Ckt),

且Q1st = (S̄ − N̄)(As + B2sCkt) + F̄Ast + F̄BtC2s,

Q2st = (S̄−N̄)As + F̄BtC2s, Q3st = (S̄−N̄)B1s +
F̄BtD21s.

则下述引理给出条件(36)和定理2之间的关系.

引引引理理理 6 考虑系统(1), 如果条件(36)可行, 则定
理2给的设计条件也可行.

证证证 见文献[21].

注注注 3 从引理5可以看出,条件(36)要比当sa = la时

定理2给出的模糊非脆弱H∞滤波器存在条件保守.然而,正

如注2中所述, sa = la的情况是所提出方法周最差的情况.

因此已有的关于具有范数有界型增益变量的非脆弱结果要

比本文所提出的新的方法保守型要大.

3.3 设设设计计计初初初始始始矩矩矩阵阵阵Ckt(Design initial matrix gain
Ckt)
在本小节中,本文给出设计初始增益矩阵Ck(α)



606 控 制 理 论 与 应 用 第 29卷

的方法.

考虑系统(6)具有增益摄动∆Ak(α) = 0和
∆Bk(α) = 0,具体描述如下:{

ξ̇(k) = Ak(α)ξ(k) + Bk(α)y(k),

u(k) = (Ck(α) + ∆Ck(α))ξ(k).
(37)

这里∆Ck(α)与式(35)中的定义相同.

将模糊控制器(37)和系统(1)相结合,本文可以得
到如下的闭环系统:{

ẋe(k) = Aedc(α)xe(k) + Bedc(α)ω(k),

z(k) = Ce(α)xe(k),
(38)

其中:

Aedc(α) =[
A(α) B2(α)(Ck(α) + ∆Ck(α))

Bk(α)C2(α) Ak(α)

]
,

Bedc(α) =

[
B1(α)

Bk(α)D21(α)

]
.

这里的Ce(α)与式(9)中的定义相同.

下面的定理给出了初始增益矩阵Ck(α)的设计
方法.

定定定理理理 3 考虑系统(1),给定常数γ > 0和δt
a > 0.

如果存在矩阵Âst, B̂t, Ĉt, X > 0, Y > 0, 和常数

εc > 0使得下面的线性矩阵不等式成立:


−X − I 0 AsX + B2sĈt As

∗ − Y 0 Âst Y As + B̂tC2s

∗ ∗ − I C1sX + D12sĈt C1s

∗ ∗ ∗ −X − I

∗ ∗ ∗ ∗ − Y

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗

B1s B2sMc 0
Y B1 + B̂D21s Y B2sMc 0

0 D12sMc 0
0 0 εcδ

t
aXET

c

0 0 0
−γ2I 0 0
∗ − εcI 0
∗ ∗ − εcI




< 0,

(39)
则控制器(37)具有增益:

Akst = (X−1 − Y )−1(Âst − Y AX−
B̂tC2sX − Y B2sĈt)X−1, (40)

Bkt = (X−1 − Y )−1B̂t, Ckt = ĈtX
−1. (41)

解决了系统(1)的模糊非脆弱H∞控制问题.

证证证 该证明与文献 [15]中的证明类似,请参见文
献[15].
注注注 4 定理3表明, 在∆Akst = 0, ∆Bkt = 0, 只具有

形如式(35)的范数有界型增益摄动∆Ckt的情况下,模糊非

脆弱H∞控制问题可以转化为一个依赖于单参数εc > 0的

凸的问题.

3.4 算算算法法法(Algorithm)
把第3.1节和第3.3节的设计方法结合起来, 可以

得出如下的一个两步算法:

算算算法法法

第第第1步步步 在条件X > 0, Y > 0和LMI(39)的限制
下, 最小化γ. 将所得到的最优解记为X = Xopt和

Ĉt = Ĉtopt. 由式(40),可计算得到Cktopt = ĈtoptX
−1
opt.

第第第2步步步 赋值Ckt = Cktopt, 在条件FAst, FBt, N,

S, P̄12, P̄11 > 0, P̄22 > 0, 和LMIs(29)--(30)的限制
下最小化γ. 记最优解为N =Nopt, FAst =FAstopt和

FBt = FBtopt. 根据式(22),得Akst = (NT)−1FAstopt,

Bkt = (NT)−1FBtopt,则Akst, Bkt和Ckt构成模糊非

脆弱H∞控制器增益.

3.5 H∞性性性能能能指指指标标标估估估计计计(Evaluation of H∞ perfor-
mance index)
在定理2中, 为了得到凸的设计条件, 将松弛变

量G的结构进行限制(15), 这将导致H∞性能指标估
计值具有一定的保守性. 在本小节中,对于已设计的
控制器,在G没有结构限制的情况下重新估计H∞性
能指标,以减小保守性.

当控制器参数矩阵Ak, Bk和Ck都已知, 在限制
条件(7)和‖ Gzω(z) ‖< γ下最小化γ问题可以转化

为如下线性矩阵不等式问题:






P −G−GT 0 GTAe(α) GTBe(α)
∗ − I Ce(α) 0
∗ ∗ − P 0
∗ ∗ ∗ − γ2I


 < 0,

δst
aij, δ

t
bik, δ

t
clj ∈ {−δt

a, δ
t
a},

i, j = 1, · · ·, n; k = 1, · · ·, p; l = 1, · · ·, q.
(42)

这里Ae(α), Be(α)和Ce(α)是在式(9)中有定义.

该估计条件与定理1给出的设计条件相类似,同
样具有数值计算问题.为解决该数值计算问题,下面
的引理给出了基于结构的顶点分离器的方法:

记

Gs
a1 = [gs

a11 gs
a12 · · · gs

a1la
],

Gs
a2 = [(gs

a21)
T (gs

a22)
T · · · (gs

a2la
)T]T,

(43)

其中: 当k = (i− 1)n + j, i, j = 1, · · ·, n时,

gs
a1k = [(01×n eT

i )G 01×q 01×2n 01×r]T,

gs
a2k = [01×2n 01×q 01×n eT

j 01×n];
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当k = n2+(i−1)p+j, i = 1, · · ·, n, j = 1, · · ·, p时,

gs
a1k = [(01×n eT

i )G 01×q 01×2n 01×r]T,

gs
a2k = [01×2n 01×q hT

j C2s 01×n hT
j D21s];

当k = n2 + np + (i − 1)n + j, i = 1, · · ·, q, j =
1, · · ·, n时,

gs
a1k = [((B2sgi)T 01×n)G (D12sgi)T

01×2n 01×r]T,

gs
a2k = [01×2n 01×q 01×n eT

j 01×n],

则有:

引引引理理理 7 考虑式(1). 给定常数γ > 0, δa > 0和
控制器参数矩阵Akst, Bkt, Ckt. 则‖ Gzω ‖< γ对所

有满足式(7)的摄动δst
aij , δt

bit和δt
clj成立的充分条件

是,存在一个矩阵G,和一个正定矩阵P > 0以及一
个对称矩阵Θ具有结构(28)使得式(30)和下面的线
性矩阵不等式成立:[

Qst Gs
a1

(Gs
a1)

T 0

]
+

[
Gs

a2 0
0 I

]T

Θ

[
Gs

a2 0
0 I

]
< 0, (44)

其中

Qst =




P −G−GT 0 GTAe0st GTBe0st

∗ − I Ce0st 0
∗ ∗ − P 0
∗ ∗ ∗ − γ2I


 ,

且

Ae0st =

[
As B2sCkt

BktC2s Akst

]
, Be0st =

[
B1s

BktD21s

]
,

(45)

Ce0st = [C1s D12sCkt]. (46)

证证证 与定理2的证明类似,这里省略.

注注注 5 对于估计传递函数的H∞性能指标,由于去掉

了松弛变量G的结构限制, 引理7给出了比定理2更小保守

性的估计条件.

4 数数数值值值例例例子子子(Numerical example)
在本节中,给出一个例子来展示所提出的模糊非

脆弱H∞控制器设计方法的有效性,并进而将所提出
新的方法与推广已有范数有界型的方法进行比较.

考虑离散时间模糊系统(1)具有u = 2和

A1 =




0 − 1 0
0.5 − 1 1
0.5 − 1 1


 , A2 =




0 − 1 0
1 − 1 1

0.5 − 0.5 1


 ,

Bcc =



−0.5 0
−0.5 0
−1 0


 , B12 =



−1 0
−0.5 0
−1 0


 ,

B21 =




1
0.5
−1


 , B22 =




1
1
−1


 ,

C11 =C12 =

[
1 −1 −1
0 0 0

]
, D211 =D212 =[0 1],

C21 = C22 = [−1 1 − 3], D121 = D122 =

[
0
1

]
.

参考利用标准的H∞控制器设计方法,得到最优
的H∞性能指标为γopt = 3.1712.

假定所设计的控制器具有形式(37),取δa = 0.05,
εc = 146.9755,通过定理3可以得到

Ck1ini = [0.2311 − 0.3352 0.3492],

Ck2ini = [0.2412 − 0.3317 0.3683].

4.1 比比比较较较(Comparison)
在本小节中,分别用设计条件(36)和新提出方法

定理2设计控制器, 并给出相应的性能指标.首先假
定δ1

a = δ2
a = 0.006, 利用前面设计的初始控制器

增益Ck1ini和Ck2ini ,一方面利用设计条件(36)设计控
制器,定义所设计的控制器为Knm. 另一方面,利用
定理2,分别取sa =15和sa =5设计控制器,定义所得
到的控制器分别为Kin15(sa = 15) 和Kin5(sa = 5),
两种设计方法得到的H∞性能由表1(δ1

a = δ2
a =

0.006)给出进行比较.

表 1 由设计得到的H∞性能指标
Table 1 The obtained H∞ performance indexes

条件(36) 定理2(sa = 15) 定理2(sa = 5)

γ 4.0713 3.59716 3.5712

表1展示了所提出的新的设计方法给出了更好的
H∞性能.

4.2 H∞性性性能能能估估估计计计(Evaluation of H∞ performance
index)
利用上面设计的得到的控制器,引理7给出更好

的H∞性能估计. 所得到得H∞性能估计值由表2(δ1
a

= δ2
a = 0.006)给出并进行比较.

表 2 引理7给出的H∞性能估计
Table 2 The evaluation of H∞ performances of

Lemma 7

Knm Kin15 Kin5

γ(sa = 15) 3.9123 3.4741 —
γ(sa = 5) 3.8901 — 3.4120

从表2中很容易看出, 引理7给出更好的性能估
计.同时也能看出所提出的新的设计方法的优越性.
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5 结结结论论论(Conclusion)
本文研究了离散时间模糊系统非脆弱H∞控制

问题.所考虑的控制器具有加性区间型增益变量反
映了控制器数字执行过程中有限字长的影响.该区
间型增益变量导致控制器设计具有数值计算问题,
而模糊性质的引入进一步增加了控制器设计的复杂

性. 本文采用结构的顶点分离器方法给出了基于线
性矩阵不等式的模糊非脆弱H∞控制器设计的两步
算法. 所得到的结果在保证系统稳定的同时并具有
指定的H∞性能指标.最后通过数值例子验证了所提
出方法的有效性.
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